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Introducao

O trabalho que aqui se apresenta insere-se no ambito da Teoria dos Polin6mios
Ortogonais, bem como das suas aplicagoes, nomeadamente ao estudo dos ope-
radores de Jacobi. Deste modo, o estudo serd centrado, essencialmente, nos
aspectos analiticos daquela teoria, embora muitos dos aspectos algébricos sejam,
necessariamente, abordados.

No Capitulo 1 introduzem-se conceitos e propriedades bésicos da Teoria
dos Polinémios Ortogonais. Comegamos por introduzir as nogoes de funcional
de momentos—i.e., uma funcional linear £, definida no espago de todos os
polinémios e caracterizada por

‘C[In] = Hn (n205172a"')7

onde {pn,}52, ¢ uma dada sucessdo de nimeros reais ou complexos (ditos os
momentos da funcional £)—e de sucessdo de polindémios ortogonais (SPO) a
respeito de uma funcional de momentos. Uma sucessao de polinémios {P,}72
é uma SPO a respeito da funcional de momentos L se

L[PyPn] = knpm (n,m=0,1,2,---)

onde {k,}22, é uma sucessao de nimeros reais ou complexos nao nulos (como
habitualmente, 0y, é o simbolo de Kronecker). Se k;,, = 1 para todo o n € INy,
a SPO diz-se ortonormada e, normalmente, escreve-se p, em vez de P,,. Uma
das caracteristicas fundamentais de uma dada SPO (ortonormada), {p,}22,
traduz-se no facto de esta sucessao satifazer uma relacao de recorréncia a trés
termos (equagao de diferengas de segunda ordem) da forma

Tpn(T) = ant1Pn41(T) + bnpn(z) + anpn-1(x), n=0,1,2,---, (1)

il
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com condigoes iniciais p_i(x) = 0 e po(z) = 1, onde {a,}52, e {bn}22,
sdo duas sucessbes de numeros reais ou complexos, com a, # 0 para todo
on = 1,2,---. O caso especial em que a, > 0 e b, € IR para todo o n
(estas condigdes caracterizam as chamadas funcionais definidas-positivas) é a
situacao mais interessante do ponto de vista da teoria analitica da Teoria dos
Polinomios Ortogonais. Nestas condigoes, existe uma fungao de distribuigao (de

uma medida de probabilidade), 1, cujo suporte
supp(¢) ;== {zx e R|¢(x + ) —¢(z —0) >0, V§ > 0}

é um conjunto infinito, para a qual £ admite a representagao integral
o0
£l = [ s dut)
— 00

(o integral é no sentido de Riemann-Stieltjes). Este resultado é conhecido por
Teorema de representacao, e sera estabelecido com base em dois teoremas de
Helly e na férmula de quadratura de Gauss. Note-se que se £ é uma fun-
cional de momentos caracterizada pela representacao integral anterior, entao
pode determinar-se facilmente a SPO ortonormada via processo de ortonormal-
izagdo de Gram-Schmidt (problema directo). O problema inverso é substancial-
mente mais dificil de tratar e consiste em, dada uma SPO caracterizada pela
relagdo de recorréncia (1), com as condigoes a, > 0 e b, € IR para todo o
n, determinar a correspondente medida de ortogonalidade. Do ponto de vista
teodrico, este problema resolve-se recorrendo a um famoso Teorema de Markov,
o qual estabelece que, sob certas condigoes,

1)
g&%ﬁ?ZWAﬁgZF@Wﬁzemm@WW)@)
(co(supp(v))) designa o involucro convexo de supp(¢)), sendo a convergéncia
uniforme em todos os subconjuntos compactos de C\ co(supp(¢)). Na verdade,
Markov provou a igualdade anterior supondo 1) absolutamente continua (com
densidade) e supp(v) = [£,n] (compacto), mas isso apenas reflectia a época
e nao era essencial na demonstracao, tendo ainda observado que a igualdade
permanecia vélida para fun¢oes de distribui¢ao com suporte ilimitado (incluindo,
e.g., a funcdo de distribui¢do associada ao polinémios classicos de Laguerre).

Na igualdade (2), {p%l)}j’fzo é a SPO (dos chamados polinémios associados, ou
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polinémios numerador) que se obtém de (1) fazendo uma transla¢do nos indices
das sucessoes dos coeficientes de recorréncia, i.e.,
1 1
2pl) (@) = ang2p) s (@) + bosapl (@) + anapy)s (@), n=0,1,2,---

com condigbes iniciais p(f% (x)=0¢e pél)(x) =1. A fungdo F(-;d¢) chama-se
fungao (ou transformada) de Stieltjes da fungao de distribuicao v, e o seu conhe-
cimento permite determinar ¢ (a menos de normalizacdo) através da formula
de inversao de Stieltjes:

b
P(b) —¥(a) = lim —l/ S (F(x + ie;dy)) de .
e—0t T J,
Estes resultados serao estabelecidos no Capitulo 1, o qual termina com uma
analise detalhada das principais caracteristicas (analiticas e algébricas) dos
chamados polinémios de Chebyshev (de primeira e de segunda espécie), que
serao essenciais no estudo a apresentar nos capitulos posteriores.
O Capitulo 2 contém os resultados principais desta dissertacao. O problema
central em analise é o seguinte:

(P) Seja {Pn}52, uma sucessio de polindmios ortogonais mdnicos (SPOM).
Determinar condigdes para que exista outra SPOM {Qn}22, tal que a sucessao
{Pn}22, possa ser descrita por uma transformagdo polinomial do tipo

Pnk-l-m(‘r) = em(x)Qn((T(w))7 n=0,1,2,---,

onde k e m sdo numeros inteiros fizos, comk >2e0<m<k—-1,eT e
0 sdo polindmios fixos de graus k e m, respectivamente. Sob tais condicdes,
descrever as relagoes algébricas e analiticas associadas as sucessoes { P} e

{Qn}?zo:O'

O problema correspondente a m = 0 foi estudado por J. Charris, M.E.H.
Ismail e S. Monsalve em [4], e por J. Geronimo e W. Van-Assche em [8], quer
do ponto de vista algébrico (determinagao do polinémio 7" que induz a transfor-
magcao polinomial e da nova sucessao {Qn}52, bem como relagdes algébricas
entre as sucessdes {P,}>° o e {@,}22,), quer do ponto de vista analitico (re-
lacGes entre as fungoes de Stieltjes e as medidas de ortogonalidade associadas as
sucessoes {P,,}22, e {Qr}22 ). Por outro lado, o problema algébrico no caso
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correspondente a m = k — 1 foi resolvido por C.M. da Fonseca e J. Petronilho
em [15], tendo ficado em aberto o problema analitico, o qual se reduz, essencial-
mente, a descrigdo (ou determinagao) da medida de ortogonalidade da SPOM
{P,}52, em termos da medida de ortogonalidade da SPOM {@,,}22,. O objec-
tivo principal do Capitulo 2 é resolver este problema. Provaremos que, sob certas
condigoes (que, essencialmente, determinam que o problema é “bem posto”, num
sentido que aqui nos parece ser desnecessario especificar) { P, }22, é ortogonal a
respeito de uma medida cujo suporte é uma reuniao de k intervalos—definidos
pela transformacio inversa polinomial T~*([¢,7]), onde [¢,7] é o verdadeiro in-
tervalo de ortogonalidade (menor intervalo que contém todos os zeros) da SPOM
{Qn}52 y—explicitamente definida, a menos de um factor constante, por

Xro1 e (&) dog(T(2))
Op—i(z)]  T'(x)

k—1
doy(w) = 3 Mjo., (a) + )

onde My, ---, M;_1 sao constantes nao negativas explicitamente determinadas
em termos de valores da funcao de Stieltjes associada & medida dog nos ze-
ros z1,-+,2k—1 do polinémio 0y_1, 6zj () é a medida de Dirac no ponto z;
(j1=12---k—=1)e X1 e ¢ & fungdo caracteristica do conjunto T-1(¢, ).

A expresséo (3) sera deduzida usando primeiramente o Teorema de Markov para
determinar a relacao entre as funcoes de Stieltjes correspondentes as medidas
dop, e dog (processo que envolve a determinagdo da relagdo entre os polinémios
associados das SPOM’s {P,,}52 e {Q,}52 ) e, seguidamente, aplicando um re-
sultado geral estabelecido por F. Marcellan e J. Petronilho [14], o qual permite
deduzir a relagao das medidas de ortogonalidade do, e do, através da relagao
entre as correspondentes fungoes de Stieltjes. O Capitulo 2 termina com o
estudo pormenorizado de uma SPOM { P, }52 , caracterizada por as correspon-
dentes sucessoes de parametros que figuram na relagdo de recorréncia a trés
termos serem periodicas de periodo k = 3, recuperando um resultado recente-
mente estabelecido por R. Alvarez-Nodarse, J. Petronilho e N.R. Quintero [2].
Mostraremos que esta sucessao { P, }52, pode ser estudada no &mbito do prob-
lema (P), com k = 3 e m = 2, e sendo {@,}°2, definida por uma transformagao
afim da varidvel nos polinémios de Chebyshev de segunda espécie. Deduzem-se,
neste caso, as expressoes explicitas para as “massas” M; e M3 em (3), com base
numa escolha apropriada de um ramo da raiz quadrada complexa v'22 — 1. Uma
ilustragao geométrica dos resultados obtidos é também apresentada.
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O Capitulo 3 é, essencialmente, um resumo sobre tépicos de Analise Fun-
cional necessérios para os desenvolvimentos seguintes, sendo o objectivo prin-
cipal do capitulo o de estabelecer o teorema espectral para operadores auto-
adjuntos limitados, bem como um importante Teorema de Weyl envolvendo a
descrigao do espectro essencial de operadores auto-adjuntos limitados relaciona-
dos por perturbagoes compactas. Neste capitulo, assumiu-se como conhecido
o programa da disciplina da Anélise Funcional leccionada no Departamento de
Matematica da FCTUC nos tltimos anos (em que a disciplina existiu), incluindo
os Teoremas de Hahn-Banach, da aplicacao aberta e do grafico fechado, de rep-
resentacao de Riesz em espagos de Hilbert, bem como conceitos e resultados
béasicos da teoria dos operadores lineares, entre outros. A énfase é dada aos
aspectos relacionados com a teoria espectral de operadores auto-adjuntos lim-
itados, assunto que nao foi abordado na licenciatura. Com a inclusao deste
capitulo, julgamos que a leitura do Capitulo 4 sera, eventualmente, facilitada,
entre outras razoes, por nao ser necessario remeter para texto exterior quando
haja necessidade de invocar certos resultados (do Ambito da Anélise Funcional)
tomados por conhecidos.

Como ¢ usual, designamos por £2(C) o espago de Hilbert das sucessdes de
nimeros complexos z = (&,)n>0 tais que Y.~ [&,]? < oo , munido com o
produto interno

+oo
<x,y> = ngﬁk y L= (5”) € 62(0) Y= (7771) € £2(C) )
k=0

o qual induz a norma ||z := (30| [?) Y2 para o = (&,) € £%(C). Existe
uma classe de operadores em ¢?(C) que estdo intimamente relacionados com
sucessoes de polinémios ortogonais. Tais operadores foram introduzidos por
Jacobi no decurso das suas investigagoes sobre célculo variacional—razao pela
qual sao actualmente designados por operadores de Jacobi—, e constituem o ob-
jecto de estudo do Capitulo 4. Neste trabalho adoptaremos a seguinte defini¢ao:
um operador linear T em ¢%(C) diz-se um operador de Jacobi se existirem duas
sucessbes de nimeros reais {an}52; e {b,}>2, com ap+1 > 0 e b, € R para
todo o n € Ny, tais que

Tr = (an+1§n+l + bnfn + anfnfl)nzo (4)

para todo o x = (&,)n>0 € D(T), com a convengao £_1 = 0. O dominio de T é
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definido de forma a ser um “dominio maximal”, i.e.,
D(T) :={x € ?(C) | Tx € £*(C)}. (5)

Deduz-se imediatamente da definicao precedente que a matriz de T relativa-
mente & base canénica de £2(C) é

J diz-se a matriz de Jacobi (infinita) associada ao operador T'. Decorre que,
formalmente, para um dado x € D(T), Tz ¢ o vector de £*(C) que se obtém
multiplicando a matriz J pelo vector z, i.e., calculando Jx segundo a regra
usual do produto de matrizes. Normalmente, usaremos a mesma letra, J, para
designar quer a matriz de Jacobi, quer o operador de Jacobi, T. E facil de
justificar que J é limitado se e s6 se ambas as sucessdes {an 52, e {b,}5°, so
limitadas; nestas condigoes, J é auto-adjunto e D(J) = ¢3(C).

Dada uma matriz de Jacobi do tipo (6), com a, > 0 e b, € IR para todo
o n, podemos definir uma sucessao de polinémios ortonormada pela relagao de
recorréncia a trés termos

‘rpn(x) - a/n-‘rlpn-‘rl(x) + bnpn(x) + anPn—l@') 9 n = 07 17 27 Ty (7)

com condiges inciais p_1(x) = 0 e po(z) = 1. Reciprocamente, dada uma
sucessao de polindémios ortonormada, caracterizada pela relagao de recorréncia
(7), com a, > 0 e b, € IR para todo o n, podemos sempre associar-lhe uma
matriz de Jacobi como em (6). Nestas condigoes, se ambas as sucessoes {a, }°2 ;
e {bn}>2, em (7) forem limitadas, a correspondente matriz de Jacobi pode
interpretar-se como um operador auto-adjunto limitado actuando no espacgo
£2(C), via multiplicacio de matrizes, e o espectro deste operador J coincide
com o suporte da fungao de distribuicdo (da medida de ortogonalidade), v, a
respeito da qual {p,}5°, é ortogonal, i.e.,

o(J) = supp(y) . (8)
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Este importante facto sera provado no Capitulo 4, com base no teorema espec-
tral estabelecido no Capitulo 3. No Capitulo 4 sera dada particular atengao ao
estudo de operadores de Jacobi assimptoticamente peridédicos, em particular nos
seus aspectos que envolvem a teoria espectral. Um operadores de Jacobi per-
iodico é caracterizados por uma matriz de Jacobi do tipo (6), onde as sucessoes
{an}22q e {bp}32, s@o periodicas de periodo k (k > 2, namero inteiro), i.e.,

Umk+5 = G5 e bm}€+J:bJ5 j:1727"'7k5
para todo o m =0,1,2,-- -, assumindo
aj>0, bjEIR, 1=12--- k.

Este operador sera designado por Jy,e; . O nosso objectivo é descrever o espectro,
bem como o espectro essencial de J,e, . Estas descri¢oes foram realizadas por
A. Matée, P. Nevai e W.Van-Assche [17], bem como por A. Almendral-Vasquez
[1]. O procedimento adoptado sera o seguinte. Primeiro apresentamos as duas
descrigoes acabadas de referir, caracterizando o espectro essencial oess(Jper) do
operador Jpe (cf. [1]) e descrevendo o espectro o(Jper) @ menos de um conjunto
(de cardinalidade finita) excepcional de pontos (cf. [17]). Em seguida veremos
como 0 (Jper) € Tess(Jper) podem ser determinados usando (8) e os resultados do
Capitulo 2 sobre transformagoes polinomiais. O estudo que vamos apresentar
sera realizado apenas para k = 3, mas parece-nos claro que o procedimento se
aplica para um k arbitrario (que aqui nao se levou a cabo, essencialmente, por
limitagoes de tempo). Além disso, a técnica aqui utilizada permite identificar
o conjunto excepcional de pontos do espectro referido em [17]. Finalmente,
considerando uma perturbacgao compacta sobre o operador Jye; , mostraremos
como usar os resultados espectrais obtidos para Jy,e; para descrever o espectro
de um operador de Jacobi assimptoticamente peridédico, designado por Japer ,
o qual é caracterizado por uma matriz de Jacobi do tipo (6), onde as sucessoes
{an}22q e {bp}22, s@o assimptoticamente periodicas de periodo k, i.e.,

lim Umk+j = Q5 € lim bmk+j:6j; j:1,2,"',l€,
m— oo m— oo

COM Gmktj,®; > 0 € byrij,B; € IR para todos os valores de m = 0,1,2,---
ej=12---,k O espectro de Jype foi essencialmente descrito por Ya. L.
Geronimus [9] em termos de frac¢oes continuas. Aqui apresentaremos a descrigio
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do espectro de Japer seguindo [17], usando o Teorema de Weyl e o facto de Japer
poder ser considerado uma perturbacao compacta do operador Jper -

Concluimos esta introdugdo com alguns comentéarios acerca do problema
geral (P) atras descrito. Embora este problema nao tenha ainda sido resolvido
em toda a sua generalidade, parece-nos claro que as técnicas usadas e descritas
nesta dissertagao sao apliciveis ao caso geral, pelo que num futuro proximo
contamos ter a solugdo para (P), em toda a sua generalidade. Por outro lado,
consequéncias e aplicagoes de natureza diversa podem ser deduzidas do estudo
de (P), como se pde em evidéncia, entre outros, nos trabalhos (8], [10], [13],
[14], [7] e [2], nomeadamente, aplicagdes & Fisica, & Algebra Linear (na determi-
nacao de valores e vectores proprios de matrizes tridiagonais k—Toeplitz, bem
como na determinagao explicita das inversas destas matrizes), Teoria das Prob-
abilidades (em processos estocésticos) e Mecanica Quéantica (na descrigdo do
chamado hamiltoniano de certos sistemas fisicos, designados por modelos em
cadeia—*“chain models”). A procura de aplicagdes envolvendo o problema (P),
incluindo o 4mbito da Teoria dos Polindmios Ortogonais (quer na recta real,
quer na circunferéncia unitaria) e da Teoria dos Operadores (e, em particular,
dos operadores de Shrodinger discretos), serd também um dos aspectos em que
pretendemos centrar o nosso estudo futuro.



Capitulo 1

Topicos sobre a Teoria dos
Polinémios Ortogonais

Neste capitulo recordamos alguns conceitos basicos da Teoria dos Polindmios
Ortogonais, necessarios para os desenvolvimentos posteriores. Os conceitos e
resultados expostos no capitulo sao baseados, essencialmente, nas monografias
[6], [11] e [3], bem como nos artigos [22] e [?].

1.1 Funcionais de momentos e sucessoes de poli-
némios ortogonais

Definicao 1.1. Seja {un}22, uma sucessao de nimeros complexos e L uma
funcional linear definida no espago vectorial de todos os polinémios com coefi-
cientes sobre o corpo C, caracterizada por

Llz"]:=pn n=0,1,2,---.

Nestas condigoes, diz-se que L € a funcional de momentos determinada pela
sucessao {pn 15 (ou a respeito desta sucessio). Para cada m, o nimero com-
plexo py, serd designado por momento de ordem n de L.

Definigao 1.2. Uma sucessao de polinémios { Pp}52, = {Pn(x)}22, € dita uma

1
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sucessdo de polinémios ortogonais (SPO) relativamente & funcional de momentos
L se se verificarem as trés condigoes sequintes:

(i) P, € um polindmio de grau n para cadan=0,1,2---;
(ii) L[PnPn] =0 param#n (m,n=0,1,2,---)
(iii) £ [Pﬂ #0paran=0,1,2,---.

Se cada P, for um polinémio moénico, i.e., cujo coeficiente do termo de
mais elevado grau (designado por coeficiente principal) é igual a 1, a sucesséo
{Pn}22, sera chamada sucessdo de polinémios ortogonais monicos (SPOM). Se
se verificar £ [P,ﬂ = 1 para todo o n, {P,}22, serd denominada sucessio de
polindmios ortonormada; neste caso, geralmente escreveremos {p, }°°, em vez
de {Pn}7%,.

Na proposicao seguinte apresentam-se algumas caracterizagoes de ortogo-
nalidade para uma dada SPO. A prova baseia-se, essencialmente, no facto de o
subconjunto {Py, P1,- -+, P} (m € Ng) de uma SPO constituir uma base para
o subespago dos polinémios de grau menor ou igual a m.

Teorema 1.3. Seja L uma funcional de momentos e seja { P, }2, uma sucessao
de polindmios. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes.

(a) {P,}5% € uma sucessio de polindmios ortogonais relativamente a L.

(b) Para todo on=0,1,2,---, LIwP,] = 0 para qualquer polindmio © de grau
inferior a n, enquanto que L[wP,] # 0 se o grau de w for igual a n.

(¢) LIx™P,] = kndpm param =0,1,---,nen=0,1,2,---, onde {kp}n>0 €
uma sucessao de numeros complexos nao nulos.

Observacao 1.4. Nem toda a sucessoes de momentos {1n 5 (a respeito de al-
guma funcional de momentos) dd origem a uma SPO. Com efeito, considerando

pn=L[z"]:=1, n=0,1,2,--

nao existe nenhuma SPO a respeito da funcional linear L assim caracterizada.
Para justificar esta afirmacgao, ponha-se

Py(z)=a#0 e Pi(z)=bx+ec b#£0.
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Pelo Teorema 1.3-(b) temos que 0 = L[PyPyi] = abuy + acup = a(b+¢) , logo
b = —c, o que permite concluir que L [Pﬂ = b%py — 2%y + b%po = 0, 0 que
viola a definicao de SPO.

De seguida analisam-se condicoes para garantir a existéncia de uma sucessao
de polinémios ortogonais relativamente a uma dada funcional de momentos L.
Suponhamos que existe uma SPO, {P,}>2 ,, relativamente a £. Entao existem
constantes ¢, tais que

n

Pn(I):Zanxk7 n:()’172’..._
k=0
Em consequéncia, para cadan =0,1,2,---em =0,1,---,n, é
E[:me]:L ickkarm :ickﬁ[karm]: 0 se m<n
n n a - kn

se m=mn,
k=0 0

onde k, # 0. Por conseguinte, para cada n = 0,1,2,---, obtemos o sistema
linear
Cnofbo + Cpipt1 + -+ + Cpnpin =0
Cnof1 + Cnipiz + -0+ Canfiny1 =0

CnoMn + CnlMn+1 + -+ Cnno2n = kn

nas incognitas cpg, -, Cpn. Se denotarmos por A, o determinante da matriz
do sistema anterior,

,LLO ,LLl .« e lu/ﬂ
H1 H2 Mol

An = . . . n. P
Mn  Hnt1 - M2n

concluimos que este sistema é possivel e determinado se e s6 se A, # 0. Nestas

condigoes,
_ knAnf 1

C’ﬂ’ll -
Ap

o que é ainda valido para n = 0 se definirmos A_; := 1. Podemos, pois, enunciar

£0, n=12-- (1.1)

o seguinte resultado:
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Teorema 1.5. Seja {pn}22, uma sucessao de momentos e L a correspondente
funcional de momentos. E condi¢do necessdria e suficiente para a existéncia de
uma SPO relativamente a L que A, # 0 para todo on=20,1,2,---.

Definigao 1.6. Seja L uma funcional de momentos. Dizemos que
(i) L ¢ quasi-definida (ou regular) se A,, # 0 para todo on =1,2,--+;

(ii) £ ¢ definida-positiva num subconjunto E C IR se L[x] > 0 para todo o
polinomio m que nao € identicamente nulo e € nao negativo para todo o
x € E. Se E=1R, diz-se apenas que L € definida-positiva.

Os determinantes A,, permitem calcular de forma explicita a acgao da fun-
cional de momentos regular sobre o produto de um polinémio da SPO associada
por um qualquer outro polinémio do mesmo grau:

Teorema 1.7. Seja L uma funcional de momentos reqular e { P, }52 o uma SPO
associada. Entao para qualquer polinomio m, de grau n,

an KA\,

LlmnPp] = an L[z"P,) = A ,
n—1

Aq=1, (1.2)

onde a, denota o coeficiente principal de 7, e K, o coeficiente principal de P,.

Demonstragio. Basta observar que m,(z) = an2™ +m,—1(z), onde m,_1 é um
polinémio de grau n — 1, e utilizar (1.1), notando que ¢, = K. O

Observagao 1.8. Sendo L definida-positiva € imediato que po, = L [x%} >0
para cada n. Além disso, tendo em conta que

0<L[(x+1)*] zi(?)uk,

k=0

verifica-se facilmente por inducio que pon—1 € real. Assim podemos concluir
que se L € definida-positiva entdo os seus momentos sGo nUmMeros reais e, em
particular, os momentos de ordem par sao numeros reais estritamente positivos.

Pode ainda provar-se o seguinte [6, pg.15]

Teorema 1.9. Seja £ uma funcional de momentos. E condi¢io necessdria e
suficiente para que L seja definida-positiva que os momentos de L sejam reais
e A, >0 para todo on=1,2,---.
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1.2 Relagao de recorréncia. Teorema de Favard

Uma das caracteristicas mais importantes de uma dada sucessao de polinémios
ortogonais é que quaisquer trés polindmios consecutivos desta sucessao satis-
fazem uma relacdo de recorréncia a trés termos (equacdo de diferencas de se-
gunda ordem).

Teorema 1.10. Seja £ uma funcional de momentos regular e seja {P,}52,
a correspondente SPOM. Entao, existem duas sucessoes de niumeros complexos
{8n}so e {52y, com v, # 0 para todo o n, tais que

2P () = Poy1(x) + BnPn(z) + Yo Pn-1(z), n=0,1,2,3,--- (1.3)

com condigdes iniciais P_1(z) =0 e Py(z) = 1.
Além disso, se L € definida-positiva, entdo B, € IR para todo on =0,1,2,---
e Yn > 0 para todo on=1,2,---.

Observagao 1.11. Nas condigoes do teorema precedente, de (1.8) podemos

concluir que, para todo on =1,2,--- sao vdlidas as relagoes
L[P?] Ap oA\,
(a) Tn = 2 = 2 ;
L [Pn—l] An—l
(b) L[P2] =071+, definindo o = pio = Ao ;
L [xP?
(C) 677« = [ 2 ] ‘
L[P?]

De seguida estabelecemos o resultado reciproco do Teorema 1.10, que garante
que qualquer sucessao de polinémios que satisfaca uma relagao de recorréncia do
tipo (1.3) é necessariamente uma SPO. Este resultado é normalmente atribuido
a J. Favard—que o apresentou em 1935 no caso definido-positivo.

Teorema 1.12 (Teorema de Favard). Sejam {3,}22, e {7.}52, sucessoes
de nimeros complexos e {Pp}, uma sucessao de polindmios definidos pela
relagdo de recorréncia

2P (2) = Poy1(@) + BnPa(@) + nPr1(z), n=0,1,2,---, (1.4)

com P_1(x) =0 e Py(x) =1 (escolhe-se g arbitrariamente, desde que o # 0).
Entao, existe uma unica funcional de momentos L tal que:
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(i) L) =7 e L[PnPy)=0param#n (m,n=0,1,2,...);

(ii) £ € regular e {P,}>2, € a correspondente SPOM se e s6 se vy, # 0 para
todo o n € IN;

(i) £ € definida-positiva e {P,}22, € a correspondente SPOM se e so se [y,
€ real e vy, > 0 para todo o n € Np.

Demonstragao. Defina-se indutivamente a funcional de momentos £ por
LA = o =00 L[P =0, n=1,2,-- (1.5)

Deste modo, p1 é definido pela condigido 0 = L[P1] = pu1 — Bopo, i-e., p1 = Botto-
Do mesmo modo, p2 é definido a partir das relagoes 0 = L[Ps] = pa — (Bo +
B1)p1 + (Bofr — 71 )ito, ete.. De (1.4) e (1.5) deduz-se

LzP,]=0, n>2.

Multiplicando ambos os membros de (1.4) por x e usando o resultado precedente,
temos também

L[z*P,] =0, n>3.
Continuando o processo obtemos

L[z*P,] =0, 0<k<n,
Lz"P,] = v, L[z 1P, 1], n>1.

Vem entdo que para m # n é L[P,,P,] = 0. Do Teorema 1.7 e da Observacao
1.11, concluimos que

LIP2] = L[z"P =97 Yn, n=012--.

Além disso, £ é regular e {P,}2°, é a correspondente SPOM se e s6 se v, # 0
paran > 1. Se (3, e vy, sao reais para todo o n entao, claramente, os momentos
sao numeros reais. Finalmente, usando a Observacao 1.8 justifica-se facilmente
que L é definida-positiva se e s6 se v, > 0 e 3, é real para todo o n. O
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1.3 Zeros dos polinémios ortogonais

Uma consequéncia imediata da relagao de recorréncia a trés termos para uma
dada SPO {P,}52, é que dois polinémios consecutivos P, e P, 1 ndo podem ter
zeros comuns. Por outro lado, se a funcional de momentos £ a respeito da qual
{P,}52, € ortogonal for definida-positiva, muito mais se pode afirmar acerca
dos zeros das correspondentes SPO’s. Para obter informacao sobre estes zeros
comecamos por observar que a relagdo de recorréncia (1.4) se pode reescrever

em termos matriciais como

PQ(,T) PQ(LL‘) 0
Pl (ac) Pl (l‘) 0
T : =J, : + P, (z) , n=1,2,
Pp_s(x) Py_o(z) 0
Pnfl(I) Pnfl(I) 1
onde J,, é a matriz (tridiagonal) de ordem n
Bo 1 0 - 0 0
m pf1 0 0
0 v [z - 0 0
0 0 0 - [Bpho 1

0 0 0 0+ Y1 Baa

Assim, os zeros de P, sao os valores proprios de J,, e como, se a funcional £
for definida-positiva, é 3, € R e 7, > 0, pondo a, = /7, (n = 1,2,---) e
bp = Bn (n =0,1,2,--+) deduz-se que o conjunto dos valores proprios de J,
coincide com o conjunto dos valores proprios da matriz

bo aq 0 T 0 0

a1 bl ag e O 0
~ 0 ag b2 tee 0 0
Jp = . . .

0 0 0 Tt bn—2 Gp—1

0 0 0 0--- QAp—1 bn—l
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Ora, esta ¢ uma matriz simétrica, logo os valores proprios (zeros de P,) séo
reais. Observe-se que, tal como J, se obteve a partir da relagao de recorréncia
para a SPOM {P, }22, também .J,, se pode obter (por processo andlogo) da re-
lagao de recorréncia a trés termos que caracteriza a SPO ortonormada {p, } 72,
correspondente & sucessdao { P, }>2 ), i.e.,

l’pn(,f) = an-l-lpn-i—l(x) + bnpn(‘r) + an—lpn—l(x) ’ n= 17 27 U (16)

com condigoes iniciais
p-1(z) =0, polz)=1. (1.7)

Além disso, os polindémios monicos e os ortonormados estao relacionados por
pn(2) = (a1a2---a,) ' Py(x), n=0,1,2,---. (1.8)

Teorema 1.13 (Identidades de Christoffel-Darboux). Seja {p,}52, uma
SPO ortonormada caracterizada pela relagao de recorréncia (1.6) e condigoes
iniciais (1.7), com a, # 0 para todo o n = 1,2,---. Entdo

zn:pk (w)pk(z) = an+1pn+1($)pn (ui :Z"H(u)p"(x) (1.9)
k=0
D k@) = ani [P (@)pa(@) = Py (2)pnsa (2)] (1.10)
k=0

para todo on =10,1,2,---.
Demonstragio. Atendendo a (1.6) tem-se

zpk (2)pr(u) = agt1pk+1(2)pr(u) + bepr(z)pr(v) + agpr—1(z)pr (u)

upy (w)pr(*) = ak+1Pk+1(uw)pr () + bepr(z)pr(u) + agpr—1(w)pr(z)

para todo o k = 0,1,2,---, e subtraindo ordenadamente ambos os membros
destas duas equagoes, obtém-se

pr(x)pr(u) = apt1 Fr(z,v) — apFr—1(z,u), k=0,1,2,---,
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onde Fi(x,u) := (pr41(x)pr(v) —prt1(uw)pg(x))/(x—u), donde (somando para k
desde 0 até n, e aplicando a propriedade telescopica a soma no segundo membro)

S n Z)Pn\U) — Pn U)pn (T
Zpk(u)pk(x):an+1p +1(@)p (2_5 +1(4)pn( ), n=0,1,2,--,
k=0

o que prova (1.9). Por outro lado, o numerador da fracgéo que figura no membro
direito de (1.9) é igual a

Prt1(2)pn(w) — Pny1(u)pn ()
= [Pn+1(2) = Pr1 ()] Pr(@) — [pn(@) — pn(u)] Prsa (@) |

e fazendo entdo v — x em (1.9) obtém-se (1.10). O

Teorema 1.14. Seja £ uma funcional de momentos e {P,}52, a correspon-
dente SPOM. Se L é definida-positiva entdo cada P, tem n zeros reais e simples,
que designaremos por ordem crescente

Tpg <Tpo < <Tpp, N=123. . (1.11)

Além disso, os zeros de dois polindmios consecutivos P, e P11 estdo entrelaga-
dos (propriedade de separagao), i.e.,

Tn+1,1 < Tn,1 < Tn+1,2 << Tn+1,n < Tn,n < Tn4+1,n+1 (112)
para todo on =1,2,3,---.

Demonstragao. Defina-se, para = € IR,

sen(z) :_{ z/lx| se x#0

0 se =0
(fungéo sinal). De (1.10) conclui-se que, para = € R,
Pr1(@)pn (@) — P (@)ppsr(x) >0, n=0,1,2,---. (1.13)

Como ja vimos que os zeros de P, (que sdo também os zeros de p,,) sdo reais,
decorre imediatamente que estes zeros sao simples, o que justifica (1.11). Por
outro lado, usando novamente (1.13), vem

p:H-l(anrl,i)pn(anrl,i) >0, p;+1($n+1,z'+1)pn($n+1,z‘+1) >0,
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€ COIMO Tp41,i € Tpt1,i+1 Sa0 dois zeros consecutivos de p,11, entao

sgn (Pl 41 (@n1,4)) = —sgn (P11 (Tng1,i1)) #0,

e conclui-se que

Sgn (pn(xn-i-l,i)) = —Sgh (pn(xn-i-l,i-kl)) #0,

logo p, muda de sinal entre x,1,; € Tn11,i+1, Pelo que entre T,,4145 € Tpt1,i+1
(zeros consecutivos de p,1) devera existir um zero de p,, o que conclui a prova
de (1.12). O

Corolario 1.15. Nas condi¢oes do Teorema 1.14, para todo o k € IN, {xn}5°
€ uma sucessao decrescente e {xn,n_kﬂ}j’f:k € uma sucessao crescente . Em
particular, existem todos os limites

&= lim z,;, e nj:= lm zpp_jy1, ¢,5j=1,2,-- (1.14)
n—-+o0o n—-+o0o

(podendo, eventualmente, ser infinitos).

Definigao 1.16. Se L € uma funcional de momentos definida-positiva e { P, }32
a correspondente SPOM, o intervalo fechado [£1,m], com & e m1 definidos por
(1.14), é chamado o verdadeiro intervalo de ortogonalidade da sucessdo {P,}22 .

Observagao 1.17. O verdadeiro intervalo de ortogonalidade é o menor inter-
valo fechado (no sentido da inclusdo) que contém todos os zeros de todos os
polindmios P, (n=1,2,---).

1.4 Teorema de representacao

Seja 1 uma fungao de variagao limitada em IR, isto é, v é de variagao limitada
em qualquer intervalo [a, b]. Pondo

b
L[z"] := /]R:C"dw(ac) = aE{nw/ 2"dy(z), n=0,1,2,..., (1.15)
b—+oo YO

supondo que este integral improprio é convergente para todo o n (os integrais sdo
no sentido de Riemann-Stieltjes) entdo £ é uma funcional de momentos. Além
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disso, se ¢ é uma fun¢do de distribuicio (i.e., ¥ é ndo decrescente, continua a
direita, nao negativa e limitada, com lim,_,_ 9 (z) = 0) entdo L sera definida-
positiva s6 se o conjunto

supp(¥)) :={x e R | ¢Y(x +0) —(x — ) >0, V6 > 0} (1.16)

(dito o suporte de 1, ou conjunto dos pontos de crescimento de ) for infinito.
Esta afirmagao é justificada pela proposicao seguinte.

Teorema 1.18. Seja £ uma funcional de momentos definida-positiva caracter-
izada por uma funcdo de distribuicao ¥, no sentido da representagao integral
(1.15). Entdo supp(v) € um conjunto infinito.

Demonstragao. Sob as hipoteses consideradas, podemos escrever
ol = [ 1)

para todo o polinémio f. Suponhamos que supp(¢) = {a1, ---, an} (finito).
Entao, das propriedades do integral de Riemann-Stieltjes, tem-se

N
[ 1@iie) =3 aufa)
R k=1

para todo o polinémio f, onde a1, - -+, any sdo nlmeros reais positivos (os saltos
de v nos pontos do suporte). Em particular, para f(z) = p(z) := H?’:l(x—ai)2,
vem

/ p(x)d(z) = 0,
R

o que nao pode acontecer, pois £ é definida-positiva e p é um polinémio nao
negativo e nao identicamente nulo. O

O nosso objectivo seguinte é mostrar que o reciproco da afirmagao anterior é
também verdadeiro, i.e., toda a funcional de momentos definida-positiva admite
uma representacao integral do tipo (1.15), onde ¢ é uma fungéo de distribuigao
com suporte infinito. Comegamos por enunciar alguns resultados preliminares
(cf. [6, pgs. 52-53]).



12 Topicos sobre a Teoria dos Polinémios Ortogonais

Teorema 1.19 (Principio da selec¢ao de Helly). Seja {¢,}52, uma sucessio
uniformemente limitada de funcoes nao decrescentes definidas em IR. Entdo
{n}22, contém uma subsucessio que converge em IR para uma fungdo limi-
tada e nao decrescente.

Teorema 1.20 (Segundo teorema de Helly). Seja {¢,}22, uma sucessao
uniformemente limitada de fungdes nao decrescentes, definidas num intervalo
compacto [a,b], e suponha-se que {¢p,}2, converge para ¢ em [a,b]. Entdo
para qualquer funcdao continua f : [a b] — R, tem-se

lim fd<z>n / fdé .

n—oo

Teorema 1.21 (Férmula da quadratura de Gauss). Seja L uma funcional
de momentos definida- posztwa e seja {Pn}>2, a correspondente SPOM. De-
signem Tp1 < Tpo < -+ < Tp, 08 zeros de P, para cada n. Entdo, existem
nimeros Ap1, Ang2, -, An,n tais que para todo o polinémio 7 de grau < 2n—1,

= ZAn’k W(Inﬂk) . (117)

Os nimeros A, 1 sdo todos positivos e satisfazem
Ani+Anz+- 4+ Anpn = po - (1.18)

Demonstragao. Fixemos n € IN. Seja m um polinémio qualquer de grau menor
ou igual a 2n — 1, e construa-se o polinémio interpolador de Lagrange, L,,, nos

pontos (. i, m(Xnx)), k= 1,2,---,n. Entdo,
ZW T i)k (x
k=1
onde P
lk(x) = n(@) k=1,2,---,n.

(@ =z k) Py (20 k) R

Ponha-se Q(x) := m(x) — L, (z). Entdo @ é um polinémio de grau < 2n — 1 que
se anula nos pontos x, ; (1 < k < n), logo Q(z) = R(x)P,(z), onde R é um
polinémio de grau < n — 1. Consequentemente,

Lir) = L[L,] + LR - P,] iﬁiﬁnk
k=1
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o que prova (1.17) com A,,  := L[lx]. Agora, para m(z) = [2,(z) tem-se
0< LU= Akl (@nn) = Apm -
k=1

Portanto, todos os A, sdo positivos. Finalmente, tomando 7(z) = 1 obtém-se
(1.18). O

Seja L uma funcional de momentos definida-positiva, com sucessao de mo-
mentos {Nn}zo:o- De acordo com férmula da quadratura de Gauss, para cada

inteiro positivo n, existem ntmeros positivos A, 1, A, 2, -, An,» tais que
n
Lt = =Y Apial, (k=01,---,2n—1), (1.19)
i=1

onde zp,1 < Tp,o < - < Tp,p 580 0s zeros de P, o polinémio ortogonal ménico
de grau n correspondente a L. Defina-se

0, se x < Tp1
Yp(x) =< Ap1+-+Anp, se Tpp<T<zpp1 (1<p<n) (1.20)
1405 S€ T > ITpg -

Ora, 1, é uma funcao limitada, continua & direita e nao decrescente, com
limg— oo ¥n(z) = 0 (ie., ¥, é uma funcao de distribui¢ao). Além disso, é
uma funcdo em escada cujo suporte é o conjunto finito {zy 1, -, Znn} € cujo
salto em z,; é A, ; > 0. Assim,

/ Prdp () = Aniak =p, k=01, 2n—1. (1.21)
R i=1

De acordo com o Teorema 1.19, existe uma subsucessao {9, }52, de {1n}52,
que converge em IR para uma funcdo, v, limitada e ndo decrescente. A esta
func@o ¢, obtida como limite da sucessdo {1y, }2,, chamamos representante
natural de £. Agora, se [£1,71] (o verdadeiro intervalo de ortogonalidade da
SPOM {P,},° ) for limitado, entdo o Teorema 1.20 e (1.21) permitem concluir
que

Uit

/ 2 dy(x) = /771 2*dy(z) = lim X, (x) = u = L[z"]  (1.22)
R 1

e e
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para todo o k = 0,1,2,---. (Note-se que ¥(z) = 0 para = < & e ¥(x) = uo
para z > 7 e, portanto, podemos, de facto, reduzir o intervalo de integragao

em (1.22) a [&1,m].)

Podemos agora estabelecer o resultado principal desta secgao, o qual afirma
que a representagao integral (1.22) para uma funcional de momentos definida-
positiva permanece véilida mesmo que [£1,7;] seja ilimitado.

Teorema 1.22 (Teorema de representagao). Seja L uma funcional de mo-
mentos definida-positiva e seja 1, definida por (1.20) para todo om =0,1,2,---.
Entao existe uma subsucessao de {1, }22 o que converge em IR para uma fungao
de distribuicao, v, que tem suporte infinito e satisfaz

/ a*dp(z) = p, = L[], k=0,1,2,--- . (1.23)
R

Demonstragao. Pelo Teorema 1.19 pode garantir-se a existéncia de uma sub-
sucessdo {¢n, 12, de {¥n}52, que converge em IR para uma funcdo de dis-
tribuicao, . Pondo ¢; := 1,,, de acordo com (1.21) tem-se

k+1
/:Ekd@(x):uk para niz%, k=0,1,2,---.
R

Do Teorema 1.20 deduz-se que, para qualquer intervalo compacto [«, 3],

B B
lim 2R dg;(x) :/ hdip(z) . (1.24)

1— 400 o

Assim, escolhendo a@ < 0 < B e n; > k + 1, podemos escrever

/}R 2P dei(x) — / ’ 2P dip(x)

= ‘/C; a*de;(x) + /j a*de;(x) + /;OO a*de(x) — /ﬁ " dy()

[e3

/ o dgy(a) - / ")

- [ " i (e)

= ‘/ | ahdu(a) " .

* ‘/ﬁm 2*dg(x)
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Mas
“+o00 2k+2
| S

—+o0
g2 / 2?2 dg, (x)
B

[ o)
Consequentemente,

B
= [ atduta)

‘ /B o 2R de; ()

IN

< B gy ys

Analogamente,

< a2 gr s

< (|0<|7(k+2) + B F D) gy

/j 2 de;(x) — /j xFdip(x)

donde, fazendo i — co e tendo em conta (1.24),

Pk — /j o* dyp ()

Daqui, fazendo & — —o0 e § — 400, obtém-se (1.23). Finalmente, que ¢ tem
suporte infinito é uma consequéncia imediata do Teorema 1.18. o

_|_

< (ja] 7" 4 =),

Observagao 1.23.

1. Decorre do teorema precedente que uma funcional de momentos L é
definida-positiva se e sé se admite uma representacao integral, em termos do
integral de Riemann-Stieltjes, do tipo

£m=4ﬂ®w@,f€? (1.25)

onde v € uma fungao de distribui¢do com suporte infinito (P designa o espago de
todos os polinomios). Para esta fungdo de distribui¢do, a fungdo “normalizada”
zz =/uo €, de facto, a fungao de distribuicao de alguma medida de probabili-
dade, ju, com momentos de todas as ordens finitos, tendo-se ¥(x) = pu((—o0, z])
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para todo o x € IR e

Ajumam=éj@mmw

para todo o polinémio f. Por abuso de linguagem, serd também usada a desig-
nag¢ao medida para o funcao de distribuicdo, sendo corrente, e.g., usar termi-
nologia do tipo “considere-se a funcao de distribuicdao div”, ou “considere-se a
medida dv”, ou escrever, e.g.,

“dy(z) = w(z)de + Mo (z)”

com o significado de que

/mewm:/fwMMM+Mﬂ@
R R

para todo o polindmio f (supondo que todos os integrais existem). Por analogia,
também € corrente escrever “supp(dy) ” em vez de “supp(v) 7, e chamar a este
conjunto “suporte da medida dip 7.

2. Dada uma funcional de momentos definida-positiva, a funcao de dis-
tribuicao ¢V (ou a medida) que a representa em (1.25) pode nao ser unica.
Porém, 1 € unica se as sucessoes {n}22 e {an}s, em (1.4) forem limitadas
(mais geralmente, ¢ € unica se o problema de momentos associado & sucessao
de momentos {un 52, for determinado).

3. Dada uma funcional de momentos L definida-positiva, pode provar-se que
se as correspondentes sucessoes {fn}o>y € {an}o, em (1.4) forem limitadas,
entao o suporte de ¢ em (1.25) é um conjunto limitado (cf. [6, pg. 109] e a
relagdo (1.42) adiante).

Corolario 1.24. Seja {p,}52, uma SPO relativamente a uma funcional de mo-
mentos definida-positiva, e seja ¥ um representante desta funcional (no sentido
da representagdo integral (1.25), e com suporte infinito). Suponha-se que

supp(¢)) C [a,b] (—oc0o<a<b< 400)
e designe Z, o conjunto dos zeros de py,. Entdo
Z, C(a,b), VnelN,

pelo que todos os zeros de p, sdo reais, simples, e pertencem a (a,b).
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Demonstragao. Fixemos n € IN. De acordo com o Teorema 1.14, os zeros de
Pn sa0 reais e simples. Por outro lado, tem-se

/]R pala)di(o) = | @) dio(a) = 0

a

e, portanto, existe x1 € (a,b) tal que p,(z1) = 0. Sejam z1,---,xE, com
1 <k <n, os zeros de p, em (a,b) e definam-se os polinémios

p(@) = (z—a1)--(x—ax), q@):=p@)pa(z) .

E claro que g(x) > 0 ou ¢(z) < 0 para todo o = € [a,b] e g(x) # 0. Assim,
tem-se

b
07 [ a@ai@) = [ papa(ivie).

Mas, isto s6 se pode verificar se k = n, o que prova o que se pretende. O

1.5 Polinémios associados. Teorema de Markov

De acordo com o Teorema de Favard, uma SPOM {P, }"2, é caracterizada por
uma relagdo de recorréncia a trés termos do tipo (1.4), com =, # 0 para todo
on = 1,2,---. Efectuando translagées nos indices dos polinémios que figu-
ram nesta relacdo de recorréncia, obtém-se a sucessdo dos chamados polinémios
(ménicos) associados de ordem k (k € INy) da SPOM {P,}22,, designada por
{P,S’“’}gozo e caracterizada pela relagao de recorréncia

Pv(zlj—)l(x) = (z = Ba+k) P7(1k) (z) — ’7n+kprgk—)1(x) ;, n=0,12,--

1.26
PR@ =0, PO@) =1, (1:26)

Obviamente, o Teorema de Favard assegura que {P,gk) 100y € também um SPOM.
Em particular, para k = 1, obtém-se

2PV (x) = P (@) + Bup 1 PV (@) + i PO (@), n=0,1,2,--- (1.27)

(com Pill)(:v) =0e Po(l)(:v) = 1). Esta sucessdo {Pfll)}j’fzo é particular-
mente importante, e normalmente designa-se apenas por sucessao dos polinémios
(monicos) associados ou sucessao dos polinémios (ménicos) numerador da SPOM
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{Pn}22, (por razbes que adiante se tornarao claras). Naturalmente, para k =0
obtém-se a propria SPOM {P,}5° ,, que satisfaz

xPp(2) = Poy1(x) + BnPn(z) + vnPr—1(z), n=0,1,2,--- (1.28)

(com P_i(x) = 0 e Py(z) = 1). Mudando n em n + 1 em (1.28) e multipli-
cando ambos os membros da equagao obtida por Pﬁl)(x) e fazendo em seguida
a diferenga (membro a membro) entre a equagao resultante e a que se obtém
multiplicando ambos os membros de (1.27) por Py,41(x), deduz-se

n+1
1
P (@) P () = Paga(@) PO (@) = T[ (1.29)
j=1
para todo o n = 0,1,2,---. Além disso, designando por £ a funcional de mo-

mentos (regular) a respeito da qual a SPOM {P,}> , é ortogonal, verifica-se
facilmente que

1 P, - P,
Ho r—=yYy
para todo o n = 0,1,2,---, onde po := L[1] e o indice em L, serve para in-

dicar que a funcional £ actua em fungoes da varidvel y. Por outro lado, a
partir da relagdo de recorréncia (1.26), constata-se facilmente que o polinémio
monico associado de ordem k é dado explicitamente pela féormula determinantal
(determinante de ordem n, de uma matriz tridiagonal)

z— 0 1 0 0
Ve+1 T — Byt e 0 0
PP (z)=| : (1.31)
O et TYn+k—2 T — 6n+k72 1
0 0 e Vntk—1 T — Bntk—-1

para todos os n,k =0,1,2,---.

Por vezes, quando se trata o caso definido-positivo, é tutil considerar, em vez
de polinémios monicos, os correspondentes polinémios ortonormados. As re-
lacGes precedentes, expressas para SPOM’s, tém, naturalmente, relagoes homolo-
gas para SPO ortonormadas. Assim, sendo {p,}5>, uma dada SPO ortonor-
mada a respeito de uma funcional de momentos definida-positiva, caracterizada
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pela relacao de recorréncia

xpn(x) - a/n-‘rlpn-i-l(x) + bnpn(x) + anPn—l@') 9 n= 07 17 27 Tty (132)

(com p_1(x) = 0 e po(z) = 1), onde ant1 > 0 e b, € IR para todo o n € Ny,
definem-se os correspondentes polinomios associados de ordem £k, {pSf) ()},
pela relacao de recorréncia

(k)

TPn

(k)

k k
(@) = @ 1D (@) + b P (@) + angapl (), n=0,1,2,---

(1.33)
com condigoes iniciais p(_kl) (x)y =0e pgk)(x) = 1. Para estes polinémios, sao
validas as formulas (cf. [22])

n

1 j Pn(Z) — Pnly
S L@ (y) = Lo ) (1.34)
‘g r—y
Jj=1
€ n
L G) () — o 135
S° i@ (@) = #hy (@) (1.35)
j=1 "
para todo on = 0,1,2,---. Por outro lado, verifica-se facilmente que o Wron-
skiano
1) p(l) 1 1
w (pnapnfl) = An41 ?1_)1 = Gn+1 {pnpgl) - pn+1pn71:|
Pn+1 DPn

é independente de n (a prova decorre, e.g., de (1.29)), pelo que

ani1 [pa(@pl (@) = pusa (@)l ()] = a1 > 0 (1.36)
para todo o n = 0,1,2,---. Daqui resulta que {p,(z)}22, e {pfll,)l(x)}ffzo sao
duas solugoes linearmente independentes da equacao de diferengas de segunda
ordem

TYn(T) = an11Yn+1(2) + bnyn () + anyn-1(z) , n=0,1,2,---,

e tendo em conta a teoria geral destas equacdes conclui-se que toda a solugao

desta equagio é combinagao linear de {p,(x)}2°, e {pifll(x) o0

n=0"
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De acordo com os teoremas de Favard e de representacao, como {p,(x)}22,
satisfaz (1.32), com a,, > 0 e b, € IR para todo o n (e com condigdes iniciais
p_1(x) = 0 e po(x) = 1), entdo existe uma fungdo de distribui¢do, %, com
suporte infinito, tal que

/an(:v)pm(:v) dy(z) =0mm (m,n=0,1,2,---). (1.37)

Deduz-se entao, usando (1.34), que
DPn T) — PnY
A = [ 222 gag) . n=0120
R r—y
e, em particular,
n\T) — Pn
R r—=y

Lema 1.25. Seja {p,}5>, a uma SPO ortonormada relativamente a uma fun-
cional de momentos definida-positiva. Entao

(1) n
P Z Ap dipy, (t
1():a/l :1771162011‘/]R w()u ngn (n:172737"')7

Dn () T — Tk x—t
(1.39)
onde Ap 1, -+, Apn sG0 0s coeficientes que figuram na formula de quadratura
de Gauss (1.17), Zp :={xn1, * Tnn}, Tni <+ < Tnp SG0 0 zeros de py, €

Yy € a fungao de distribui¢ao introduzida em (1.20).

Demonstragao. Efectuando a decomposicao da fungao racional psl 1(@)/pn(x)

nos seus elementos simples, obtém-se

(1) n ()( J)

pn 1 pn 1
Anj i= —————=—, 1.40
Z 2oy " arpans) (140
paratodoon =1,2,---. Por outro lado, decorre da demonstragao da formula de

quadratura de Gauss (e da relagdo (1.8) entre os polindmios ortogonais monicos
e os ortonormados) que
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Em consequéncia, atendendo a (1.34)—ou a (1.38)—, deduz-se

_ ) (1) )
An = 1 r P () — pn(Tn ;) _ Pr21(Tn ) = Ay (1.41)

P (@) T — T a1py,(Tn,j)

paratodososjen,com1<j<nen=1,2,---, 0 que prova a primeira igual-
dade em (1.39). A segunda igualdade é consequéncia imediata das propriedades
do integral de Riemann-Stieltjes e da defini¢ao de ,. O

Observacao 1.26. Os nimeros A, ; (1 < j < n) sio conhecidos por niameros
de Christoffel. Decorre da férmula de quadratura de Gauss e de (1.41) que os
numeros de Christoffel sao todos positivos. Além disso, atendendo a (1.36) e
(1.82), podemos observar que estes nimeros admitem a representagdo

-1

100 (T, )Prt1 (Tn,j)

1§]§7’L, TL:1,2,3,"'.

n,j =

Lema 1.27. Sejam {p,}2, a uma SPO ortonormada relativamente a uma
funcional de momentos definida-positiva L e ¥ uma fungao de distribuicdo rep-
resentante natural de L, no sentido do Teorema 1.22. Seja s € supp(y)). Entdao
toda a vizinhanga de s contém pelo menos um zero de p,(x) para uma infinidade
de valores de n.

Demonstragdo. A demonstracao é essencialmente técnica (e relativamente
simples). Pode ser vista em [6, pg. 60]. O

Decorre do Lema 1.27 que se s é um ponto de crescimento da representante
natural ¢ entdo ou s é zero de p,(x) para uma infinidade de valores de n, ou s
é o limite pontual de elementos do conjunto

Zy:={zn;|1<j<n,n=123,--}.
Por outras palavras, designando ainda
X1 := Z; = {pontos de acumulagdo de Z; } ,
Xy :={z € Z1| P,(z) = 0 para um namero infinito de valores de n } ,

tem-se supp(¥)) C X7 U X5. De facto, mais geralmente, é valida a seguinte
cadeia de inclusoes:

supp(¢)) C X1 U Xz C [§1,82] C co(supp(v)) , (1.42)
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onde co(supp(¢)) designa o involucro convexo do conjunto supp(v¢), que é o
menor intervalo fechado (no sentido da inclusao) que contém supp(t). Note-se
que a segunda inclusdo em (1.42) é consequéncia imediata das definigdes dos
conjuntos envolvidos, e a ultima inclusao decorre do Corolario 1.24.

Estamos em condigoes de enunciar e demonstrar o Teorema de Markov.
Necessitamos ainda do seguinte (cf. [6, pg. 121])

Lema 1.28 (Teorema de Stieltjes-Vitali). Seja {f,}2, uma sucessio de
fungoes analiticas num conjunto conexo e nao vazio contido num aberto 0 do
plano complexo. Se {fn}, € uniformemente limitada em subconjuntos com-
pactos de ) e converge num subconjunto ' C Q que contém um ponto de acumu-
lagio em ), entao {fn}32, converge uniformemente em qualquer subconjunto
compacto de Q.

Teorema 1.29 (Markov). Seja {p,}°, uma SPO ortonormada relativamente
a uma funcional de momentos definida-positiva L. Seja ¥ uma fun¢ao de dis-
tribuicao representante natural de L, no sentido do Teorema 1.22. Se supp(1))
€ limitado, entao

M
lip Lo () :al/]Rdw(I) . z2eC\(XUX,), (1.43)

n—too pp(2) z—z
e a convergéncia € uniforme em subconjuntos compactos de C\(X1 U X3).
Demonstragdo. A demonstragio que se segue é baseada nas referéncias [5], [6]

e [22]. Como supp(%)) é limitado, entao o verdadeiro intervalo de ortogonalidade
da sucessao {pn}5 g, [&1, ], € limitado. De acordo com o Lema 1.25,

, Z € C\[él;"]l] (n =1,2,3,-- ) . (144)

) _ /"1 dibn ()

pn(2) . z—x

Por outro lado, o Teorema de representacao (Teorema 1.22) assegura a existéncia
de uma subsucessao {1y, }7°, que converge para a ¢ em [{1,11]. Segue-se do
segundo Teorema de Helly (Teorema 1.20) que

lim ———==a , z€C\[&,m]. (1.45)

k—+oo  Pp,(2)

(1) z i T
Prp—1(2) 1/ dip(z)

N zZ—XT
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Pondo M := max{|&1], ||}, vamos agora mostrar que

(1) T
ngrfm% — /R i‘”_(x) . zeC\[=M, M] . (1.46)

Comegemos por observar que, por (1.36),

) P a 1
Prt1(2)  Pa(2)  ant1 pati1(2)pa(2)

, z€C\[-M,M]

para todo on =0,1,2,---. Como pp+1(2)pn(z) é um polindémio de grau 2n + 1
cujos zeros sao reais e simples, deduz-se da igualdade anterior, desenvolvendo o
segundo membro em série de Laurent na coroa circular |z| > M, que o desen-
volvimento em série de Laurent do primeiro membro é da forma

pgll)(z) p’EL)l( ) _ Con41 | Cop42

Pnr1(2) pn(z) | 22ntl T pan2 +oy el >M (1.47)
para todo o n = 1,2,---. Considere-se, para cada n € IN, o desenvolvendo em
série de Laurent

p(l)l( oo (n)
n Z o |z| > M . (1.48)
Pn(2 =
Entéo, (1.47) implica que
A=Y =01, 20, n=1,2,- . (1.49)

Agora, observe-se que 1/(z —x) = >, 29 )29+ para |z| > |z|, logo, de (1.44),
obtém-se
(1)

= 12 J+1/xjd¢" ’ |Z|>M (n:07172="')7
donde, comparando com (1.48),
an):/ .dewn(x) (jvn:()71327)
R
Daqui e de (1.49) conclui-se que

/xjdd)n(x):/:zrjdd)m(x) (j=0,1,---;m+n; mn=0,1,2---),
R R
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logo também

/f ) dipn (z /f Ydhm(z) (m,n=0,1,2, ) (1.50)

para todo o polinémio f de grau < m + n, e deduz-se que

im_ /R (@) din(@) = lim / £(&) i, (= / f@)dv@)  (151)

para qualquer polinémio f(z), sendo a dltima igualdade justificada, de novo,
pelo segundo Teorema de Helly. Pode agora provar-se (1.46) facilmente. Com
efeito, seja K um subconjunto compacto de C\ [—M, M| e escolha-se r > M tal
que KN[—r,r] = 0. Como a fungdo (z,z) — 1/(z—x) é continua em K X [—r, 1],
o Teorema de Stone-Weierstrass (veja-se [...], e.g.) assegura que, dado € > 0,
existe um polinomio p(z,x) de grau m, digamos, tal que

1
z—

< (1.52)

sup —p(z 1)

Kx[—r,r]

Wl

Agora, notemos que, para z € K e k > n > m,

) r

‘/T z, x)d, (z )—/# (z,z)depn, (z)

A segunda parcela que figura na soma do segundo membro desta desigualdade
anula-se, atendendo a (1.50). Por outro lado, atendendo a (1.44), a primeira

destas parcelas é igual a
€ T
<t [ duo<

‘/ (zix —p(m)) e, ()

para todo o z € K, atendendo a (1.52). Além disso, a terceira parcela na soma

(1 r
Pnia(z )_/ dip(z)

Pn(2) z—x

Wl m
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anterior é menor ou igual que
dyn, (x " dy(x)
‘/T‘< Z:E Z_w>d1/}mC ‘ ‘/T‘ 2= _/;TZ—,T
1
[ o)~ [ avt) <

sendo a tltima desigualdade justificada, uma vez mais, pelo segundo Teorema

26

€

+ sup sup
3 zeEK ze€[—r,r)

Z—XT

de Helly, o qual permite assegurar a existéncia de ng > m tal que

/id%(@_/rdw )| <

Conclui-se assim que para todo o compacto K e para todo o € > 0, existe
no = no(K, €) € N tal que para todo o n > nyg,

kzno.

€
sup sup 2
2€K z€[-r,r] |2 — L 3

(1) r
- 1()_/ dw(‘r) SE, VZEK,

pn(2) z—x

o que prova (1.46). (De facto, provou-se que a convergéncia em (1.46) é uniforme
em subconjuntos compactos de C\ [-M, M].)
Resta provar que a convergéncia é uniforme em subconjunto compactos de

C\ (X1 U X3y). Para N € N, defina-se
Zy :={an;11<j<n,n>N}.

Seja K um subconjunto compacto de C\(X; U X5). Entdo K contém quando
muito um namero finito de zeros da sucessdo {p,}52, e nenhum destes zeros
pertence a Xo. Assim, existe N € N tal que K N (X, U Zy) = 0. Agora,

d:=inf{lz—=z| : ze K, 2€X17UZNn} >0

(esta distancia é, de facto, positiva, pois K é compacto e X1UZy é fechado—por
ser uma reunido finita de fechados—e K N (X; U Zy) = (). Consequentemente,
usando (1.40) tem-se, paran > N,

ps)l( )
pn(2)

n

SCLlZ'ZL %; = ze K.

j=1 xnv] |
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Assim, pondo f,(z) := pfllJ)rNil(z)/anrN(z), a sucessao de fungbes {fn}52

é uniformemente limitada em K, e o resultado pretendido decorre entao de
(1.46) e do Teorema de Stieltjes-Vitali, considerando neste Q = C\(X; U X3) e
E = C\[-M, M]. O

Observagao 1.30. Markov provou o teorema precedente supondo ¥ uma medida
absolutamente continua e supp(¢) = [a,b], com a e b finitos. Nestas condigies
tem-se X1 U Xo = [a,b]. A generalizagdo expressa em (1.43) € devida a W.
Van Assche [22] e é vdlida para intervalos infinitos desde que o problema de
momentos associtado seja determinado.

Definigao 1.31. Sendo ¥ uma func¢ao de distribuicao, a correspondente funcdo
de Stieltjes (ou transformada de Stieltjes) € a func¢dao complexa

Z—XT

F(z;w)::/]RM, z € C\ supp(v) .

Observagao 1.32. No espirito da Observagao 1.23, por vezes também se es-
creve F(z;dy) em vez de F(z;4). Por outro lado, se {pn}>, é uma SPO
ortonormada e L a correspondente funcional de momentos definida-positiva, e
se ¥ é uma fungao de distribuicao (com suporte infinito) representante de L,
no sentido do Teorema 1.22, a tese do Teorema de Markov pode reescrever-se
do sequinte modo:
szl—)l(z)
n=+oo pu(2)

= alF(Z;’lb) , Z€ C\(Xl @] Xg) . (153)

Se partirmos de uma SPOM {P,}22,, obtém-se

(1)
P (2) 1
lim —2—22 =—F(z¢), zeC\(X1UXy), 1.54
nS oo Pn(z) 0 ( ¢) \( 1 2) ( )

onde o = [ dip(z) (0 momento de ordem zero).

O Teorema de Markov permite determinar a medida de ortogonalidade de
uma dada SPO, quando esta é dada pela sua relagao de recorréncia a trés termos.
Esta afirmacao é justificada pela proposicao seguinte.
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Teorema 1.33 (Formula de inversao de Stieltjes). Seja p uma medida de
probabilidade com momentos de todas as ordens finitos, e seja

F(z) = /}R @) ¢ e\ supp(n)

z—x
a correspondente transformada de Stieljes. Entao
L1t .
Jim [ (= i) do = (0, ) + $alla)) + ()

Demonstragao. Tem-se

§(FE) = F)~FG) = FE) = FE) = = [ T
= 2/]R|x_z|2d (x),
donde

S(F(z —ie)) = /]R mdﬂ(s) = /R mdﬂ(s)

para qualquer ¢ > 0. Integrando os primeiro e dltimo membros em (a,b),
e permutando a ordem de integracdo no ultimo integral (o que pode fazer-se
porque a funcdo integranda é positiva), obtém-se

b
/ S(F(x —ie))dx = / 0:(s) du(s) , (1.55)
a R
onde

b
93(8) Z:/a mdw

Efectuando neste integral a mudancga de variavel x ~ y definida por = = s+ ey,

h— _
0-(s) = arctan (—S) — arctan <a S> ,
€ €

se a<s<b
se s=aVs=b
se s<aVs>b.

deduz-se

donde

iy 0eLe) =

o Ny
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Agora, observe-se que |0-(s)| < 7 para todo o s € IR, e que a fun¢do constante
s € R — 7 é pu—integravel, logo, pelo teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue,
lim [ 6.(s)du(s) = / lim 6. (s)du(s)
e—=0 Jr re—0
= mul(a,0)) + u({a}) + Fu({d})
e o resultado pretendido decorre de (1.55) tomando limites para e — 0. O

Observagao 1.34. A formula de inversao de Stieltjes pode ser reescrita em
termos da funcao de distribuicdo, v, associada & medida p, obtendo-se

b
b(B) — b(a) = lim / S (Pl — ie; dv)) de |

e—0t+ T
onde se considera 1) normalizada de modo que

Y(z+0) + (= —0)
5 :

1.6 Polinémios de Chebyshev

Nesta secgdo vamos estudar detalhadamente (seguindo, essencialmente, a refe-
réncia [5]) duas familias particulares de polindomios ortogonais—os chamados
polinémios de Chebyshev de primeira e de segunda espécie—que vao desem-
penhar um papel essencial em certos momentos do texto. Os polinémios de
Chebyshev sao determinados a partir da relagao de recorréncia

2¢P,(x) = Ppy1(z) + Pooa(x), n=0,1,2,--- . (1.56)

No caso de as condigoes iniciais serem Py(z) = 1 e Pi(z) = x, denominamos
estes polinémios por polinémios de Chebyshev de primeira espécie, e em vez de
P, escrevemos Tp,; e se as condigoes iniciais forem Py(x) = 1 e Pi(x) = 2z,
denominamo-los polinémios de Chebyshev de segunda espécie, e em vez de P,
escrevemos U,,. Relagoes trigonométricas elementares mostram que

sin[(n + 1)6]

0<o< 1.57
sin 6 ’ =v=T ( )

Ty (cosB) = cos(nf) e Up(cost) =
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paratodoon =0,1,2,---. Daqui deduzem-se facilmente as expressoes explicitas
para os zeros das sucessoes {T,,}2, e {U,}22,, o que permite concluir que o
verdadeiro intervalo de ortogonalidade destas SPO’s é [—1, 1].

De seguida vamos ver como usar os resultados das secgoes anteriores para
determinar explicitamente quer as fungoes de Stieltjes, quer as medidas de or-
togonalidade para as SPO’s {T,,}22, e {Un}o2,. Para isso, usaremos um im-
portante Teorema de Darboux, o qual é uma consequéncia facil do famoso Lema
de Riemann-Lebesgue. Como ¢ usual, dadas sucessdes {a,}52 o € {8n}02, €s-

creveremos o
an=0(B,) & lim ——=0,
noce B,
e
ap ~b, < lim —=1.

(Também se escreve ay, = By, + O (7,) com o significado ay, — B, = 0 (7n)-)

Lema 1.35 (Riemann-Lebesgue). Seja g uma fungdo seccionalmente con-
tinua e limitada no intervalo [a,b], com —co < a < b < +0o0. Entdo
b .
lim etg(t)dt =0 .

—
wiooa

Teorema 1.36 (Darboux). Sejam f e g duas fungdes analiticas numa bola do
plano complexo, cujas séries de Taylor tém raio de convergéncia 0 < R < oo,

+oo +oo
f(z):Zanz", g(z):anz", 0<R<o0.
n=0 n=0
(i) Se h(z) := f(z) — g(2) € continua em {z : |z| < R} entdo
an =by,+0(R"). (1.58)

(ii) Suponha-se que
h0) :=h (Reie) , 8¢€l0,27]

€ de classe C™. Se 0 < m < +oo entao

1
an = by + 0 (nmRn) (1.50)

e se m = +o00 entao

1
a +O<n”R"> ( )
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Demonstragao. Sob as hipoteses consideradas, tem-se

1 h(z) 1 b
n—bn=— dz = —— h(0)e """ do 1.61
Q. 27i 2R Zn+1 z 2mrR™ A ( )6 ( )

e (1.58) decorre imediatamente do Lema de Riemann-Lebesgue. Por outro lado,
como h(0) = h(27), integrando por partes m vezes obtém-se

271'_ ) 1 27 —(m) )
/ h(B)e ™0df = —— / R (0)e"™0dg (1.62)
0 0

o que, conjugando com (1.61) e o Lema de Riemann-Lebesgue, prova (1.59).
Finalmente, se h € C™ entdo fixado arbitrariamente n € INy pode integrar-se
por partes n vezes o integral do primeiro membro de (1.62), e o resultado é a
igualdade (1.62) com m = n, o que permite provar (1.60). O

Consideremos a relagao (1.56) para os polinomios de Chebyshev de primeira
espécie. Multiplicando ambos os membros de (1.56) por t"*! e “somando”
(formalmente), obtém-se

—+oo +oo —+oo
Z Ty (2)t" T =22t Z T (2)t" — 2 Z T (2)t" .
n=1 n=1 n=1

Assim, pondo T'(z,t) := 3% T,,(2)t" | tem-se
T(z,t) — Ti(2)t — To(2) = 22t (T(2,t) — To(2)) — t*T(2,t) ,

donde ) ;
—z
T(z,t) = ———— 1.63
(2:1) 1— 2zt + 2 (1.63)
De modo analogo, para os polinomios de Chebyshev de segunda espécie, pondo
U(z,t) :=> 0" o Un(2)t", deduz-se
1

Considerem-se as fungoes complexas (z # 1)/2, definidas por

(z£1D)Y2 = /]2 % 1|e%Arg(Zi1) , —m<Arg(z+1)<m.
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A custa destas funcoes, defina-se
(=)= + 1)V (2 - 1)V,

Esta fungdo (22 — 1)'/2 é analitica para z € C\(—o0,1] e pode prolongar-se
analiticamente a C\[—1, 1]. Além disso, tem-se

—Vz2—-1 se zé€ (—o0,—1]
(Z2-1DY2={ iV1T—22 se ze[-1,1] (1.65)

22—1 se zé€][l,+00)

lim ((z£i)? —1)"" =2ivI—a?, —l1<z<1. (1.66)
Definindo
a(z) =2+ (Z2=1D)Y2 e Bz)=z-(22-1)Y2,

a e [ sao continuas em C\(—1,1) e analiticas em C\[—1,1] e, para z € [-1,1],

lim a(x +ie) = alz), lim a(z —ie) = B(x),

e—0t e—0t
) ' . _ (1.67)
Tim Ba+ic) = Ba) . lim Ba—ic) = ala).
Tem-se também, claramente,
alz)+0(z) =2z, a(z)f(z)=1, zeC. (1.68)
Daqui deduz-se que
ze[-1L1] & a(z)] = [6(2)] (1.69)
e, nestas condi¢oes, necessariamente |a(z)| = |5(z)] = 1. Para provar (1.69)

notemos que, se z € [—1,1] entdo decorre directamente da definicio da raiz
quadrada complexa (2% — 1)1/2 que |a(z)] = |8(z)] = 1. Reciprocamente, se
|a(z)| = |8(z)| entdo, por (1.68), necessariamente |a(z)| = |8(z)| = 1, logo
existe 0 € [0, 7] tal que a(z) = €¥ e 3(z) = e, donde, usando de novo (1.68),
z=(a(z) + B(2)) = cosb € [-1,1].

Por outro lado, como |a(z)] e |3(z)| sdo continuas em C\[—1,1] e, para z > 1,
la(2)] = z+ V22 —1> z— V22 —1 = |3(2)|, podemos concluir ainda, tendo
em conta (1.69), que

z € C\[-1,1] & |8(2)] < |a(z)]| (1.70)
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e, nestas condigoes, necessariamente 0 < [3(z)| < 1 < |a(z)|. Em particular, de
(1.69) e (1.70) sai
0<[8(2)] <1< a(z)], VzeC (1.71)

(onde as desigualdades sao todas estritas para z € C\[—1,1]). Agora, note-se
que (1.63) se pode reescrever na forma (atenda-se a (1.68))

1—2t
(t —a(2)(t - B(2)
Observe-se que, para z € C\[-1,1] é 0 < |B(2)| < |a(2)], logo, como fun¢do
da variavel ¢, T(z,t) € uma fungdo analitica em |t| < |8(2)| (para z fixo) que

T(z,t) =

tem em ¢ = [((z) um podlo simples. Da mesma maneira se conclui que, para
z € C\[-1,1], a funcdo

1- 28(2)
(Bz) — a(@)(t — B))

¢ analitica para [t| < |3(2)| e tem em ¢ = 3(z) um polo simples. Assim, como

B 1 — 2t a 1 —26(2)
e = 2CPE—FED () =~ el =G

— (B(2) — al2))(t — ()

é continua para |t| < |8(z)| quando z € C\[—1, 1] e, nestas condigdes,

1—20(2) 1-B()z L)—n—1m
(B(2) — a(2))(t = B(2)) 04(3)—5(2);6( e

decorre do Teorema de Darboux que, para z € C\[—1,1],

_ 1- 6(’2)2 Py —n—1 1
n0 = 2™ o ()
donde ) 52)
n N —Z z 5 1 5 i ) )
B T(e) ~ S s  2 e O] (1.72)

Por outro lado, partindo de

U(z,t) =
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por um procedimento analogo ao anterior deduz-se que, para z € C\[-1,1],

Un(z) = ——B(z) ™" ' +o (

1
a(z) = B(2) |5(Z)|”> ’

donde
1

a(z) - B(2)
As relagoes (1.72) e (1.73) dao o comportamento assimptotico das SPO’s

{T,}22 5 e {Un}32,. Por outro lado, notemos que os polinémios associados de
primeira espécie correspondentes a estas SPO’s satisfazem

B(2)"Up(z) ~ Bz)", zeC\[-1,1]. (1.73)

T (2) = Unoi(2), UM (2) =Un_i(z), n=1,2--.

Assim, designando por Frr e Fyy as fungoes de Stieltjes correspondentes as medi-
das de ortogonalidade das SPO’s {T},}22 ; e {U,,}5°, (resp.), para z € C\[—1, 1]
deduz-se

Fr(s)= = lim, Tn(i)) _ 1_526)(2) - G (1.74)
¢ o
Fy(z) = ailnlin;o U[’};i(lz()) —26(z) = 2 (z — (2 - 1)1/2) : (1.75)

e Fr e Fy sao analiticas em C\[—1, 1]. Notemos agora que, pondo

w(z) := lim L [Fu(z —ie) — Fy(z+ie)] , z€eR,

e—0+ 271

tem-se imediatamente que w(x) = 0 para |z| > 1 (pois Fy(z) é continua para
z € C\[-1,1]) e, de acordo com (1.65) e (1.67), para —1 <x <1 é

wiz) = lim — [3(z —ie) ~ Bla +ie) = — [a(x) — Ala)] = 2 VI a2,

e—0t T2

3w

ie.,
2
w(r) = X(—1,1)($);v 1-22, zeR,

onde x(_1,1) representa a funcdo caracteristica do intervalo (—1,1) (Recorde-se
que, dado um conjunto E, xg(x) :=1sex € Ee xg(z) :=0sex ¢ E.) Como w
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é continua em R e |Fy(x —ie) — Fy(r +i€)] <6vV1+€e2se |z <lel<e<1,
podemos escrever

lim 1 / {Fu(x —i€e) — Fy(z +i€)} p(x) dzx
R

e—0+ 271

1
:/ <p(x)w(3:)da::/ w(x)g\/l—xzd:r, Vo € C[—-1,1]
R 1 ™

e segue-se da formula de inversao de Stieltjes que a medida de ortogonalidade,
dt,,, correspondente & SPO ortonormalda {U,}52, é dada por

dyy, (z) = X(—l,l)(x)%\/ 1—22dx.

Analogamente se mostra que a medida de ortogonalidade, dv,., para a SPO
{T,}22, €& dada por

1 d
A, (z) = x<,1,1><x>w%_ﬁ .

Note-se que, tendo em conta (1.57) e as férmulas
2 cos(mf) cos(nf) = cos(m + n)0 + cos(m —n)f ,
2sin(m + 1)@ sin(n 4+ 1)0 = cos(m — n)f — cos(m +n + 2)0 ,

deduz-se facilmente que

1
dz T se n=m=0
Tn Tm T =
/_1 (@) (x)m {%&m se mn#0 (n,m=0,1,2,---)

1
/ Un(I)Um(I)\/l—I2dI:%5mn (n,m:0,1,2,---),
—1

e conclui-se que, de facto, {T,,}52, e {Un}52, sdo SPO’s ortogonais relativa-
mente as medidas di,. e d¢,, (resp.).

Observagao 1.37. A sucessiao {U,}52 € uma SPO ortonormada relativamente
a medida di,,. Porém, {T,}>, ndo é uma SPO ortonormada relativamente

a dip,.; a correspondente SPO ortonormada relativamente a diy, € a sucessao
{tn}52 definida por

to(z) =1, tp(z)=v2Th(z), n=1,2,---.
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As SPO’s monicas, {fn}j’l‘;o e {ﬁn}%"zo, correspondentes as SPO’s {T,}5 e
{Un}S2, sao dadas por

To(z) =2""T(z), Un(z)=2""Un(z), n=1,2,-
Além disso, {fn}j’fzo satisfaz a relagdo de recorréncia a trés termos (1.4), com
Bn=0, Mm=3, W=7 (=23,
e {ﬁn}%o:o satisfaz (1.4) com
Bn=0, =1 (n=1,23,-).

Concluimos esta secgao enunciando uma proposicao que resume algumas
propriedades envolvendo os polinémios de Chebyshev de segunda espécie e que
serao uteis adiante (estas propriedades decorrem, essencialmente, por translagao
de algumas das propriedades estabelecidas anteriormente).

Teorema 1.38. Seja {P,}32, uma SPOM dada pela relagio de recorréncia
xPp(2) = Poy1(x) + 0P, (z) + 64—2 P,1(z), n=12--

com condigoes iniciais Py(x) =1 e Pi(x) =2 —b, onde b € R e ¢ > 0. Entao

() Pale) =c"On (222) = (5)"Un (521) , n=0,1,2,-,

C C

(11) FP(Z)Z%FU(ZZZ)) , ZEC\[b-C,b-i-C] ,

(ili) dop(z) = 25+/c2 — (x —b)2dx, supp(op)=[b—c, b+,
onde dop designa a medida de ortogonalidade da SPOM {P,}2,, Fp a cor-

n=0’
respondente funcao de Stieltjes, e Fiy € a fungao de Stieltjes correspondente a

SPO dos polindmios de Chebyshev de sequnda espécie, definida por (1.75).
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Capitulo 2

Transformacoes polinomiais

Este capitulo é dedicado ao estudo de certas transformacoes polinomiais em
teoria dos polinémios ortogonais. As referéncias bibliograficas utilizadas foram,
essencialmente, os artigos 2], [4], [7] e [15]. Destacamos que alguns dos resul-
tados a apresentar nao encontramos na bibliografia disponivel, nomeadamente
aqueles que envolvem a determinagao explicita da medida de ortogonalidade de
uma SPOM obtida via uma transformagcao polinomial geral do tipo estudado.

2.1 Introducgao

Seja {P,,}22 , uma SPOM. De acordo com o teorema de Favard, esta SPOM é
caracterizada por uma equagao de diferencas de segunda ordem. Para os nossos
propositos, no que vai seguir-se é conveniente escrever esta equacao de diferencas
como um sistema formado por blocos de relagoes de recorréncia a trés termos,

do tipo
(2 = b)) Pk (2) = P (2) + aid Parj 1 (), 21
0<j<k—1; n=0,1,2-, '
com as condigoes iniciais habituais
P_l(:v) = 0, Po(,T) =1 y (22)

37
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onde, para cada j = 0,1,---,k — 1, {a§3>}g°:1 e {bg)}%":o sdo sucessoes de
ntimeros complexos tais que

D £0, n=0,1,2,--.

(De facto, para cada n, (2.1) define um sistema com k equagoes, e fazendo variar

n obtém-se k blocos de relagdes de recorréncia a trés termos.) Sem perda de

generalidade, supomos que aéo) =1e que Pi(z) = 0 para s < —1. E também

conveniente definir

bk+7) :zbflj}rl, alk+?) ::agﬁl#o para 0<j<k—-—1 e n>0.

Seguindo [4], introduzimos polinémios A, (i, j; ) definidos por
0 if j<i—2
Anli,jiz) = 1 ifj=i—2
e bV =i

e,paraj > 1> 1,

z —pi Y 1 0 . 0 0
ald z — bW 1 . 0 0
0 aGtY it 0 0
Ap(i,j; ) =
0 0 0 O 1
0 0 0 ANy A

Em [4], mostrou-se que se b e A, (2,k — 1;2) forem independentes de n e se

a DN, 12,k —2;2) +a VAL 3,k —1;2) — aél)Ao(fS, E—1;x)

n

for independente de x para todo o n = 0,1,---, entdo a SPOM {P,}22, pode
ser descrita através de uma transformagao polinomial do tipo

Por(z) = Qn(T'(x))

onde T é um polinémio de grau k e {Q,}>2, é uma nova SPOM. Natural-
mente, a importancia deste tipo de decomposicao decorre da possibilidade de
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estudar as propriedades da SPOM { P, }5° , dada—quer algébricas, quer analiti-
cas, incluindo a determinacao da medida de ortogonalidade—, através das pro-
priedades da SPOM {@,}32,, j& que, em principio, esperamos que as pro-
priedades desta nova SPOM sejam mais faceis de estudar. Isto suscita a seguinte
questao:

Que condigoes deveremos impor para que, dada uma SPOM {P,}32 ), exista
outra SPOM {Q,}22, tal que a SPOM {P,}5°, possa ser descrita por uma
transformagao polinomial do tipo

Pnk-l-m(‘r) = em(x)Qn((T(w))7 n=0,1,2,---,

onde k e m sdao numeros inteiros fixros, comk >2e0<m<k—1,eT e,
sao polindmios fizos de graus k e m, respectivamente ?

O problema correspondente a m = 0 foi estudado em [4] e [8], quer do ponto
de vista algébrico, quer do ponto de vista analitico. Por outro lado, o problema
algébrico no caso correspondente a m = k — 1 (i.e., a determinagdo da nova
SPOM {Q,}52, e dos polinémios T e 0;_1, bem como a obtengdo de uma re-
presentagao dos polinoémios da familia dada {P,}52 , em termos dos polinémios
da familia {Q,}5%,) foi resolvido em [7], tendo ficado em aberto o problema
analitico, o qual se reduz, essencialmente, & descrigdo (ou determinagao) da
medida de ortogonalidade da SPOM {P,,}22 , em termos da medida de orto-
gonalidade da SPOM {Q,,}22,. O objectivo principal deste capitulo é resolver
este problema.

Na secgao 2 apresentamos a solucao para o problema algébrico em questao
(correspondente a m = k— 1), tal como estabelecido em [7], e na sec¢ao seguinte
apresentamos a solugao para o problema analitico, dando explicitamente a me-
dida de ortogonalidade da sucessao {P,}52, em termos da medida de orto-
gonalidade da SPOM {Q,}22,. Finalmente, na secgao 4, e como exemplo de
aplicacao dos resultados estabelecidos, analisamos o caso particular k = 3 (logo
m = 2) na situagao especial em que as duas sucessoes que definem os coeficientes
da relagdo de recorréncia a trés termos para a sucessao { P, }22, sdo sucessoes
periédicas de periodo 3.
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2.2 Propriedades algébricas
A proposicao seguinte foi estabelecida por C. M. da Fonseca e J. Petronilho [7].

Teorema 2.1. Seja {P,,}22, uma SPOM que satisfaz a relagdo de recorréncia
(2.1), com condigdes iniciais (2.2). Paran =0,1,2,---, defina-se

ro(x) = a;,slo_,’)_lAnJrl(2, k—2;2) — ago)Al(Q, k—2;x)
—l—aglk_l)An(l, k—3;z)— agk_l)Ao(l, k—3;x).

Suponha-se que, para todo o n=0,1,2,---, se verificam as sequintes condigoes:
(i) bV ¢ independente de n ;
(il) An(1,k —2;2) := 0k_1(x) € independente de n para todo o x ;
(iil) rn(x) =: 7, € independente de x para todo n .
Sejam T o polinomio de grau k definido por
T(x) = Ao(1,k— L;2) — ago)Al(Q, k—2;x),
e {Qn}>y a SPOM definida pela relagdo de recorréncia
Qni1(z) = (2 —rp) Qn(@) = $nQn-1(x), n=0,1,2,-- (2.3)
com condigdes iniciais Q_1(x) =0 e Qo(z) =1, onde
s = aWall) ... a1 (com aéo) =1).

Entao, para cada j =0,1,2,--- k—1 e para todo on =0,1,2,---,

Pkn-l—j(x) = An(laj - 17£C)QR(T($))
—|—a$lo)a£11) . ~a£f)An(j +2,k—2;2)Qn-1(T(x)) .

Em particular, para j =k — 1,

Poii-1(z) = 0p—1(2) Qn(T(z)), n=0,1,2,---. (2.5)
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Demonstragao. Reescreva-se (2.1) sob a forma
(0)

P an’ Ppr_1
Pkt 0
v : _ : ,
Pok+k—3 0
Priqr—2 Poiiyk—1
Ptk (z — bgzk_l))P(n-i-l)k—l

onde V' é uma matriz tridiagonal de ordem & definida por

T — bﬁlo) -1
—a%l) T — bS) -1
—ag) T — b§12) -1
V=
—aﬁﬁ‘@ T — b§f‘3) -1
—aglk_Q) T — bﬂ“‘?) 0
aslkfl) 1

Assim podemos concluir, utilizando a regra de Cramer, que Pp;4; se expressa
em termos de P,gir—1 € Pyr—1 satisfazendo a relagao de recorréncia

An(1k —2;2)Pogyj(2)
Val - al A+ 2,k — 22) P (2)

n an
n=0,1,2,--
(2.6)

= An(luj - 1;x)P(n+1)k71($) +a

j:0717"'7k_27

Além disso

An(l,k— Q;I)Pnk+k($)
{ T — bﬂ“‘” ALk —2;2) — agc_l)An(l, k—3; a:)} Prrt1yk—1(z)
n=012,-.

S0l P 0),
2.7)
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Fazendo em (2.6) j = 0 e mudando n em n + 1 obtemos

Apt1(1,k = 2;2) Popyr ()

© (2.8)
= Piyoyp—1(z) +a, 11 8ns1(2,k — 252) Plyye—1(x)
para todon =0,1,--- . Como A, (1, k — 2;z) é independente de n para todo o
x, mudando n em n — 1 em (2.7) e (2.8) concluimos que
P(n+1)k—1(17) + agzozlagzlzl i 'a;k:ll)P(n—l)k—l(x)
- {(x — b A (1L k= 2;2) — a" VAL (1, k — 3;2) (2.9)
—a%O)An(Zk—2;:10)}Pn;€_1(:1c) , n=12---

Como a expansao do determinante Ag(1,k — 1;x) ao longo a tltima coluna é
Ao(Lk—1;2) = (x — b(()k_l))Ao(l, k—22) — agk_l)Ao(l, k—3;x),
podemos reescrever (2.9) na forma

Pigye—1(2) + aSzozlaSzl T agzk—_ll)P(nfl)kfl(x)
- {Ao(l, k—12) +al Y Ag(1, k — 3;2)—

(2.10)
aflk:ll)An,l(l, k—3;z)— CL%O)A"(Q, k—2; x)} Por—1(x)
={T'(z) = rp-1(2)} Par—1(z)
para todon =1,2,---. Assim
P(nJrl)kfl(:E) = {T(l’) - Tn—l} Pnk—l(x) - Sn—lp(nfl)kfl(x) (211)
para todo o n = 1,2,---. Atendendo agora a que

Pe1(z) = Ao(1,k — 2;2) = 01 (2) ,

facilmente se prova (2.5) por inducdo. De facto, é ébvio que (2.5) se verifica
paran = 0; e paran = 1 também se verifica, pois de (2.11) para n = 1 deduz-se

P (2) = b1 (0)T(x) = 1 () Q1 (T(2))

e o processo de indugdo é agora consequéncia imediata de (2.11). Finalmente,
a relagao (2.4) decorre de (2.5) e (2.6). O
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Como consequéncia da proposigao precedente podemos determinar relagoes
explicitas entre os polindomios associados das familias { P, }52 e {Q,}52 . Estas
relagoes serao fundamentais para a determinagdo da medida de ortogonalidade
da sucessao { P, }52.

Teorema 2.2. Nas condigoes do teorema precedente, tem-se
P (@) = Mo k= 22)Qu (T@) + 50QY, (T())  (212)
para todo on =0,1,2,---.

- (1) :
Demonstragao. Comegamos por observar que P, ", , admite uma represen-
tacao da forma

PO s (@) = a(@)Qn (T(2) + B(2)QY, (T(x)) (2.13)

para todo o n = 0,1,2,---, onde a(x) e B(x) podem depender de x mas nao
dependem de n. Para provar esta relagao, considere-se a seguinte equagao de
diferengas de segunda ordem (onde x é parametro):

Ynt1(z) = (T(x) — rp)yn () — Sp¥Yn—1(z), n=1,2,---, (2.14)

onde r, e s, sao definidos como no Teorema 2.1. Ora, por um lado, de acordo
com (2.3), a solugdo de (2.14) que satisfaz as condigbes iniciais yo(z) = 1 e
y1(x) = T(x) — 19 & dada por y,(z) = Qn(T(z)) (n =0,1,2,---). Por outro
lado, como a sucessao dos polinémios associados de primeira espécie {lelzl};’lozl
também satisfaz a mesma relagao de recorréncia (2.3) satisfeita por {@Qn}5,
mas com condigdes iniciais yo(xz) = 1 e yi1(x) = & — r1, entdo a solugdo de
(2.14) que satisfaz as condigoes iniciais yo(z) =1 e y1(z) = T(x) —r1 é dada
por y,(x) = lelzl(T(x)) (n =0,1,2,---). Estas duas solugoes de (2.14) sdo
linearmente independentes pois o seu wronskiano nunca se anula. De facto,
usando a relagao (1.29), aplicada a sucessao {@Qy }52, obtém-se

Qu(T(z)) QY (T(x))
Qui1(T(x)) QW (T(x))

Consequentemente, a solucao geral da equacao de diferengas (2.14) é

Yn() = C1(2)Qn(T(2)) + Co(2)Q\ (T(2)), n=0,1,2,---,

=8182 8, 0, m=1,2,---.



44 Transformagoes polinomiais

onde C(z) e Cy(z) podem depender de z mas ndo de n. Assim, para provar

(2.13) basta mostrar que y,(x) = Pfli)ﬂgﬂ(x) também satisfaz (2.14). Para

isso, designe £ a funcional de momentos a respeito da qual {P,,}>° , é ortogonal.
Entéo, usando (1.30) e (2.5), tem-se

1) _ 1 ) nkJrkfl(I) — PnkJrk—l(y)
P = —
_2(I) Uo <£y’ r—y )

_ 1 (. Or—1(2)Qn(T'(x)) — Or—1(y)Qn(T'(y))

) T—y

= (g, B 0eaWy g ()

= —(Ly
Qn(T (7)) — Qu(T(y))

Uug ’ T —y
m -

(L 0k 1 (9)
= P, (@)Qu(T(x) + Ro(2)

)

)

onde

R, (z) := i (Ly,0r1(y) Qn(T(z) — Qu(T(y))

Y, n=0,1,2,-- .
Uo T—y

Assim, para provar (2.13) é suficiente mostrar que y,(x) = Ry,(z) é também
solucdo da equagao de diferengas (2.14). Com efeito, usando a relagao de recor-
réncia (2.3) para {Q,}>2, tem-se

T(2)Qn(T(x)) = T(2)Qn(T(y))
= [Qn1(T(2) = Quia(T())] + 7n [Qn(T () = Qu(T(y))]
+ 50 [Qn1(T(2)) = Qua(T(Y))] = [T(2) = T(y)] @u(T (),

logo, para todoon =0,1,2,-- -,

Ly 004(p OB TG W)

T(x)Rn(x) )

= Ryp1(x) +rpRu(z) + spRp—1(x)

L, T T
Uo T —y

Ok—1(y)Qn(T(v))) -
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Mas, 0;-1(y)Qn(T(y)) = Prktk—1(y) € ok—1(y; x) := %z(y) é um polinémio
em y de grau k — 1 e, portanto, verifica-se

T(x)—T(y
(25 T QT ) = (£ 011 (5:0) Pona () =0
para todo on = 1,2,..., sendo a ultima igualdade justificada pela ortogonali-

dade de {P,}52 , relativamente a £. Conclui-se assim que R, (x) satisfaz (2.14),
o que implica que, de facto, Pé}g)Jrk_Q(:zr) é da forma indicada em (2.13).
Agora, fazendo n = 0 em (2.13), obtém-se

a(z) = PU () = Ao(2,k — 2;2)
e paran =1 vem

Blz) = Py ,(@) - a(@)T(2)
= P ,) — Ao k- 22) {Pula) —a A2k - 22)}

Mas, usando propriedades dos determinantes de matrizes tridiagonais, é

P2(1112(96) = Ao(2,k—1;2)A1(1,k — 2;2)
_ago)AO(Z, k—2;2)A1(2,k —2;2),

logo podemos ainda escrever

Blx) = Ao(2,k—1;2)A1(1,k —2;2) — Ag(2,k — 2;x) Pe(x)
Ao (2,k — 1;2)Pe1(x) — Ao(2,k — 2; 2) Py ()
= P @) Pei(@) = P, (@) P(e) =TT, af” = s0

onde se usou novamente a rela¢ao (1.29). Isto conclui a demonstragao. (]

2.3 Medida de ortogonalidade

A determinagéo da funcéo de distribuigao (medida de ortogonalidade) a respeito
da qual a sucessao {P, }22, é ortogonal, sera feita com base no Teorema 2.2 e
no lema seguinte, que foi estabelecido por F. Marcellan e J. Petronilho [15].

Lema 2.3. Seja o uma fungio de distribui¢ao com suporte supp(o) C [€, 7],
—00 < & < n < +oo. SejaT um polindmio real e monico de grau k > 2 cuja
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derivada T tem k—1 zeros reais e distintos, que escrevemos de forma crescente
por y1 < y2 < ... < yk—1. Suponha-se que T(yai—1) > 1n e T(y2) < & se k é
impar , ou T (y2;—1) <& e T(y2:) > n se k € par. Sejam A e B dois polindmios
reais e monicos tais que o grau de A é k —1 —m e o grau de B é m , com
0 <m < k—1. Suponha-se que os zeros de AB sao reais e distintos, AB e T’
tém o mesmo sinal em cada ponto do conjunto de T=1([¢,n]) e, se m > 1,

7 do(y)
——— < 400 2.15
[ w2 (215)
para j =1,...,m, onde by,ba, -, b, designam os zeros de B. Seja
1 _
F(z):= B0 [A(2)F(T(2);0) — Lin—1(2)] , 2z€ C\T'([&,n]),  (2.16)

onde Ly,—1(2) := Z;nzl M;B(z)/(z —bj), M; := A(b;)F(T(bj);0)/B'(b;) para
ji=1,....m (Lo(z) =0), isto é, Ly_1 € o polinomio interpolador de Lagrange
de grau m — 1 que coincide com A(z)F(T(z);0) nos zeros de B.

Nestas condigoes, F' é a funcao de Stieltjes da funcao de distribui¢ao T

definida por
do(T
XT=1(J& ) (x)T(TS)) : (2.17)

Observagao 2.4. A figura sequinte ilustra o lema precedente para polindmios

T, A eB degraus 5,0 e 4 (resp.).

T/

AB, TN /

Demonstragao. Sob as hipéteses consideradas, podemos escrever T~ ([¢,7]) =
U§:1Ej onde Ey,..., E; sao k intervalos fechados tais que F; e E;11 tem no
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méximo um ponto em comum. Consideremos as fungées T; : D; — T(D;)
(j = 1,...,k) tais que € D; — Tj(z) = T(z), onde Dy :=] — 00,y1],
D; = lyj-1,y5] (G = 2,....,k —1) e Dy := [yx—1,+0oo[. Entdo, cada Tj &
bijectiva e T;(E;) = [§,n] para j = 1,...,k. Como AB e T’ tém o mesmo
sinal em cada intervalo E; de T~1([¢,7]) entdao os zeros de AB estao localiza-

dos entre os intervalos E1, ..., Ey. Além disso, os zeros ai,...,a5_1-m de A e
b1,...,bm de B satisfazem T'(a;) ¢)&,n[ (i = 1,...,k —1—m) e T(b;) ¢]¢,n]
(j =1,...,m). Provemos primeiramente que 7 define, de facto, uma fungio de

distribuicao. Para tal, é suficiente mostrar que

/ A(z) | do(T'(x))
T (&)

B(z)| T'(x)
(porque [, n] é compacto). Uma vez que os zeros de B e T sdo reais e simples,
considerando os conjuntos de indices Ji, Js e J3 definidos por

< +o0 (2.18)

Ji=A{1,....om}I\{j:bj =y; paraalgum ie{1,....k—1}},

Jo=A{1,...,k—=1}\{j:y; =b; paraalgum i€ {1,...,m}} ,

J3:={1,....m}n{j:b;=vy; paraalgum i€ {1,...,k—1}},
podemos escrever

1 _ a; Qg asj
BT et gt Z @b’

JEN 7 jeds

onde 0s a;;’s sdo ntimeros reais. Mas, T'(z) = T'(b;) +T"(b;)(x —b;)+ THQ(!bj) (x—
bi)?+ ...+ (z — b;)* (para j fixo). Além disso, se j € J; entdo T"(b;) # 0 e
T(x) — T(bj) = (x — b;)[T"(b;) + G1j(x)], onde G1;(x) é um polindémio de grau

k —1 tal que G1;(b;) = 0. Segue-se que

a1 A@)] _ Ky
|z —b;| = [T(x) = T(bj)|’

IET_l(]faWDa jeJl

onde Ki; = sup,er-1(e ) a1 A(@)[|T"(b;) + G1(w)| < co. Analogamente, se
J € Js entdao T'(b;) = 0 e T"(bj) # 0 e T(zx) — T(b;) = (x — b;)*[T"(b;)/2 +
Gs;(x)], onde Gs;(z) é um polinémio de grau k — 2 tal que G3;(b;) = 0. Entéo,
deduzimos que

lag; A@)] _ K

(= b;)* = [T(2) = T(b;)|

zeTHEn), jeJs
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onde K3; 1= sup,ep-1(e.p |3 A@)|[T7(b;)/2 + G3j(2)| < co. Finalmente, se
j € Js entdo y; # b; para todo o i € {1,...,m} e, além disso, se T'(y;) = §

ou T(y;) = n para algum j entdo necessariamente y; = a; para algum i €
{1,...,k—1—m}, e podemos concluir que
g Az
Ky = sup M<oo, je Ja.

zer-1(gn) 1€~ Yl
Isto é 6bvio se T'(y;) # & e T(y;) # n para todo o j. Assim, paraxz € T~1(]¢,7[),

1 1
<KD ey P S L me =t

JjEJ3

onde K; := max Ki; (i =1,2,3) e ng = #J5. Mas, o integral (2.18) é
ISP

/Tl([fm]) ‘gg T’t )

sgnT (x)
<K Y Z/ oy @)+

]EJll

sgnT"(2)do(T'(x)) <

+ na Ky Z/ sgn T’ (x)do (T (z))+

MDD Z/ |ngnT Fa T =

JjEJ3 i=1
= kK Y / do(y) + knaKapuo+
= [y = T(b))] T
kK
ko 3 / )
3

(fazendo a substituicdo y = T(x), x € E;). Isto prova (2.18), atendendo a
hipotese (2.15). Concluimos assim que 7, definido por (2.17), é uma fungéo
distribui¢do com supp(7) € T71([£,n]). Além disso, para z € C\TL([¢,n]),
efectuando a substituigao s = T'(z) (note-se que AB e T’ tem o mesmo sinal em
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cada intervalo E;), obtém-se

| L1 (A | de(Ta)
F(z;dr) = ;/E, —z|B@)| T
T7'(s)) do(s)

N U
;/z 2 =T (s) B(T; '(s)) T'(T; ' (s))

J

Uma vez que T'(b;) ¢]¢,n] para j =1,...,m, se s € |{,n[ podemos escrever
TENE . ATT(9))
B(2)T(z) = s (z = T; ()BT ()T (T; ' (s))

F(z;dr) = /;M#do(s)

B(z)T(z)—s

A g

2 B b | =t
= F(z)

No que vai seguir-se vamos supor que a SPOM {P,}% , é ortogonal no
sentido definido-positivo. Claramente, nas condigoes do teorema 2.1 também
{Qn}3L, é ortogonal no sentido definido-positivo. Designem o, e o4 as corre-
spondente fungoes de distribui¢do. De acordo com o teorema de Markov (cf.
Teorema 1.29) podemos escrever

pY 2 do (¢
o lim M = F(z,do) ::/ op(t) 7
n—-+o0o P(n+1)k71(z) R z—1 (219)

zeC\ (T7H(&m) Ufz1,,26-11)

QY1) , doy(t)
Yo nEIJIrloo QnET(Z)) - F(T(Z)’daq) = /IR T(Z) —t ? T(Z) € C\ [5777]7

(2.20)
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onde ji e vy sdo os momentos de ordem zero de o, e 04, resp.—que, sem perda
de generalidade, podemos supor serem iguais a 1. Estamos em condigoes de
estabelecer o resultado principal deste capitulo.

Teorema 2.5. Nas condigées do teorema 2.1, suponha-se que {P,}22 , é or-
togonal no sentido definido-positivo, e designe o, a correspondente fungao de
distribui¢ao. Entao, {Qn}22, € também ortogonal no sentido definido-positivo,
a respeito de alguma funcdo de distribuicdo o4. Suponha-se ainda que

(i) Or_1 tem o mesmo sinal de T' em cada ponto de T ([¢,n)]), onde [¢,n)
designa o verdadeiro intervalo de ortogonalidade da sucessao {Qn}22 o;

(ii) para todo o j=1,---,k—1,

K daq(y) o
/5|y—T<zj>|<+ ’

onde z1 < --- < zx_1 denotam os zeros de Oy_1;
(iii) para todo o j=1,---,k—1,

Mj;fmz(h

a 0r—1(25)
onde
Wk_g(z) = /,LQAO(2, k—2; Z) + so Lk_g(z)

e L2 € o polindmio interpolador de Lagrange que coincide com F' (T'(z); dog)
nos zeros de 0y_1, isto é,

Lk_g(z) = lj N lj = 7) .

Nestas condigdes, para todo o z € C\ (T~ ([£,n]) U{z1, -, zk—1}) verifica-se

k—1

F(z;dop) = Z

=1

M; L F(T(z);dog) — Li—2(2)
i Or-1(2)

(2.21)

<
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Além disso,

- 50 X (x) daq(T(x))
dory ZM 5., (w IGH(:C)I ) (2.22)

onde 0., () € a medida de Dirac no ponto z; e E =T~ (]¢,n]) = U§:1 E;.
Demonstragao. Como

(1)
P (2)
(n+1)k—2
F(z,do po lim ————
( ») = o n—+o0 Ply1yk—1(2)

entao, pelos Teoremas 2.1 e 2.2, para z € C\ (T ([&,n]) U{z1, -+, 26-1})
podemos escrever
F(z,dop) =
oty SR ) o 2008, (16)
n—-+too Or—1(2)Qn(T

/,LOAQ(2, k— 2 Z ( n (T(Z))>
o lim
Gk 1 Z

1
0r_1(2) n—too Qy (T(2))
,LLOAO(2 k—2;2)+ s0 F (T(2);dog)
Or-1(2)
_ 10Ao(2,k —2;2) + so Lip—2(2) L F(T(z);dog) — Li—2(2)
Or—1(2) ’ Or—1(z)
mea(s) | F(T()idoy) - Lia(2)
Ok 1(2’) 0 Ok_l(z)
B M; F (T(2);dog) — Li—2(2)
N Z z— 27 Or—1(2) '

Jj=1

Isto prova (2.21). A relacdo (2.22) entre as medidas de ortogonalidade é agora
consequéncia de (2.21) e do lema anterior. O

2.4 Exemplo para k£ = 3. Caso periédico

Nesta seccao aplicamos os resultados da secgao precedente ao estudo de uma
SPOM {P,}52, caracterizada pelo facto de as correspondentes sucessoes dos
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coeficientes de recorréncia, {a§3>}g°:1 e {bg) > o (1 <3 <k), serem periodicas
de periodo k. Referimos que as propriedades algébricas de uma tal sucessao
foram estudadas em [15], como aplicagao do Teorema 2.1, tendo sido mostrado
que os polinémios P, se exprimem através de uma transformacao polinomial (do
tipo indicado no Teorema 2.1) sobre os polinémios de Chebychev de segunda
espécie—i.e., ), no Teorema 2.1 é dado por uma transformagao afim na variavel
do polinémio U,.

Aqui, estamos interessados no estudo do caso definido-positivo. Por questoes
de simplicidade, limitamo-nos a analisar o caso em que o periodo é k = 3. Neste
caso {P,}22, é caracterizada por

(2 = 09 Papy(2) = Panyjsr (z) + aff) Py (),

(2.23)
0<53<2; n=0,1,2,---,
com condigoes iniciais
P_l(l') =0 N Po(,T) =1 (224)
e tal que, paratodkoon=20,1,2,--,
0 1 2
0’514)’1 = aop , 0:51) =aa, 0:51) =az, (225)

b =by, b =b1, b =by,

onde ag, ai, as, by, b1, b sao niimeros reais com ag, a1, as > 0.
Nestas condigdes, é imediato constatar que as hipoteses (i), (ii) e (iii) do
Teorema 2.1 sao satisfeitas, tendo-se

ro(x)=r, =0, n=0,1,2,---,
O2(x) = (x — bo)(x — b1) —aq ,
T(z) = (x —bp)(x — b1)(x — b2) — (ap + a1 + a2)(x — ba)
+ az(bg — ba) + ag(br — b2) .
Adiante sera util considerar T reescrito sob a forma
T(x) = (02(x) — ap — az)(z — b2) + az2(by — b2) + ag(br — b2) . (2.27)
Segue-se pelo Teorema 2.1 que
Pspi2(x) = 02(2)Qn(T (7)) ,
Pong1(z) = (2 = bo)@n(T(2)) + @001 Qn—1(T()) , (2.28)
Pap(z) = Qn(T'(2)) + ao(z — b1)Qn-1(T'(2))

(2.26)
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para todoon =0,1,2,---, onde {@Q,}32, ¢ a SPOM caracterizada pela relagao
de recorréncia

Qn+1(117) :xQn(x) _Slanl('r) ’ TL:O71,2,"' ) (229)
com condigdes iniciais Q_1(z) =0 e Qo(x) =1, e
§1 ‘= apaiag .

(Na notagao do Teorema 2.1, é s9 = ajaz e s, = $1 = apaias para n > 1.)
Isto permite concluir que {P,}52, se obtém a partir da sucessdo {U,}52, dos
polinémios de Chebychev de segunda espécie através da transformagao polino-
mial definida por T e 02, uma vez que, como decorre imediatamente de (2.29) e
do Teorema 1.38, é

= g"/? i -
Qn(z) = s,"°U, (2\/§> , n=0,1,2,---. (2.30)

O mesmo teorema permite ainda concluir que a fungao de Stieltjes e a medida
de ortogonalidade correspondentes a {Q,}52, sdo dadas explicitamente por

F(z;doy) ) , 2 € C\[-2+/51,2/51] » (2.31)

(=

o 2“81 v 2\/51
1

dog(z) = E\ML& —z2dz, supp(og) = [—24/s51,2+/51] . (2.32)

O nosso objectivo é determinar explicitamente a medida de ortogonalidade
do, da SPOM {P,}52,. Para isso, vamos usar o Teorema 2.5, comegando por
estabelecer alguns lemas preliminares. Tendo em conta que

92(17) = x2 — (bo —|— bl)I + b0b1 —ai,

segue-se que os zeros de 5 sao

_bo+b1 — A _bo+b1+A
a=——p—— e m=—p—,

onde

A= \/ (bo — b1)2 + 4a1 .
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Observe-se que z; < z3. E também ttil reter a relacao
A2 — 4a1 = (bo — b1)2 y

bem como as igualdades

bO_bl+A bl—b0+A

bp — 2 = —7F7——, by —21= ——7—,
2 2

bO_bl_A bl—bo—A

bO_ZQva bl—ZQZf.

De (z — z1)(x — 22) = 02(x) = (x — bp)(x — b1) — a1, obtém-se ainda

bo+ b1 =21+ 22
92(b0) = —ay; = 6‘2(()1) .

Lema 2.6. Sdo vdlidas as sequintes igualdades:
T%(z1) — 4s1 = L [(az — ao) A + (bo — by) (ao + az)]’
T2(22) — 451 = % [(ag —ag) A — (bg — b1) (a0 + ag)]2
Demonstragio. Tendo em conta (2.27), tem-se
T(z1) = a2 (bp — 2z1) + ap (b1 — 21) ,
logo, como, atendendo a (2.35),
(bo — z1) (b1 — z1) = — (bo — 21) (bo — 22) = —b2(bo) = a1 ,

obtém-se

T%(z1) = a
(bo — 21)2 —|— 281 —|— CL(2J (b1 — 21)2 5

donde
TQ(Zl) - 481 = CL% (bo - 21)2 - 251 + a% (bl — 21)2

(bo — 21)2 + 20,0&2 (bo — Zl) (b1 — Zl) + a% (bl — 21)2

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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Assim, usando (2.34) e (2.33), deduz-se

4 [T2(2’1) — 481}
_ 2 _ 2
— [0 ()" — 2oy (]
— a3[(bo — b1)” + 2 (bo — b1) A + A% —8s,
+ a2[(bo — b1)” + 2 (by — bo) A + A2]
a% [2A2 — 4@1 +2 (bo — bl) A]
+ CL(% [2A2 — 4a1 +2 (bl - bo) A} - 881
= 2(a3 + a?)A? — 4a1(a3 + ad) (2.39)
+ 2A(a% - a%) (bo - bl) — 881

= [(as — ao)® + (a0 + a)*]A% — day (ag + a2)”
+ 2A (bo — bl) (a% — a%)

= (ag — a0)2A% + (bg — b1)? (ag + ag)’
+2A (bo — bl) (ao + ag) (ag — ao)

= [(a2 — ao) A+ (bo — b1) (ao + a2)]”

o que prova (2.36). A prova de (2.37) faz-se de modo analogo. O

Lema 2.7. Sao vdlidas as seguintes relagoes:

(i) T(z1)>0 e T(22) <0 ;

o T(22) T'(z)
(ii) 5 <-1ce >1;
Ve NG
(iii) Fy <§\(;:SI_B) = \/% min{—ag (bo — b1 — A), a2 (bo — b1 + A)} e
FU <12_‘\(/ZS2_1)> —\/LS_IHlaX{—CL()(bo—bl+A),a2(b0—b1—A)},

onde Fy designa a funcao de Stieltjes associada aos polinomios de Chebychev
de sequnda espécie.

Demonstragao.
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(i) Tendo em conta (2.34) e a definigao de A, tem-se bg—z1 > 0e by —z; > 0,
e como ag > 0 e ag > 0, decorre imediatamente de (2.38) que T'(z1) > 0.
Analogamente se mostra que T'(z2) < 0.

(ii) Por (2.36) temos

0 S TQ(Zl) - 481 = 451

) -
T(Zl
2

T(21)
2y/s1

modo se mostra que

~—

> 1, donde, conjugado com (i), > 1. Do mesmo

Tla) o 4
25 =

(iii) Recordemos que, por (1.75) no Capitulo 1,

o que implica

£

FU(Z):2(Z—(Z2—1)”2) . zeC\[-1,1],

onde a raiz complexa (22 — 1)1/2 satisfaz as propriedades (1.65) do Capitulo 1.
De acordo com estas propriedades e atendendo a (ii), tem-se

-]
e\ 17 e\
(n2) 11 -—(22) -+

onde as raizes quadradas nos segundos membros sdo raizes quadradas (reais)

usuais. Consequentemente,

() (- G

n (52) (2 ()
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Assim, usando (2.38) e (2.36), podemos escrever

T()Y) _
FU(z\/sl_l) -
— 4 |(a2 — a0) A + (by — by) (a0 + a2)) |

= [(a2 — ao) (bo — b1) + A (a2 + ao)

[az (bg — 21) + ag (b1 — 21)

g

[\
ﬁ‘
—

—[(a2 — ao) A+ (bo — b1) (ao + a2)|]
ag(bo—bl-i-A)—ao(bo—bl—A)

2
_|a2(b0—b1+A)+ao(bo—b1—A)|

o
_ %min{—ao(bo—bl—A),az (b — b1+ A)}

wl| =
=
—

51
sendo a ultima igualdade justificada pela primeira das formulas

b—la—-10
min{a, b} = atb—la—b| e max{a,b} =

a+b+|a—Db
5 _—

5 (2.40)

Portanto, est4 demonstrada a primeira igualdade indicada em (iii) do enunciado
do Lema. A prova da segunda igualdade é anédloga, e nela intervem a segunda
formula de (2.40). O

Para prosseguir, vamos calcular, para caso o concreto do exemplo que esta-
mos a analisar, as “massas” M7 e My definidas no Teorema 2.5.

Lema 2.8. As “massas” My e Ms sao dadas explicitamente por

My =27 {1—min{1,% 0~ A H , (2.41)
21 — 29 ag by — 21

My=2"21 [1—min{1,@ 0 22}} . (2.42)
29 — 21 ap bl—ZQ

Em consequéncia, deduz-se que M1 >0 e My > 0.
Demonstragao. De acordo com as defini¢oes, tem-se

7T1(Zl) — 7T1(ZQ)
Oh(z1) © 7T (=)

M1 =
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onde
7T1(Z) =z —by + alang(z) ,

sendo
Li(2z) :==1l(z — 22) + la(z — 21) ,

- F(T(z1),dog) _
P o) 2

Fy
NER

T(z2)

o F(T(z2).doy) MV )
2! 51

04 (z2) 2
Assim, e usando o Lema 2.7, tem-se

Li(z1) = h(z1—2) = 2;5 Fu (221\(/2>

1
= g min{—ao(bo—bl —A),ag(bo—b1+A)}
1
—ao(bo—bl —A) . ag bo—b1+A
= min 1,——7
281 ap bo — bl - A
z1—b1 . { a2b0—21}
= - min< 1, — ,
a1a9 ap b1 — 21

sendo a tultima igualdade facilmente justificada pelas relagdes (2.34) e (2.35),
bem como por ser s1 = agajas. (Na terceira igualdade usou-se também o facto
de ser —ag(bg — by — A) > 0.) Consequentemente,

z1 — b1 + a1a2L1(21) 21— by aiaz

Ml = = |:1 “+ Ll(Zl)
21— 29 21 — 22 21— b
_ Aazh [1—min{1,%b0_le :
Z1 — 22 an bl — Z1
o que prova (2.41). Do mesmo modo se demonstra (2.42). O

Estamos agora em condi¢oes de determinar a medida de ortogonalidade,
doy,, da SPOM {P,}2° , caracterizada por (2.23)—(2.25). O teorema que a
seguir apresentamos foi estabelecido, numa versao ligeiramente distinta, por
R. Alvarez-Nodarse, J. Petronilho e N. Rodriguez-Quintero em [2].
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Teorema 2.9. Seja {P,}22, a SPOM caracterizada por (2.23)-(2.25), com
bo, b1, ba reais e ag,a1,a2 > 0. Designem T e 02 os polindmios de graus 3 e 2
(resp.) definidos por (2.26). Entio, a medida de ortogonalidade da sucessao
{P.}52 € dada por

dop(z) = 2= b {1 — min {1, a2 bo = 21 }] 0., ()

21 — 29 ag by — 21
29 — b1 . ag by — 22
+H [1 — min {1, P — H §.,(2)
4s1 —T?(x
(@) X (2)dT,

2mag|(z — 21)(x — 22)]

onde z1 e zy sGo os zeros de 0y e E = T—1 (] —2./51,2./51[), conjunto que
consiste numa reuniao de 3 intervalos.

Demonstragio. Comegamos por mostrar que as hipoteses (i), (ii) e (iii) do
Teorema 2.5 s@o verificadas. De acordo com (2.32), o verdadeiro intervalo de
ortogonalidade da SPOM {Q,}22, é

[€:m] = [-2V/51,2¢/s1] = supp(oy) -

Vamos provar que a hipotese (i) se verifica, i.e., que 62 e T' tém o mesmo
sinal em cada ponto do conjunto 7! ([—2\/5, 2\/5]) Para isso, observemos
primeiramente que 7T tem 3 zeros reais e distintos, digamos, 1 < x2 < x3,
facto que é consequéncia imediata de (i) no Lema 2.7 e por T ser moénico e
de grau 3 (logo lim, 400 T'(z) = +00 € lim,,_ T(z) = —o0), tendo-se que
x1 < 21 < T2 < 22 < 3. Assim, atendendo a (ii) no Lema 2.7, que podemos
escrever

T ([-2v/51,2/51)) = By UE, U E3 |

onde F, Fy e FE3 sao intervalos de niimeros reais tais que cada dois deles tém no
méaximo um ponto em comum (pelo que podemos supor E1, Es e E5 dispostos
da esquerda para a direita) e tais que T'(E;) = [-2,/51,2,/51] para i = 1,2,3.
E também claro que 7" tem dois zeros reais e distintos, digamos, y; e y2, com
11 < Yo, sendo y; um maximizante para T’ e yo um minimizante, verificando-se
também x1 < y1 < 2 < y2 < x3, T'(y1) > 0 e T(y1) < 0. Isto permite concluir,
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usando novamente (ii) no Lema 2.7, que T'(y1) > 2y/51 e T'(y2) < —2/51.
Segue-se do exposto que z; € E; para i = 1,2,3, e que y; e 21 estao situados
entre F1 e Es, e ys e z9 entre Ey e E3. Decorre que 63 e T’ tem o mesmo sinal
em Fy U Ey U Es, i.e., verifica-se a hipotese (i). As figuras seguintes ilustram
geometricamente as consideracoes precedentes para duas situacoes possiveis.

N
02
— yau

Figura 2.1: Casobg =1, by =2, bo =3, ap =4, a1 = as = 2.

i

/

Figura 2.2: Caso by =b1 = by =a9g=a1 =az = 1.

Para justificar que a hipotese (ii) também é satisfeita, temos que mostrar que

eNE
/ o) i (2.43)
—2/57 ly — T'(z)|

Como |T'(z;)| > 24/51, € claro que (2.43) se verifica se |T'(2;)| > 2,/51, pelo que
resta mostrar que também se verifica se T'(z;) = £2,/51. No caso T'(z;) = 2,/51,
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de acordo com (2.32) tem-se

/f doly)  _ 1 /QW VBV,

—2,/s1 ly = 2¢/51] 2ms1

=/

st 251 — Y

“2(1 40V 2dt

— < +00.

2 (3 1y _ 1
o om/Em \2'2) s

(B(-,-) designa a fungdo beta.) A prova no caso T(z;) = —2,/s1 é anéloga. O
Lema 2.8 assegura que a hipotese (iii) também se verifica.
Finalmente, podemos aplicar o Teorema 2.5, obtendo-se

ajaz X (x)

doy(T ()

dop(x) = Mi6,, (x) + M26,, (z) +

[(z = 21)(x — 22)|

T'(x)

com M; e M, dadas pelo Lema 2.8, o que conclui a prova, atendendo a (2.32)

€ a que s1 = apai1az.

O

Observagao 2.10. Designando £, = T~ ([-2,/51,2,/51]) (que € uma reunido
de trés intervalos), decorre do teorema precedente que a medida do,, tem suporte

contido em X, U {z1,22}. Mais precisamente,

Yp se
Y, U{z} se
Y, U{z} se
Y, U{z1, 22} se

supp(op) =

M1 :O,MQZO;
M, =0, My > 0;
My > 0, My = 0;
My >0,My; >0.
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Capitulo 3

Topicos da teoria espectral

O objectivo neste capitulo é introduzir conceitos e resultados da teoria espectral
de operadores que sao necessarios para o estudo dos operadores de Jacobi a intro-
duzir no Capitulo 4. Assim, introduzem-se os aspectos basicos da teoria espec-
tral, iniciando com uma breve revisao de elementos de Anéalise Funcional, com
o objectivo de estabelecer o teorema espectral para operadores auto-adjuntos
limitados. No final do capitulo da-se particular atengao ao estudo do chamado
espectro essencial (de um operador auto-adjunto limitado), estabelecendo-se,
em particular, e com base no teorema espectral, um critério (Critério de Weyl)
do qual se deduzem dois importantes teoremas para a analise espectral de op-
eradores de Jacobi: o Teorema de Weyl e um teorema de transformagao do
espectro essencial de um operador auto-adjunto limitado. As referéncias bibli-
ograficas utilizadas foram as monografias [12], [19], [20] e [3].

3.1 Preliminares de Analise Funcional

Nesta secgao iremos recordar alguns dos conceitos ja adquiridos a nivel da Li-
cenciatura. Por esse motivo limitar-nos-emos a enunciar os resultados mais
importantes para o desenvolvimento das secc¢Oes seguintes. As demonstragoes
podem ser vistas, e.g., em [12] e [20]. Naturalmente, esta sec¢ao poderia ser omi-
tida. A sua inclusdo no texto, porém, facilita a escrita (e poder4, eventualmente,
facilitar a leitura) das secgoes seguintes, sobretudo por tornar mais comodo o

63
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processo de citagao de certos resultados conhecidos que por vezes sera necessario
invocar (sendo, por conseguinte, desnecessario remeter para texto exterior).

Definigao 3.1. Sejam X = (X, ||-|lx) eY = (Y, | |ly) dois espagos normados,
D(T) C X um espago vectorial sobre K =1R ou C, eT : D(T) — Y um operador
linear. A D(T) chamamos dominio de T; a R(T) = T(X) := {Txz | x € D} o
contradominio de T'; e a N (T') := {x € D(T) : Tx = 0} o espago nulo (ou nicleo)
de T'. Nestas condigoes, dizemos que T € limitado se

Je>0: VeeDT), ||Tz|y < cllz|x .

Designa-se L(X,Y) :={T : X — Y|T é linear e limitado}, £(X) = L(X,X) e
X' = £(X,K).

Teorema 3.2. L(X,Y) € um espago normado, com norma

| T(|y
TN ex,yvy = = sup |[Tz|y
zeD(T)\{0} |2l x zeD(T)
lzllx=1
Observagao 3.3. Normalmente, escreveremos apenas ||-|| para qualquer norma,

sem a indicagdo explicita do espaco onde a norma estd definida, sempre que o
contexto seja claro. Assim, as igualdades precedentes escrevem-se

Tx
iT= sp A 7.
sep(mn{o} Izl zl‘eﬁ(T)
z||=1

Teorema 3.4. Se X € um espag¢o normado de dimensao finita, entdo todo o
operador linear em X € limitado.

Definigao 3.5. Seja X um espago normado e {x,}22, uma sucessio em X.
(i) Diz-se que {x,}22, € limitada em X se
IM >0 : VneNy, |z <M.
(ii) Diz-se que {x,}22 , converge (fortemente) para x € X, e escreve-se x, — &

(n — 400), se
lxn, — || — 0.
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(iii) Diz-se que {xy}S2, converge fracamente para x € X, e escreve-se x, — &
(n — 400) se

VieX', flan) = f(z).

E facil de justificar que, nas condi¢oes da definicao precedente, se x,, — =
entao também x,, — x, mas o reciproco nao é verdade em geral. No entanto,
em espagos de dimensao finita é valida a proposigao seguinte.

Teorema 3.6. Se X ¢ um espago normado de dimensdo finita e {x,}22, €
uma sucessao em X, entao a convergéncia fraca de {x,}22, para x implica a
convergéncia forte de {x,}°2 , para x.

Teorema 3.7. Sejam X um espago normado, {x,}22, uma sucessdo em X e
{an}22, uma sucessao limitada em K. Nestas condigoes,

(i) Se x, — 0 entdo também apx, — 0 .
(ii) Se x, — 0 entao também a,x, — 0 .

Definigao 3.8. Sejam X e Y dois espagos normados e T : X — Y um operador.
T diz-se compacto se de toda a sucessao limitada {x,}2, em X for possivel
extrair uma subsucessao {xn,}32 tal que a sucessao {Txn,}52, € convergente
em Y. O conjunto dos operadores compactos de X em Y serd designado por

K(X,Y).

Teorema 3.9. Sejam X e Y espacos normados sobre o mesmo corpo.
(i) K(X,Y) € um subespago de L(X,Y).
(ii) SeY é de Banach entio K(X,Y) € fechado em L(X,Y).

(i) Se Y ¢ de Banach e {T,,}52, uma sucessao de operadores lineares com-
pactos em X que converge uniformemente para T em L(X,Y), entdo
TeK(X,Y).

Teorema 3.10. Sejam X e Y espagos normados e T : X — Y um operador
linear. Nestas condigoes,

(i) se T é limitado e dimT(X) < oo, entdo T é compacto.

(i) se dim X < oo, entdo T é compacto.
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Teorema 3.11. Sejam X e Y espago normados e T : X — Y um operador
compacto e {x,}22, uma sucessao em X. Se x, = x em X (fracamente) entao
Tz, — Tx emY (fortemente).

Definigdo 3.12. Sejam X e Y espagos normados e T : D(T) C X — Y um
operador linear. Chama-se grafico de T' ao conjunto

G(T):={(z,Tx) : 2 €D(T)}.
Diz-se que T € fechado se o seu grdfico for um conjunto fechado em X xY .

Teorema 3.13 (Teorema do grafico fechado). Sejam X e Y espagos de
Banach e T : D(T) C X — Y um operador linear fechado. Suponha-se ainda
que D(T) € fechado em X. Entao T € um operador limitado.

Teorema 3.14. Sejam X e Y espacos de Banach e T : D(T) C X — Y um
operador linear. Entao T € fechado se e sé se para toda a sucessao {xn}S2, em
X se verifica a sequinte propriedade:

Ty —x(emX) e Ta, —ylemY) = z2ze€DT) e y=Tx.

Teorema 3.15. Sejam X e Y espacos de Banach e T : D(T) C X — Y um
operador linear limitado. Entao:

(i) Se D(T') é um subconjunto fechado de X entiao T é fechado.
(il) Se T ¢ fechado e Y completo, entao D(T) é subconjunto fechado de X.

Teorema 3.16 (Teorema da aplicagao aberta). Sejam X e Y espagos de
Banach e T € L(X,Y), bijectivo. Entio T~' € L(Y, X).

No resto desta seccao vamos situar-nos no contexto dos espagos de Hilbert.
Recordemos que um espago de Hilbert, H, é um espago pré-hilbertiano (i.e.,
munido de um produto interno < -,- >) completo para a norma induzida pelo

produto interno,
x € Hr |z|| = +(z,2) .

Definigao 3.17. Sejam H; e Hs dois espacos de Hilbert e T : Hi — Hy um
operador linear limitado. Chama-se adjunto de T' ao operador T* : Hy — H;
caracterizado por

(Tz,y) = (x, T*y), V(x,y) € H X Hs.

Se T* =T diz-se que T € auto-adjunto.
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Teorema 3.18. Seja H um espago de Hilbert e T € L(H). Entao
(i) se T é um operador auto-adjunto entio (T'z,xz) € real para todo o x € H;

(ii) se H é complexo e (Tx,x) é real para todo o x € H entao T é um operador
auto-adjunto.

De acordo com o teorema precedente, é possivel introduzir uma relacao de or-
dem no conjunto dos operadores auto-adjuntos limitados num espacgo de Hilbert,
pondo:

h>T < <T1$,.’,E> > <T2I,I> , Ve H .
Definigao 3.19. Um operador linear T : H — H diz-se positivo se satisfaz
(Tx,x) >0, VYreH.

Teorema 3.20. Um operador positivo num espago de Hilbert complexo é auto-
adjunto.

Teorema 3.21. Sejam S e T dois operadores lineares auto-adjuntos limitados
num espago de Hilbert H. Se S e T sao positivos e comutam, entdao ST também
€ positivo.

Teorema 3.22. Seja {T,,}°2, uma sucessio de operadores auto-adjuntos limi-
tados num espago de Hilbert H tal que

T <Tp<---<T,<--- <K,

onde K € um operador auto-adjunto limitado em H. Suponha-se ainda que cada
T; comuta com K e com todo o Ty, para todo o j e todo o m. Entdo

Thwx —-Tx, VYreH
onde T é um operador linear limitado e auto-adjunto que satisfaz T < K.

Dado um subconjunto Y de um espaco de Hilbert H, designamos por Y+ o
complementar ortogonal de Y,

Yt ={reH|{z,y)=0,VyeY}.
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Teorema 3.23 (Teorema da projecgao ortogonal). Seja H um espago de
Hilbert e Y um subespago fechado de H. Entdo

H=Ya®Y",

i.e., todo o elemento x € H admite uma decomposi¢ao unica da forma x = y+z,
comy€Y ez€ Y™,

Dado um subespaco fechado Y de um espacgo de Hilbert H, o teorema prece-

dente permite introduzir um operador, chamado operador projec¢do (ortogonal)
de H sobre Y, definido por:

P : H=YeY! - Y
r=y+z — Px:=y.

Teorema 3.24. O operador projeccio de H sobre o subespago (fechado) Y
satisfaz as sequintes propriedades:

(i) P é um operador linear limitado em H, com ||P|| <1 ;

(ii) P € sobrejectivo ;

(iv) Ply € o operador identidade em Y ;

)
)
(i) P(Y) =Y e P(Y*)={0} ;
)
(v) N(P) =Y.

Teorema 3.25. Sejam P; e P> projeccoes definidas num espaco de Hilbert H,
sobre os subespagcos Y1 = Pi(H) e Yo = Pyo(H), respectivamente. Entdao as
sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) AP, =PP =P ;
(i) i C Yz ;
(iii) M(P) DN(P.) ;
) 1P|l < ||Pozl| , Yo € H ;
)

(iv

(V P <P.
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Teorema 3.26. Sejam P e Py projecgoes definidas num espago de Hilbert H,
sobre os subespagos Y1 = Pi(H) e Yo = Po(H), respectivamente. Entao

(i) A diferenca P = Py — Py é uma projeccao em H se e s6 se Y1 C Ys.

(i) A soma P = Py + P, é uma projec¢cio em H se e sé se Y1 e Yy sao
ortogonais.

Teorema 3.27. Para uma projeccao P num espago de Hilbert H, tem-se
(Pr,z) = ||Pz||®*, 2z€H.
Em consequéncia, tem-se P >0, ||P|| <1 el|P|]=1seP(H)# {0}
A proposicao seguinte caracteriza o operador projeccao.

Teorema 3.28. Sendo H um espago de Hilbert, um operador P € L(H) é uma
projeccdo se e sé se P é auto-adjunto e indempotente, isto é P2 = P.

Teorema 3.29 (desigualdades de Bessel). Sejam X um espago pré-hilbertiano
e S C X um conjunto ortonormado. Entdao, para todos os x,y € X verificam-se
as sequintes desigualdades:

() > Kas)* <l

ses

(i) > e s) [y )] < lzlllly] -
seS

Teorema 3.30. Sejam H um espago de Hilbert, {e1, ez, -} um conjunto orto-
normado (numerdvel) e x € H. Entdo

+oo
(i) a série E apen € convergente (na norma de H ) se e s6 se a série numérica

n=1
+oo

E |on|? € converge em R ;
n=1
—+oo
(ii) se a série E ape, € convergente, ent@o

n=1

(a) an = (x,e,) para todo on=1,2,--;
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b) fl|* = Z o

Teorema 3.31. Sejam H um espaco de Hilbert e S um subconjunto ortonor-
mado de H. As sequintes condigdes sao equivalentes

(i) S € ortonormal mazimal (ou ortonormado completo, ou base ortonormada,
ou base hilbertiana) em H ;

(il) x = Z(:z:, s)s, VexeH ;

seS

(iii) (z,y) = Z(x,s><s,y> , Vz,y€ H (identidade de Parseval) ;
ses

(iv) ||z]|? = Z|x52, Ve e H .
seS

Teorema 3.32. Seja H um espago de Hilbert e {x,}52 o uma sucessiao em H.
FEntao,
T, =2 emH < (x,,2)—(x,2), VzeH.

Do teorema precedente e da desigualdade de Bessel, deduz-se imediatamente
0 seguinte

Teorema 3.33. Sendo H um espaco de Hilbert, entao toda a sucessao ortonor-
mada em H converge fracamente para zero.

3.2 Espectro e resolvente de um operador

Seja X # {0} um espago normado e T': D(T') — X um operador linear com
dominio D(T') C X. Associamos a T o operador

Tyn:=T— M\ , (3.1)

onde A é um numero complexo e I é o operador identidade em D(T). Se a
aplicagao T tem inversa, o operador inverso T 1 designa-se por (operador)
resolvente de T.
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Definigao 3.34. Seja X # {0} um espago normado complexo e T : D(T) — X
um operador linear com dominio D(T) C X.

(i) Um valor regular de T' é um nimero complexo A tal que :
(P1) Ty existe ;
(P2) Ty ¢ limitado ;
(P3) Ty estd definido num subconjunto denso de X.
(ii) O congunto resolvente de T, designado por p(T), € o conjunto de todos

0s valores regulares de T. O conjunto complementar o(T) := C\ p(T') é
chamado o espectro de T'. Cada A € o(T) diz-se wm valor espectral de T

(iii) Particao do espectro:
(a) o espectro pontual, 0,(T), ¢ o conjunto dos A € C tais que Ty ' néo
existe; cada A € op(T) diz-se um valor préprio de T';

(b) o espectro continuo, o.(T), € o conjunto dos A\ € C tais que Ty '
existe e satisfaz (P3) mas nao (P2);

(c) o espectro residual, o,.(T), ¢ o conjunto dos X € C tais que Ty " existe
mas nao satisfaz (Ps), i.e., o dominio de T;l nao € denso em X.

Observagao 3.35.

(a) Decorre imediatamente da definicao anterior que o espectro de T' pode ser
escrito como uma reunido disjunta dos trés conjuntos descritos em (iii):

o(T)=0.(T)Uo,(T)Uo,.(T).

(b) No caso de X ser de dimensdo finita, tem-se o.(T) = o.(T) = 0.

(c) Ty' : R(T\) — D(T)) existe se e s6 se Tz = 0 implica © = 0, i.e., se e
56 se N(Ty\) = {0}. Assim, se existir x # 0 tal que Thx = (T — M)z =0,
entio A € 0,(T), i.e., X é um valor préprio de T, e o vector x diz-se um
vector préprio de T associado a .

(d) Pode mostrar-se (cf., e.g., [12, pg. 390]) que se X # {0} é um espago de
Banach complezo e T € L(X), entao o(T) # 0.
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Teorema 3.36. Seja X um espago de Banach, T : X — X wm operador linear
e X € p(T). SeT é um operador fechado ou limitado entao T;l estd definido
em todo o X e € limitado.

Demonstragao. Suponha-se, primeiramente, que T' é fechado. Entao, usando
o Teorema 3.14, deduz-se facilmente que T também o &, logo também T Le
fechado. T} ! & limitado, por (P,). O dominio D (T)\_ 1) é fechado, pelo Teorema
3.15 e, portanto, D (T5 ') = D(Ty ). Mas, por (P3) sabemos que D(T} ') = X,
logo D (T)\_l) = X. Suponha-se agora que T é limitado. Uma vez que D(T) = X
é fechado entao, pelo Teorema 3.15, T é fechado, e o resultado pretendido decorre
do caso ja provado. O

O lema que a seguir se enuncia é facil de demonstrar.

Lema 3.37. Seja X um espago de Banach e T € L(X) tal que | T|| < 1. Entao
RUI-T)=X,[I-T)"" € LX), [T -T)7" <1/@—T]) e
+o00
(I=T) ' =Y"T"=I+T+T%+- .
n=0
Teorema 3.38. Seja X um espago de Banach e T € L(X). Entao p(T) é
aberto e o(T') é fechado.

Demonstragdo. Se p(T) = () entdo é aberto. Suponhamos que p(T') # ). Seja
Ao € p(T). Entdo para todo o A € C tem-se Th =T — Ml — (A = Xo)I =T)\,V,
onde V=1—-(\A— )\O)TA_Ol. Uma vez que Ao € p(T') e T ¢é limitado, decorre do
Teorema 3.36 que T)\_O1 € L(X). Logo, pelo Lema 3.37, V tem inversa limitada
para todo A tal que H(/\ — /\O)T;OlH < 1, i.e., para todo A tal que

1
A= Qo] < - (32)
175,01
Consequentemente, T;l = V’lT/\*U1 para todo o A que satisfaz (3.2). Assim,
o conjunto dos ntimeros (complexos) A que satisfazem (3.2) é uma vizinhanga

de A\ constituida apenas por valores regulares de T. Logo p(T) é aberto e,
portanto, o(T) = C\ p(T) é fechado. O

Finalmente, enunciamos um resultado (cuja prova é facil) que sera frequente-
mente utilizado nos desenvolvimentos seguintes.
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Teorema 3.39. Seja H um espago de Hilbert complexo e T : H — H um
operador linear auto-adjunto limitado. Entdo:

(i) Todos os valores préprios de T sdo reass.

(ii) Vectores préprios associados a valores proprios distintos sao ortogonais.

3.3 Teorema de transformacao do espectro

Teorema 3.40. Sejam X um espag¢o de Banach complexo, T : X — X um
operador linear limitado e p um polinomio nao nulo qualquer. Entdao

Demonstragio. De acordo com a observagdo 3.35(d), podemos assumir que
o(T) # (. (Naturalmente, excluimos o caso em que X = {0}, por ser pouco
interessante.) Designe n o grau de p. No caso n = 0 o resultado é trivial uma
vez que, neste caso, é p(z) = ap, para alguma constante «g # 0, logo

p(o(T)) = {0} = o(p(T)) .

Suponhamos entdao que n > 0. Provemos primeiro que o(p(T)) C p(a(T)).
Naturalmente, podemos escrever

p(A) —p=anA=71) (A=) (3.3)

onde 71, -,7, sdo os zeros da equagao algébrica p(\) = u e a;, é um ntmero
complexo nao nulo. Logo, também

p(T) — pl = an(T —l) - (T —yl) . (34)

Suponha-se que 7; € p(T) paratodooi € {1,---,n}. Entdo todos os operadores
T,, =T — ~;I tém inverso limitado e, pelo Teorema 3.36, todos os operadores
inversos (resolventes) 7.~ L estdao definidos em todo o X, e decorre entdo de
(3.4) que também o operador (p(T) — uI)~! existe, é limitado e estd definido
em todo o X, o que implica que u € p(p(T)). Consequentemente, podemos
concluir que se u € o(p(T')) entdo v; € o(T) para algum i, logo, para este i,

)
vem pu = p(y;) € p(o(T)). Isto prova que o(p(T)) C p(o(T)). Para provar a
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inclusdo contréria, considere-se arbitrariamente p € p(o(T)). Entao, u = p(v)
para algum v € o(T), e podemos escrever

pA) —p=A=7)aN),
onde ¢(\) é um polinémio de grau n — 1. Ponha-se P, := p(T') — pI . Entao
Pp = (T =~yD)q(T) = q(T)(T —~I) . (3.5)

Agora, por um lado, se ’P;l néo existe, entéo é claro que p € o(p(T)), e nada
mais ha a provar. Por outro lado, se P, 1 existe, entdo tem-se

I = (T —~D)g(T)P, " =P, q(T)(T —~I),

o qual mostra que T' — I tem inversa, i.e., o operador resolvente 7 L existe.
Mas entao, para o contradominio de T'— ~I, deve verificar-se

R(T —~I) # X , (3.6)

pois caso contréario, pelo Teorema da aplicagdo aberta (Teorema 3.16), b 1
seria também limitado, e concluir-se-ia que v € p(T), contrariando o facto de
ser v € o(T). De (3.5) e (3.6) obtém-se R(P,) # X. Isto implica p € o(p(T)),
uma vez que se fosse € p(p(T')) entao pelo Teorema 3.36 ter-se-ia R(P,) = X.
Conclui-se que p(o(T)) C o(p(T')), o que conclui a prova. O

3.4 Propriedades do espectro

Nesta seccao vamos estabelecer algumas propriedades do espectro de um oper-
ador auto-adjunto limitado num espago de Hilbert, necessarias para os desen-
volvimentos seguintes. Comegamos com o seguinte

Lema 3.41. SejaT : H — H uwm operador auto-adjunto limitado num espaco de
Hilbert complexo H. Entao A € p(T') se e sd se existe ¢ > 0 tal que | Thz|| > ¢||z||
para todo o x € H.

Demonstragao. Se A € p(T), entao T)\_1 existe e é limitado. Assim ||T>\_1 || =k,
onde k > 0, desde que T;l #0. Como I = T;lTA, temos para x € H

@]| = || T " Taz|| < |75 1 Toz]| = & [| Tz -
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Logo || Txz|| > c|x||, onde ¢ = 1/k. Reciprocamente, suponha-se que existe
¢ > 0 tal que || Thz|| > c||z|| para todo o x € H, e prove-se que A € p(T). Para
tal vamos mostrar que:

(a) Ty : H — Tx(H) é bijectivo.
(b) Tx(H) é denso em H.
(¢) T(H) é fechado em H.
Prove-se (a). Sendo x1,z2 € H tais que Thz1 = Thxe, tem-se
0= [Thay — Tawz|| = [Ta(z1 — z2)[| = c|lzr — 22|,

donde ||z1 — z2|| = 0 (pois ¢ > 0), donde z1 = x2. Uma vez que z1, z2 sdo
arbitrarios, conclui-se que o operador Ty : H — T\(H) é bijectivo. Para provar
(b) vamos mostrar que se xo € Ty(H) 1 entdao zo = 0, pois neste caso deduz-se
pelo Teorema 3.23 que Ty(H) = H. Seja 2o € Tx(H)*. Entdo z¢ € To(H)*,
logo para todo o © € H tem-se 0 = (Thx,z0) = (T'z,x0) — A{x,x0), donde
(Tx,x0) = <x,Xa:0> . Logo, como T é auto-adjunto, vem

(2, Txo) = (Tx,x0) = <x,Xxo> , VxeH,

donde Tzg = Azg. Assim, se fosse zo # 0 entdo )\ seria um valor proprio
de T, e como T é auto-adjunto ter-se-ia A\ = X\ e Thag = Txg — Axg = 0, o
que seria absurdo, pois por hipdtese & ||Thzo| > c|lzo| > 0. Logo zo = 0,

o que implica T\(H) = {0}. Como T)(H) é um subespago fechado de H,

pelo Teorema da projeccdo podemos escrever H = Th(H) @ T,\(H)L, donde
se conclui que Th\(H) = H, logo T\(H) é denso em H. Finalmente, prove-se
(c), ie., que TA\(H) = T\(H) = H. Basta mostrar que T\(H) C Th(H). Seja
y € Th(H). Entéo existe uma sucessdo {y,}5>, € Ta(H) que converge para
y. Como y, € Ta(H), temos y, = Thz,, para algum z,, € H. Mas, usando a

hipotese, para todos os inteiros positivos m e n tem-se

1 1
lzn — zmll < - 1T\ (0 — zm)|| = EHyn —Ymll

e uma vez que a sucessao {y,}52, é convergente, conclui-se que {z,}°, é de
Cauchy, logo convergente, pois H é completo. Seja x = limx,, em H. Como T'
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é continua, Ty também o é. Assim y, = Thxz, — Thz e decorre da unicidade
do limite que y = Tha € Th(H). Isto prova (c), tendo-se Th(H) = Th(H) =
H (fechado). Assim, pelo Teorema da aplicacao aberta, segue-se que T’y Le

limitado e, portanto, A € p(T). O

Teorema 3.42. Se T é um operador auto-adjunto limitado num espaco de
Hilbert complexo H, entio o(T) C R.

Demonstragao. Basta mostrar se A = o + i3, com « e 3 reais e § # 0, entdao

A € p(T). Para todo o x # 0 em H temos (Thx,x) = (Tx,x) — A (z,z), e como

(z,z) e (T'z,z) sio reais (cf. Teorema 3.18) vem (Thz,x) = (Tz,z) — X (x, x).
Assim,
—2iIm (Tyz,x) = (Tha, ) — (Tha, ) = (A = X) (2, z) = 2if|z|?,
e aplicando a desigualdade de Schwarz deduz-se
Blllzl* = [Zm (Thw, 2)| < [(Taz, 2)] < | Taall |2,
donde, por ser x # 0, |8|||z|| < ||Thz||, e decorre do Lema 3.41 que A € p(T). O

No que vai seguir-se, sendo T um operador auto-adjunto limitado num espago
de Hilbert H, consideremos as seguintes notacoes:

m:= | iIIllf1 (Tx, ) (3.7)
M := sup (Tz,z) (3.8)
llzll=1

Teorema 3.43. Seja H um espago de Hilbert complexo e T : H — H um
operador auto adjunto limitado. Entdo

o(T) C [m, M] ,
onde m e M sio dados por (3.7) e (3.8).

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.42, o(T) C IR. Prove-se agora que sendo
A= M+c¢ comc > 0, entdo A € p(T). Seja z € H, com = # 0. Pondo
v = ||| 71z, temos z = ||z||v e ||v|| = 1, logo

(Tx,z) = ||:10H2 (Tv,v) < ||:10H2 sup (Tu,u) = (x,z) M .

flull=1
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Assim — (Tz,z) > — (x,x) M e, pela desigualdade de Schwarz, deduz-se
I Taz|| 2] > = (Tha, ) = — (T, ) + Xz, ) > (=M + A) (z,2) = c||z||,

e como ¢ > 0, dividindo por ||z|| obtém-se ||Thz| > ¢|z|, e conclui-se pelo
Lema 3.41 que A € p(T). Analogamente se prova que sendo A = m — ¢, com
¢ >0, entdo A € p(T). O

Teorema 3.44. Para um operador linear auto-adjunto limitado T num espaco
de Hilbert H, tem-se:

IT|| = max {|m], |M[} = sup [Tz, z)]

llzll=1
Demonstracgao. Pela desigualdade de Schwarz

K= sup [(Tw,z)| < sup [Tl |zl =T .
ll=ll=1 ll=ll=1
Prove-se agora que ||T'|| < K. Seja z € H, com ||z|| = 1. Suponha-se que
Tz #0. Sejam v = |Tz||"? 2z e w = |Tz||"/* Tz. Entdo ||v||?> = |w|? = | T|.
Sendo y1 = v+ w e y2 = v — w, uma vez que 1" é auto-adjunto, tem-se

(Tyr,y1) = (Ty2,y2)  =2({(Tw,w) + (Tw,v))
=2 (T2 Tz)+ (T?%z,z)) (3.9)
— 4|72

Agora, para qualquer y # 0, pondo = = ||y|| "'y (logo ||z]| =1 e y = ||y[|x), &

Ty, )| = lyll* (T, 2)| < [lyl® e [(Tu, u)| = K|lyl®

e, consequentemente, usando a desigualdade triangular, deduz-se

(Ty1,y1) — (Ty2, y2)| [(Ty1,y1)| + (T2, y2)|
K (lyal? + lly=1?)
= 2K (|Jv]|* + [|w]]?)

— 4K | Tz .

<
= (3.10)

De (3.9) e (3.10) podemos concluir que |Tz|| < K para todo o z com norma 1
(esta desigualdade é trivial se z satisfaz Tz = 0), o que implica que | T|| < K. O
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Teorema 3.45. Sejam H # {0} um espago de Hilbert complezo e T : H — H
um operador auto-adjunto limitado. Entao m e M sao valores espectrais de T .

Demonstragao. Pelo Teorema de transformagao do espectro, o espectro de
T + kI (k constante real) obtém-se do espectro de T por translagao, logo para
qualquer namero real p, tem-se
peo(l)ept+keoa(T+kI).
Assim, suponha-se m > 0. Entao também M > 0e M = sup (Tz,z) = ||T.
llzll=1

Em consequéncia, por definicdo de supremo, existe uma sucessao {z,}52, tal
que ||z,]| =1 e Tzp,2) = M — 6y, com §, > 0 para todo o n e 6, — 0
(n — 400). Entao ||Tz,| < || T|lzxll = IT]| = M e, como T é auto-adjunto,
vem

| T2y — Mzy||> = T2y — Mzy, T2, — Mx,,)
= || Ty ||* = 2M (T, 20) + M?||2,]|?
< M2 —2M (M — §,) + M? = 2M5,, — 0.

Assim, nao existe ¢ > 0 tal que
[Tarnll = | Ton — Man|| = ¢ = cfzn|

e, portanto, pelo Lema 3.41, M ¢ p(T). Assim, M € o(T). Analogamente se
mostra que m € o(T). O

Observagao 3.46. Como consequéncia imediata do teorema precedente decorre
que se T € um operador auto-adjunto limitado num espago de Hilbert complexo,

entao o(T) # 0.

Teorema 3.47. Se T é um operador linear auto-adjunto limitado, num espaco
de Hilbert complexo H, entdo o.(T) = (.

Demonstragio. Suponhamos que o.(T) # 0. Seja A € 0,.(T'). Por definigio de
0-(T), o inverso Ty ! existe mas o dominio D(T;l) nao ¢ denso em H. Assim,
pelo Teorema 3.23, existe y € H, com y # 0, o qual é ortogonal a D(T;l). Mas
D(Ty ") = R(T)). Logo (Thz,y) = 0 para todo o x € H , e uma vez que \ é real
e T é auto-adjunto decorre que (x, Thy) = 0 para todo o € H. Em particular,
tomando z = T)y obtém-se ||T,\y||2 =0, logo Ty = Ay. Assim, uma vez que
y # 0, vem X € 0,(T), o que & absurdo, visto que o,(T) N o, (T) = 0. O
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3.5 Familia espectral

Definigao 3.48. Seja H um espago de Hilbert e £ = {Ex}, g uma familia de
projec¢oes em H. Diz-se que £ € uma familia espectral (de projecgoes) se

(i) Ex<E,para A< p;

(i) lim Exz =0 para todo o x € H ;

A——00

(iii) lim Exz = x para todo o x € H ;
A——+00

(iv) Extx:= lim E,z = Exx para todo o x € H .
n—

Observagao 3.49.

1. De acordo com o Teorema 3.25, a condi¢io (1) na definicao precedente é
equivalente a

E)\E# = E#E)\ = E)\ para A S .

2. Uma familia espectral pode ser vista como uma transformacao

R — L(H)
A = E)\.

O ponto (iv) da defini¢ao anterior significa, entao, que esta aplicagio €
continua o direita.

3. &€ € chamada wma familia espectral no intervalo [a,b] se Ex = 0 para A < a
e Ex=1paraX>b.

Como sabemos o espectro o(T') de um operador linear auto-adjunto limitado,
T, num espago de Hilbert complexo, é um subconjunto de IR. Este facto permite
obter uma representacao de 7' sob forma de um integral de Riemann-Stieltjes
envolvendo uma familia espectral. O nosso objectivo seguinte €, justamente, a
obtengao de uma tal representacao, a qual sera estabelecida na seccao seguinte.
No resto desta secgao vamos apresentar alguns conceitos e resultados necessarios
para a obtencao desta representagao.
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Definigao 3.50. Seja H um espaco de Hilbert complexo e T : H — H um
operador linear auto-adjunto limitado e positivo. Chama-se raiz quadrada de T
a todo o operador linear auto-adjunto limitado A tal que A2 = T. Se, além
disso, A for um operador positivo, entdao ¢ chamado a raiz quadrada positiva de
T, e escreve-se A =T ou A =TY2.

Observagao 3.51. Pode mostrar-se que, nas condi¢oes da defini¢cao anterior,
existe um e um s6 operador A tal que A = T2, Além disso, se B € L(H)
permuta com T, também permuta com A; e se T for invertivel também A é
invertivel.

Como habitualmente, sendo 1" um operador linear e A € IR,
T :=T— M.

Definicao 3.52. Seja H um espaco de Hilbert complexo e T : H — H um
operador linear auto-adjunto limitado e positivo. Designe By a raiz quadrada
positiva de Tf, i.e.,

By = (12)"* . (3.11)
Chama-se parte positiva de Ty ao operador
1
T\ = 3 (Bx+Ty) , (3.12)
e parte negativa de T ao operador
_ 1
Ty := 3 (Bx—T)) . (3.13)

O lema seguinte resume algumas propriedades dos operadores acabados de
definir. A prova seré omitida, por se tratar, no essencial, de uma “demonstracao
técnica” (veja-se, e.g., [12, pg. 498]).

Lema 3.53. Seja H um espago de Hilbert complexo, T : H — H uwm operador
limitado auto-adjunto e positivo, e B, T;r e Ty os operadores definidos por
(8.11)-(3.18). Para cada X real, designe Ey o operador projecgao de H sobre o
subespaco nulo N (Tj) Entao, sao vdlidas as sequintes propriedades:

(a) Bx, Ty e Ty sdo operadores auto adjuntos limitados.
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(b) By, T;‘ e Ty comutam com todo o operador linear que comuta com T).
Em particular,

By\T\ =T\By , Ty Ty = ThTy |
T Th=TT, , TST, =T1,T.

(¢) Ex comuta com todo o operador linear auto-adjunto que comuta com T).
Em particular,

E)\Tk = T)\E)\ (§ E>\B)\ = B>\E)\ .

(d) Tem-se ainda:

YTy =0 ,  TyTy=0
TYEx=ETY =0 , TyE\=ETy =T,
ThEx = —Ty ., (I —-E\)=Tf

T >0 , Ty >0.
Observagao 3.54. Do lema anterior € imediato concluir que
ET\=T\E,, VuAelR.

Teorema 3.55. Seja H um espago de Hilbert complexo e T : H — H um
operador linear auto-adjunto limitado. Seja ainda E) (X real) a projec¢io de
H sobre o espago nulo Yy = N (Ty). Entio & = (E)\)\cg € uma familia
espectral no intervalo [m, M| C IR, onde m e M sao definidos por (3.7) e (3.8),
respectivamente.

Demonstragao. Para provar que £ = (E)), i uma familia espectral no in-
tervalo [m, M|, ha que verificar que:

(a) A< pu= Ex < E,;
(b) A < m = By =0;
() A>M= E, =I;

(d) p = A\t = E,z — E\z para todo o z € H.
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a) Seja A < p. Entdo Ty = Ty — Ty < Ty, ja que —T5 < 0 (pelo Lema
H A A Ao A
3.53). Assim
N =T, >T\—T,=(u-NI>0.

Como T/\Jr —T,, é auto adjunto e comuta com Tj > 0, pelo Teorema 3.21 tem-se
0STF (I~ 1) = Tf (T T +17) =TT ~ T,

sendo a tltima igualdade justificada por ser T[T, = 0. Assim, T,/ Ty > T,f 2
e, consequentemente,

(T T, ) > (T2, 0) = ||T ) > 0

para todo o x € H. Isto mostra que T/\Jr:r = 0 implica zj = 0 para todo o
z € H. Assim N (T}) C N (T}}), logo

1 1
N(EN) = N ()] 2 IN(T,))] = N(E,)
e conclui-se, pelo Teorema 3.25, que F\ < E,,.
(b) Suponha-se, por absurdo, que existe A € IR tal que A < m e E) # 0.
Entao Fyz # 0 para algum z. Pondo z := E)z, tem-se E\z = Ef\z =FEz==x
e, assumindo, sem perda de generalidade, que ||z|| = 1, vem

(Th\Exx, x) (ha,x) = (Tz,x) — A

> Hillllf (Tu,u) = A =m—-A>0,
u||l=1
o que contradiz o facto de ser ThE) = -1, < 0.
(¢c) Suponha-se agora que existe A € IR tal que A\ > M e E) # I. Entao
I—-FE) # 0, logo, como na prova de (b), deduz-se que (I — E)) x = z para algum
x de norma 1. Assim

(T (I — E))x,x) (hx,z) = (Tx,x) — A

< sup (Tu,u)— A = M-X<0,
[lull=1
o que contradiz o facto de ser T\ (I — E)) = T/\Jr > 0.

(d) Considere-se o intervalo A = (A, p]. A este intervalo associe-se o operador
E(A) := E,—E\. Umavez que A < y tem-se, por (a), Ex < E,, e, pelo Teorema
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3.25, Ex(H) C E,(H). Além disso, E(A) é uma projecgao, pelo Teorema 3.26

e, pelo Teorema 3.27, E(A) > 0. Agora, usando o Teorema 3.25, tem-se
E.E(A) = B2 — E,Ex\ = E, — Ex = E(A) 0
3.14
(I —Ex)E(A) = E(A) — Ex(E,— E\) = E(A).

De acordo com o Lema 3.53, os operadores E(A), T, e T;r sao positivos e comu-
tam, logo também 77 E(A) e Ty E(A) sdo operadores positivos, pelo Teorema

3.21. Assim, por (3.14) e pelo Lema 3.53, tem-se
TWE(A)=T,E,E(A) =-T,E(A) <0 (3.15)
3.15
TAE(A) =T\ (I — Ex) E(A) =Ty E(A) >0,
<

o que implica TE(A) = (T, + pI)E(A)
AE(A), donde

E(A) e TE(A) = (Tx+ M) E(A) >

AE(A) < TE(A) < pE(A) | (3.16)

Seja A fixo e considere-se u tal que u \, A, i.e., 4 — A por valores a direita
e monotonamente. Entao usando o anédlogo do Teorema 3.22 para sucessoes
decrescentes de operadores, deduz-se que E(A)x — P(M\)x, onde P(XA) é um
operador linear limitado e auto-adjunto. Uma vez que E(A) é indempotente,
o mesmo sucede a P(\). Assim, P()\) é projeccao. Além disso, (3.16) implica
AP(A\) =TP()), donde TAP(X\) = 0 e, portanto, pelo Lema 3.53, obtém-se

Ty P(A) = Th (I — Ex) P(A) = (I — Ex) ThP()) = 0. (3.17)

Assim, T;FP(/\)J: = 0 para todo o x € H, logo P(A\)z € ./\/'(T/\Jr) Mas, por
definicdo, Ey é a projeccdo de H sobre N (T;r ) e, consequentemente, tem-se
E\P(A)x = P(A)z paratodo o xz € H, i.e.,

E\P(\) =P(N).
Por outro lado fazendo p \, A em (3.14) também se obtém
(I = Ex) P(A) = P(A) ,

e decorre imediatamente das duas igualdades precedentes que P(A\) = 0. Conclui-
se que E(A)x — 0, ou seja,

E.x — Exx se p— AT
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para todo o x € H, o que significa que a transformacao \ — FE) é continua a
direita. Isto conclui a demonstragao. o

O teorema precedente permite formular a seguinte

Definicao 3.56. Se H € um espaco de Hilbert complexo e T : H — H um
operador linear limitado auto-adjunto, chama-se familia espectral associada a T’

a familia espectral € := {Ex}xer, onde Ey € o operador projec¢ao de H sobre
o subespago nulo N (Ty").

3.6 Teorema espectral

O objectivo imediato é estabelecer o teorema espectral para operadores lineares
auto-adjuntos limitados em espagos de Hilbert. Comegamos com o seguinte

Lema 3.57. Sejam H wm espago de Hilbert, {Uy} ~, uma sucessao de oper-
adores em L(H), e T um operador em L(H) que comuta com U, para todo o
n. Suponha-se que {Un}ff:O converge uniformemente para T (i.e., na norma de
L(H)). Entao também {U}},°_, converge uniformemente para T", para qualquer
numero inteiro r > 1.

Demonstragao. Fixemos e > 0. Como {U,},-, converge uniformemente para
T entdo existe um ntmero inteiro N = N(¢) tal que

n>N = |U,-T| <e.
Como T comuta com U, entao podemos escrever para todo o n
Ur—T" = U, —T) (U '+ TU, 2+ T2U 3 4+ 1771,
donde

Uy =T7 < |Un =T
< (U= + T IHTl=2 + TIOR3 4 -+ T

Como || U]l = 1T | < U — T, entao

n>N = |Udl <e+|T|| =:e1.
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Assim, para n > N, podemos escrever

e —T" _

jUp -7 <e -
e — |7

E+ITI" = ITI" = e Py (e, ITID)

onde Py (§,m) := 5, (;) &=1ym=J  que é um polinémio de grau r — 1 nas

variaveis £ e . Conclui-se que {U;}EOZO converge uniformemente para 77. [

O teorema seguinte é o teorema espectral no contexto dos polinémios. No
contexto das fungoes continuas, o teorema seréd posteriormente estabelecido via
Teorema de aproximacgao de Weierstrass.

Teorema 3.58. Seja H um espaco de Hilbert e T : H — H um operador
limitado auto-adjunto. Entao

(i) T tem a sequinte representacdo espectral
M
T= / AdE) (3.18)
m—0

onde & = {Ex}rer € a familia espectral associada a T e o integral é en-
tendido no sentido da convergéncia uniforme de operadores (convergéncia
em norma de L(H)) e, para todos os x,y € H,

M
(Tzx,y) :/ Adw(N),  w(N) = (Exz,y), (3.19)

m—0
onde, aqui, o integral € o integral ordindrio de Riemann-Stieltjes.

(ii) Para qualquer polinémio p com coeficientes reais, o operador p(T) admite
a representacdo espectral

M
p(T) = / p(\) dE, (3.20)

e, para todos os x,y € H,

(p(T)z,y) = p(A) dw(A) . (3.21)

m—0
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Observagao 3.59. FEscreve-se “m — 0”7 no extremo inferior do integral para
indicar a contribuicio para A = m, o que ocorre se E,, # 0. Assim, para a < m

pode—se escrever
M M
/ ME) = / ME) .
a m—0

Demonstragao. Comegamos por provar (i). Seja {P,}52; uma sucessao de
partigoes de (a,b] (onde a < m e M < b) em subintervalos

de comprimento I(A,;) = tinj — Anj. Considera-se A\, 1 = @, pinn, = b € fin; =
Anj+1 para j = 1,---,n—1en > 2. Vamos assumir que a sucessao dos
diametros das partigdes tende para zero, i.e., a sucessdo {P,}>2, é tal que

n(P,) = mjaxl(Anj) -0 (n—o00). (3.22)

De (3.16) com A = A,,; tem-se

)\nJE(AnJ) S TE(An]) S /LnjE(Anj) 5 (323)
donde . .
j=1 j=1
uma vez que
> E(An;) =) (B, —Ex,)=E,—E,=1-0=1. (3.25)
j=1 j=1

De acordo com (3.22), para € > 0 existe N € IN tal que para todo o ntimero
inteiro n > N é n(P,) < e. Assim, tem-se

n n

> i B(An) = > A B(Ang) = (ting — M) E(Apj) < el .
Jj=1

Jj=1 Jj=1

Da relagao anterior e de (3.24) segue-se que, dado € > 0 existe N € IN tal que
para n > N e para toda a escolha de A,; € Ay, entdo

T = AjE(A)| <e. (3.26)
j=1
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Como F), é constante para A < m e para A > M, a escolha particular de a < m e
b > M é irrelevante. Assim, fica provado (3.18), e (3.26) justifica que o integral
deve ser entendido no sentido da convergéncia uniforme de operadores. Uma vez
que o produto interno é continuo e a soma em (3.26) é de tipo Riemann-Stieltjes,
decorre que (3.18) implica (3.19) para todos os z,y € H.

Para provar (ii), comegamos por observar que, para quaisquer k < A < p < v,
verifica-se

(EA — Ek)(EM — E,,) = EXEM — E\E, — EkEM + ELE,
= Ey—FE\—FE;,+E, =0,

o que implica E(A,,;)E(A,) = 0 para j # k. Além disso, como E(A,,;) ¢ uma
projeccao, tem-se

(E(Apj))* =E(Apy), s=1,2,--.

Estes factos permitem justificar facilmente que

T

S AGEAL) | =Y A E(Ay) (3.27)
j=1 j=1

para qualquer nimero inteiro r € IN. Assim, de acordo com (3.26) e (3.27) e
atendendo ao Lema 3.57, pode concluir-se que dado € > 0 existe N € IN tal que
para todo n > N

T = M E(A)| <,
j=1

o que permite justificar (3.20) e (3.21) para polinémios da forma p(A) = A". Por
linearidade, deduz-se o resultado para um polindémio arbitario. o

A proposigao seguinte lista algumas propriedades do operador p(T'), as quais
irdo ser uteis na prova do Teorema espectral para fungoes continuas. A prova
destas propriedades pode ser vista em [12, pg. 509].

Teorema 3.60. Sejam T como no teorema anterior e p, p1 e pe polindmios
com coeficientes reais. Entao:

(i) p(T) é auto-adjunto;
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(ii

)
(iii) Se p(A) > 0 para todo o X € [m, M], entao p(T) > 0;
)
)

Todo o operador linear limitado que comuta com T, comuta com p(T);

(iv) Se p1(A) < p2(X) para todo o A € [m, M|, entdo p1(T) < p2(T);

(V) Ip(D)ll < max | p() |, onde J := [m, M].

Y
Vamos agora generalizar o Teorema 3.58 para um operador do tipo f(T),
onde T ¢é definido como anteriormente (i.e., como no teorema precedente) e f é
uma fungdo continua e que toma valores reais em [m, M]. Sendo f continua em
[m, M], de acordo com o teorema da aproximacio de Weierstrass (1) existe uma
sucessdo de polinoémios {p, }52, com coeficientes reais, tal que

Pprn — f uniformemente em J := [m, M] . (3.28)

Agora, pelo Teorema 3.60, {p,(T)}32, é uma sucessdo de operadores lineares
limitados e auto-adjuntos que satisfaz

[pn(T) — pr(T)|| < max [Pn(A) — pr(N)]

para quaisquer n,r € IN. Assim, como, atendendo a (3.28), dado € > 0 existe
N € NN tal que para todos os n,r > N,
n A — Pr )\ )
mas |pn () = (V)] < ¢

conclui-se que a sucessao de operadores {p,(T)}52, é de Cauchy em L(H), logo
tem limite neste espago, uma vez que L(H) é completo. Define-se entao f(T')
como sendo o limite

f(T) = hr—? pn(T) em L(H). (3.29)

Observamos que f(T') estd bem definido, uma vez que f(T') depende apenas de
f e nao da escolha da sucessao de polindémios que converge uniformemente para

I Teorema da aproximacio de Weierstrass: O conjunto Pgr de todos os polinémios com
coeficientes reais é denso no espaco real Cfa,b] das fungdes reais continuas em [a,b]. Assim,
para toda a funcdo f € Cla,b] e dado € > 0, existe um polinémio p tal que |f(t) — p(t)] < €
para todo o t € [a, b].



Teorema espectral 89

f. Para provar esta afirmacao, seja {p,}22, uma outra sucessao de polindomios
com coeficientes reais tal que p, — f, uniformemente em J. Entdo, usando
argumentos anadlogos aos anteriores, pode garantir-se a existéncia de f(T) tal
que

f(T):= lim p,(T) em L(H). (3.30)

n—-+oo

Prove-se que f(T) = f(T). Claramente, p, — p, — 0, uniformemente em J, o
que implica, pelo Teorema anterior,

1Pn(T) = pu(T)|| — 0. (3.31)

Fixemos arbitrariamente € > 0. De (3.29), (3.30) e (3.31), deduz-se que existe
N = N(e¢) € N tal que paran > N

IF(T) = pu(T)l <

donde

IF(T) = F(D < NA(T) = pu (D + 10 (T) = pu(T)| + [lpn(T) = F(T)| <€

Como € foi escolhido arbitrariamente positivo e o primeiro membro nao depende
de €, decorre que f(T) = f(T), e conclui-se que o operador f(T) em (3.29) esta
bem definido.

Estamos em condigbes de extender o Teorema 3.58 para fungoes reais de

€ ~ €

SN HORETAGIEES

€
9

variavel real, continuas em [m, M].

Teorema 3.61 (Teorema espectral). Seja H um espago de Hilbert complezo,
T : H — H um operador linear auto-adjunto limitado e f uma fung¢do continua
que toma valores reais em [m, M|. Entao f(T) admite a representagao espectral

M
(1) = / Sy (3.32)

onde £ = {Ex}xer € a familia espectral associada a T. O integral deve ser
entendido no sentido da convergéncia uniforme de operadores e, para todos os
z,y € H,

U@ = [ f0a0) . w() = (B (339

onde, aqui, o integral € o integral ordindrio de Riemann-Stieltjes.
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Demonstragao. Fixemos ¢ > 0. Pelo teorema de Weierstrass, existe um
polinémio p com coeficientes reais tal que, para todo o A € [m, M],

—e/3< ) —p() < /3. (3:34)
Isto implica, pela propriedade (v) do Teorema 3.60,
1f(T) = p(T)|| <¢/3.

Seja {Pn}22, uma qualquer particdo de [m, M], e considerem-se as notagoes
como na demonstracao do Teorema 3.58. Entéo, partindo de (3.34) e usando a
propriedade (iv) do Teorema 3.60, e tendo em conta (3.25), obtém-se

- < < €
—21 <3 [£0ns) = pCy)| B(An) < 5T
j=1
para toda a escolha de 5\nj €A, (j=1,---,n), donde

Wl m

i [f(;\m) _p(;\nj)} E(Anj) <

Agora, uma vez que p(T') é representado por (3.20), existe N € IN tal que para
todoon >N

Wl m

Zp(j‘n])E(AnJ) - p(T) <
j=1

Finalmente, das desigualdades anteriores deduz-se que, para n > N,

> FOu)E@ny) = FD)| < 3 [£0n) = p(ha)] B(Any)

j=1

+ 1> p(Aa) E(Any) = p(T)|| + Ip(T) = f(T)] < e,

e, portanto,

Isto prova (3.32) e (3.33). O
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Observagao 3.62. Por vezes, em vez de me—o(' -+) escrever-se-d [ (- ), quando
estes integrais sejam considerados a respeito de certas funcoes envolvendo ele-
mentos da familia espectral. Por exemplo, f]Rf()\) dE\x = fi{o fA) dEyz.

Lema 3.63. Sejam H um espago de Hilbert, T : H — H um operador auto-
adjunto limitado e {Ex}rer @ famdlia espectral associada a T. FEntdo, para
quaisquer x € H e a,b € IR, verificam-se as igualdades

+oo
(a) / d|Bxzl? = |(I - By)a?

(b) / 4| Exz|? = || Eazl)® .

— 00

Demonstragao. Por um lado, usando as propriedades da familia espectral,
bem como as do integral de Riemann-Stieltjes, pode justificar-se que

+oo M n
| dimal = [ Bl = tin Y 1B alf - 1Byl
=0
= tim [ Bs,. ]~ Bl = [Bnel? — | e
= ol ~ |1 Boal = 1o~ Bual?

o que prova (a). Por outro lado, também se tem

[ amatr = [ aimet? = im 3 1B l? - 15002
0o m—0 n =
= lm||By,,,2|* = | Exzl® = || Eaxll® — | Em—ox|?
= [|Ea|?,
o que conclui a prova. O

Lema 3.64. Sejam H um espago de Hilbert, T : H — H um operador auto-
adjunto limitado e {Ex}rer @ famdlia espectral associada a T. FEntdo, para
quaisquer x,y € H e p € R, tem-se

(a) | Ta]? = /R N2d|| Exal? ;

(b) <E#T:ZT, y> = <TE#:E7y> ;
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A2
(€) M <Az = (f(T)z, (Ex, — Ex))z) = A FO dl| Bzl -

Demonstragdo. Para provar (a) basta observar que
|Tz|* = (Tz, Tx) = (T?zx,z) = / MNd||Exx|]? .
R
Por outro lado, (b) decorre de

(B Ta,y) — @LE&%:/AMBme%:/AMEEww>
R R

/M@wa:@%w%
R

Finalmente, para provar (c), comecemos por notar que

E>\2 — E>\1 se A1 <A< A
FE\ (E)\z — E>\1) = Ey — E)\l se A <A< Ao
0 se A< A <A,

logo, para x € H (fixo) a funcdo A € R — (z, E) (E), — E),) x) é constante em
IR\ [A1, A2], 0 que permite justificar a terceira igualdade abaixo
<f T A2 T E>\1) >

,(E
/f E)\:E E>\2 E)\l /f CCEA E)\2 E)\I)I>

=/ f( )d (z, (Ex — Ex,)x) = A f(A)d<(EA — Ex )z, (Ex — Ex)z)
A2 A2
= N f()\)d((EkI,E)\CL» — <E>\1I,E)\1.’L'>) = N f()\)d <E>\$,E)\.’L'> .
O

Observagao 3.65. O Teorema 3.60 permanece vdlido se, no seu enunciado, p,
p1 e pa forem substituidos por fungées reais f, f1 e fa continuas em [m, M].

Teorema 3.66. Sejam H um espaco de Hilbert, T um operador limitado auto-
adjunto em H e {E\}xer a familia espectral associada a T. Entao:
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(a) op(T') € o conjunto dos Ao € IR tais que E,- # Ey,, € R(Ex, — EAS) €o
subespaco gerado pelos vectores proprios de T associados a Ag.

(b) 0o(T') € o conjunto dos A € R tais que Ex- = Ex e Ex, # E\, para
A< A< Aa.

Demonstragao. Sendo A\, \g € R e x € H, tem-se

(T = D)z = / (A — Xo) dBra (3.35)
R
e, também,
(T = AoD)||? = / (A= 20)2d | Exe])? . (3.36)
R

Suponha-se que A\g € 0,(T), i.e., Ao &€ um valor proprio de T. Seja x # 0 um
vector proprio associado. Entao, Tx = Aoz, logo, para estes A\g e x, o primeiro
membro e, portanto, também o segundo membro, da igualdade (3.36) é zero.
Consequentemente,

—+oo
/ (A= Xo)?d||Exz||* =0

A

1

para todo o A\; € IR. Daqui decorre que para A\ > A\g é
+oo
0= [ dlEsl? = 1o - Byl
A1

sendo a ultima igualdade justificada pelo Lema 3.63. Conclui-se que Ey,x = x
para todo o A1 > Ao, logo, pela continuidade & direita dos elementos da familia
espectral,

Eyr=x. (3.37)

Por outro lado, se A\; < Ag, usando argumentos analogos aos precedentes, mas
agora aplicados ao integral fj;o()\ — Xo)%d||Exx|]? , mostra-se que Ey,z = 0
para A1 < Ao, donde

E,-x=0. (3.38)

0
De (3.37) e (3.38) decorre que E), # E,- e (Ex, — E,- )z = x, o que implica
ainda z € R(E\, — E)\g). Reciprocamente suponha-se que Ex, — E,- #0e
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x € R(EN, — EAfT)’ com z # 0. Entao, x = (E), — E)\g)y para algum y € H,
logo, por (3.36),

(T = AoD)z]®

2
/ (A=Xo)*d HEA(E,\O - EA;)QH
R

limﬁ/ ()\—)\0)2d|\E)\ (Ex, —Ea)yH2
ws (3.39)
= lim [ (A=20)2d|Exyl?

a~>)\g o

:O,

donde Tz = Aoz, logo Ao € 0,(T). Isto prova (a).

Prove-se agora (b). Suponhamos que E\- = Ex,. Entdo Ao ¢ o,(T), por
(a), pelo que as tnicas possibilidades sdo ou Ay € p(T) ou Ao € 0.(T) (ja que,
pelo Teorema 3.47, o,.(T) = 0). Se existir um par (A1, A2) tal que A\; < Ao < Ao
e B\, = E\,, entao é claro que E) = E), = E), para todo o A € [A1, A2], logo
f):\f d||Exz]| =0 e, para todo o z € H, obtém-se

I(T = NoD)z|]? = /}R (A= Xo)%d | Exe|? > o? /}R |Exal? = o ||z |

onde a é escolhido tal que 0 < @ < min{Ag—A1, Aa—Ao}. Assim, | Th,z| > «flz|,
logo Ao € p(T). Por outro lado, se Ex, # E, para todo o par (A1, A2) tal que
A1 < Ap < A2, entdo necessariamente \g € o.(T). Com efeito, caso contrario,
seria \g € p(T), logo existiria vy > 0 tal que | Tx,z|| > v||z|| para todo o x € H,
donde

M M
/ (A= 2o)2d || Exzl? > 72/ d|Exe|?, zeH, (3.40)
—0 _
o que implicaria E) constante para A € [A\g — v, Ao + 7] (sendo, existiriam
0<n<~vyey€ H tais que & := (Exy4n — Ex,—n)y # 0; para este z seria
Eyz = 0 para A < Ao — 71 e Eyx independente de A para A > Ay + 7, logo de
(3.40) viria

Ao+n 9 Ao+n 5
[ o0 aimal?z? [ alEal®
A

] Ao—n
o que é uma desigualdade impossivel, uma vez que o segundo membro é estri-
tamente positivo e o primeiro membro é estritamente menor que o segundo, ja
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que (A—Xo)? < n? < ~% para A € [\g —7, Ao +1)]), contrariando Ey, # E,, para
A1 < Ao < A2. Reciprocamente, se A\g € 0.(T"), o argumento anterior mostra
que ndo pode existir um par (A1, A2) tal que A\ < A\g < A2 e E), = E),. Por
outro lado, néo pode ser E,- # E,, pois op(T)No(T) = 0. O

Observagao 3.67. Decorre do teorema precedente, e da sua demonstragdo, que
Xo € p(T) se e so se existe um par (A1, A2) tal que A\y < Ao < Az € Ex, = E,.
Em particular, se Ao € p(T') entao, necessariamente, E/\; =FE),.

3.7 Espectro essencial. Teorema de Weyl

Nesta seccao, H designa um espaco de Hilbert e T' € um operador linear limitado
auto-adjunto em H. Nestas condigoes, de acordo com o Teorema 3.47, tem-se
o-(T) =0, logo

o(T)=0.(T)Uop(T) .

Definigao 3.68. Chama-se ponto limite do espectro de T' a todo o ponto que
pertenca ao espectro continuo, ou que seja ponto de acumulagdo do espectro pon-
tual, ou que seja um valor préprio de T de multiplicidade infinita. O conjunto
dos pontos limite do espectro chama-se espectro essencial de T, e designa-se por
Oess (T)

Decorre imediatamente que o(T) admite uma decomposi¢ao do tipo

o(T) = O'I{(T) U 0ess(T)

(reunido disjunta), onde o} (T") := (') \ 0ess(T') € um conjunto constituido ape-
nas pelos pontos isolados do espectro que sao valores proprios de multiplicidade
finita. Por vezes, a of (T') também se chama espectro discreto.

A proposicao seguinte caracteriza o espectro essencial de um operador limi-
tado auto-adjunto por recurso a familia espectral associada, {E)}acRr-

Teorema 3.69. Um numero real pu é um ponto limite do espectro de T se e
s0 se o operador E(A) := E, — E, tem contradominio com dimensao infinita,
qualquer que seja o intervalo A := (a,b) que contém p no seu interior.

Demonstragao. Suponhamos que g nao é ponto limite do espectro. Entao
existe um intervalo A = (a,b) contendo p e que ndo contém nenhum ponto do
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espectro excepto, possivelmente, o proprio p, que, neste caso, serd um valor
proprio de multiplicidade finita. Assim, ou em A n&o existem elementos de
a(T), logo Ey = E,, o que implica R(E(A)) = {0}, de dimensao zero, ou entao
w € o unico elemento de o(T") (necessariamente elemento de o,(T)) que pertence
a A, caso em que

E(A)=Ey,-E,=E,—-E,-,

deduzindo-se entdo do Teorema 3.66 que R(E(A)) é o subespago proprio asso-
ciado ao valor proprio p e, portanto, R(E(A)) tem dimensao finita.
Reciprocamente, suponha-se que existe um intervalo A = (a,b) contendo u
no seu interior e tal que F(A) tem contradominio com dimensao finita. Entao,
por definico de familia espectral, £, — E, < E, — E, = E(A) e, portanto,
entre a e p s6 pode existir um namero finito de valores proprios de T'. Logo u
nao pode ser um ponto limite do espectro de T O

Teorema 3.70 (Critério de Weyl). O nimero real i é um ponto limite do
espectro do operador limitado auto-adjunto T se e sé se existe uma sucessao de
elementos do dominio de T, {fn}22,, tal que

Demonstragao. Suponha-se que p é um ponto limite do espectro de T'. Con-
sideremos uma sucessao de intervalos encaixados, Iy C Iy C Iy C ---, que
contém g no seu interior e cujo didmetro tende para zero. Pelo Teorema 3.69,
cada subespago Y, := R(F([,)) tem dimensdo infinita (o operador E(I,) é
definido como no Teorema 3.69) e, portanto, existe uma sucessdo ortonormal

{fn}5%, tal que f,, €Y, para cada n. Assim, tem-se

(T = ) ful > = (T = uI) E(L) ful* = /1 (A = w)?d||Exfal?
(diam I,)2|| £ |12 = (diam ,)? — 0,

IN

e como toda a sucessao ortonormal num espago de Hilbert converge fraca-
mente para 0 (consequéncia da desigualdade de Bessel) conclui-se que a sucesséo
{fn}5%, satisfaz as trés propriedades requeridas.

Reciprocamente, suponhamos que existe uma sucessio { f, }52, que satisfaz
as trés condigbes anteriores, e prove-se que p é, necessariamente, um ponto
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limite do espectro. De facto, se A = (a,b) é um intervalo que contém g no seu
interior, entao para todo o elemento f do dominio de T verifica-se

2 e
=D fIP = [ o= wralEg?

+oo
(b— / B + (a - p)? / d|Exf|?

— 00

Y

= (b=’ = E)fI* + (a — w)? | Eafl?,

sendo a tultima igualdade justificada pelo Lema 3.63. Em particular, para f = f,
(n =0,1,2,--) e tendo em conta a hipotese, decorre que (I — Ep)f, — 0 e
E.fn — 0. Assim, (I — E(A))f, — 0 e, consequentemente, novamente pela
hipétese,

Jim [[E(A) ful = lim [|fn] = 1.

Ora, se p nao fosse ponto limite do espectro, entdo o subespago Y := R(E(A))
teria dimenséo finita para algum intervalo A. Mas, neste caso, a convergéncia
fraca da sucessdo {f,}22, para zero implicaria a convergéncia forte de sucessao
{E(A) fn}52, para o mesmo limite, o que seria contraditério com o facto de ser
lim,, o0 [|[E(A) fr] = 1. O

Uma das consequéncias mais importantes do Critério de Weyl é a proposigao
que a seguir se estabelece.

Teorema 3.71 (Teorema de Weyl). Se T é um operador limitado auto-
adjunto e K € um operador compacto, entao

Oess(T + K) = 0ess(T) .

Demonstragao. Pelo critério de Weyl, u € 0ess(T') se e s6 se existe {fn}02
tal que [|fn]l =1, fa = 0e (T —pul) f, — 0. Como K é compacto, K f,, — 0
(fortemente). Assim, p1 € 0ess(T) se e sO se existe {f,}52, tal que || fn|l = 1,
fo—=0e(T+K—ul)f,—0,sees6se pu€oess(T+K). O

Concluimos o capitulo estabelecendo um resultado de transformagao do es-
pectro essencial de um operador auto-adjunto limitado, cuja prova decorre tam-
bém do Critério de Weyl.
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Teorema 3.72. Se T é um operador auto-adjunto limitado, entao

q(0ess(T)) = 0ess(q(T))

para qualquer polindmio nao nulo q.

Demonstragdo. Seja p € q(0ess(T)). Entdo p = g(A), com X € g.55(T"). Pelo
Critério de Weyl, existe {f,}52, tal que ||fn]| =1, frn = 0e ||Tfn— Afull — 0.
Ora, sendo um polinémio, g admite a representagao

q(z) —q(y) =r(z,y)(z —y) ,

onde r(x,y) é um polinémio em x e y de grau k — 1, se k designar o grau de q.
Assim, também

q(T) — g\ =r(T,\)(T = M) .

Como (T, \) é uma combinagao linear de poténcias de T entao é também um
operador linear limitado, logo

19(T) fro = ) full < Ml (T VT fr = Afull = 0,

e deduz-se que p = q(A\) € 0ess(q(T)), atendendo ao Critério de Weyl. Por-
tanto, q(oess(T)) C 0ess(q(T)). Para provar a inclusdo contréria, fixemos
1€ 0ess(q(T)). O polinémio ¢(x) — p admite a factorizagao

qz) —p=(z =)@ —A) -+ (x— M),
onde A1, ..., \; sdo os zeros da equagdo algébrica g(z) = p. Entao, também
q(T)—pIl = (T —MD)(T —XI)--- (T — N D) . (3.41)

Vamos provar que
Fe{l, -k} : N\ €0ess(T), (3.42)

o que permitira concluir que p = g(\;) € q(0ess(T)), como se pretende. Suponha-
se que (3.42) ndo se verifica, i.e.,

AN € C\oess(T), Vie{l,--- k}. (3.43)
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Entdo, cada A; (i = 1,---,n) ou estd em of(T), ou em p(T). Se todos os
A1, -, Ak estdo em p(T) entdo os correspondentes operadores resolventes exis-
tem e sdo limitados, e de (3.41) podemos escrever

T — M1 = fi(T)(q(T) — pI) (3.44)

onde f1(T) := (T — M\eI)™ YT — A1 D)™ -+ (T — X\aI)™1, que ¢ um operador
linear limitado. Ora, como u € o.45(q(T")) entdo existe {f,}52, tal que

Ifall=1, fo—=0 e ll¢(T)fn—pfull = 0. (3.45)

Assim, atendendo a (3.44), vem || T fn, — A full < 11D 1a(T) fr — pfull — 0,
o que implica A; € 0.55(T), contrariando (3.43). Por conseguinte, pelo menos
um dos \; terd de pertencer a Ug (T'). Sem perda de generalidade, suponha-se
que os primeiros m A;’s (com 1 < m < k) estdo em o} (T), e os restantes k —m
em p(T), i.e.,

Ay Am €L (D), A, Ak € p(T) . (3.46)

(Assume-se que se m = k entdo nenhum \; estd em p(7T).) Nestas condigdes,
parai € {m+1,--- k} os operadores T'— \; I s@o invertiveis e os correspondentes
operadores resolventes sdo limitados e, consequentemente, novamente por (3.41),
podemos escrever

(T = A I)(T = AmiD) -+ (T = M) = f(T) (¢(T) — ) (3.47)

onde f(T) := (T — M\ I) YT — Xg—1I)™ - - (T — A1) ™1, que é um operador
linear limitado. Agora, para a sucessdo {f, 52, satisfazendo (3.45) é claro que
IT fr — A1 fnll 7 0 (caso contrario, pelo Critério de Weyl, seria A € 0ess(T)).
Logo existem €; > 0 e uma subsucessao { fy, 720 tal que T fr; = Aifu,ll = €1
para todo o 7 =0,1,2,---. Defina-se

Tf’n,]‘ - >\1fnj

frji= oo Do
BT fay = Myl

j:071727"' .

Entao || f1,;]| = 1 para todo o j. Além disso, tem-se 0 < €1 < || fpn; — A1 fon; || <
[T —A1I]| para todo o j, logo a sucessao {v; := 1/||T fn; — A1 fn, ||}520 esta bem
definida e é limitada inferiormente por 1/||T — A1I|| e superiormente por 1/e;.
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Em consequéncia, como f, — 0 e T — A1 é um operador limitado, deduz-se
que fi1; = 0 (j — 400). Por outro lado, de (3.47) obtém-se

(T = And) (T = XeD) fr5 = 05 (a(T)fu; = pfn;) =0 (j — +00).

E claro que ||Tf1., — Aafinll 7 0 (sendo seria A2 € 0.55(T)). Logo existem
€2 > 0 e uma subsucessao { f1,n; }520 de {fi.n}nro tal que [|Tf1n; — A2 fin,l >
€2 para todo o j=0,1,2,---. Defina-se

T fin; — A2 fin,
T frm; = X2 frmll

f?,j:: 32071727

Entéo, como acima, tem-se || f2 ;|| = 1 para todo o j, f2,;, =0 (j — +00) e
(T = AmI) - (T = Asl) fo; = 0 (j — +00) .

E, enfim, prosseguindo sucessivamente com este processo, ao fim de m —1 passos
podemos garantir a existéncia de uma sucessao { fm—1,;}3%, tal que || -1l =
1 para todo o j, fm—1,; =0 (j — +00) e

1T fm-15 = Amfm—141 =0 (G — +00).

Mas, isto implica A, € 0css(T), absurdo. Fica assim provado (3.42), o que
conclui a demonstracao. O



Capitulo 4

Operadores de Jacobi
assimptoticamente periddicos

Neste capitulo introduzimos a classe dos operadores de Jacobi e analisamos a
sua forte ligagdo com a teoria dos polinémios ortogonais. Serd dada particu-
lar atengao ao estudo de operadores de Jacobi assimptoticamente periddicos,
em particular nos seus aspectos que envolvem a teoria espectral. Estabelecer-
emos uma ligagao entre estes operadores e a teoria apresentada no Capitulo 2
envolvendo transformagoes polinomiais, o que permitird apresentar uma prova
alternativa as existentes na literatura para a caracterizacao do espectro de tais
operadores. As referéncias bibliograficas mais utilizadas foram a monografia [3],
[21] e [18], bem como os artigos [1], [17] e [11].

4.1 Operadores de Jacobi. Aspectos basicos

Como ¢ usual, £2(C) designara o espago de sucessoes

é?(c) = {(5n)n>0|£n S C (TL = 071725' ) € Z |€n|2 < OO} B
n=0

101
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munido com o produto interno

+oo
<:E7y> = ngﬁk ) T = (577,)1120 S 62(0) 3 Yy = (nn)nZO S £2(C) 9
k=0

o qual induz a norma

00 1/2
Jall == (Z w) L @ = (Ea)nzo € £2(C) .
n=0

Designaremos por {ex}7°, a base canonica usual de ¢%(C), i.e.,
ek::(oaov"'aovlaov"')a kENO

(com o “1” a figurar na posi¢ao k + 1). {er}p>, é um sistema ortonormado
maximal (base hilbertiana) em ¢2(C).

Existe uma classe de operadores em ¢2(C) que estdo intimamente relaciona-
dos com sucessoes de polindmios ortogonais. Tais operadores foram introduzi-
dos por Jacobi no decurso das suas investigagoes sobre calculo variacional, razao
pela qual sao actualmente designados por operadores de Jacobi. Neste trabalho
adoptaremos a seguinte

Definigao 4.1. Um operador linear T em (?(C) diz-se um operador de Jacobi
se existirem duas sucessoes de numeros reais {an S, e {bp 152y, com apy1 >0
e b, € R para todo o n € Ny, tais que

Tx = (ant18n+1 + bnbn + anbn—1)n>0 (4.1)

para todo o © = (&,)n>0 € D(T'), com a convengdo §&_1 = 0. O dominio de T é
definido de forma a ser um “dominio maximal”, i.e.,

D(T) :={z € *(C) | Tx € £*(C)}. (4.2)

Decorre imediatamente da definicdo precedente que a matriz de T relativa-
mente a base canénica de £2(C) , {e,}52, é

bo aq 0 0
aq bl a9 0
J=|0 a by az - | (4.3)

0 0 as bg
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J diz-se a matriz de Jacobi (infinita) associada ao operador 7. Decorre que,
formalmente, para um dado z € D(T), Tz é o vector de ¢?(C) que se obtém
multiplicando a matriz J pelo vector z, i.e., calculando Jx segundo a regra usual
do produto de matrizes.

Observagao 4.2. Normalmente, nao faremos distin¢do entre o operador de
Jacobi e a correspondente matriz de Jacobi; em particular, usaremos J quer para
representar a matriz de Jacobi, quer para indicar o correspondente operador de
Jacobi, T.

Teorema 4.3. Seja T o operador de Jacobi definido por (4.1)-(4.2). Entio, T
€ um operador limitado se e s0 se as sucessoes {an}>2 ;1 e {b,}5% sao limitadas.
Nestas condigdes, T é um operador auto-adjunto com dominio D(T) = £%(C) e,
pondo

@ :=8up,>1an, b:=sup,sq|bal, (4.4)

tem-se | T|| <2a+b eo(T) C[-2a—b,2a+ ).

Demonstragao. Sendo T limitado, a desigualdade de Cauchy-Schwarz permite
escrever

|<T6J76k>|§”T”a jak2071527"'7

donde, em particular,
laja| = [(Tejejp) | < NTI e |bsl =[(Teje5) | < Tl

para todo o j = 0,1,2,---, logo as sucessoes {an}; e {b,}22, sdo limitadas.
Reciprocamente, suponha-se que {a,}52, e {b,}22, s@o sucessbes limitadas.
Entéo, as quantidades a e b definidas por (4.4) sao finitas. Considerem-se em
(2(C) os operadores T, Ty e T3 definidos por

T1 ((§n)n>0) = (an€n-1),>0 -
Ty ((gn)nZO) = (bngn)nzo )
T3 ((§n)n>0) == (an+1§n+1)n20
(-1 := 0). Verifica-se facilmente que Ty, T> e T3 sdo operadores lineares limi-

tados em ¢2(C), com |Th|| < a, || T2|| < be ||T3]| < a. Como T =Ty + Ts + T3,
segue-se que T’ é também limitado em ¢2(C) e | T|| < [|T1||+||T2||+ || T3] < 2a+0.
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Agora, os Teoremas 3.43 e 3.44 asseguram que o(T) C [-2a — b,2a + b]. Fi-
nalmente, nas condigdes da Defini¢cao 4.1 facilmente se verifica que 7' é um
operador simétrico, i.e., (Tz,y) = (x,Ty) para quaisquer z,y € D(T). Assim,
T & auto-adjunto em D(T) = ¢?(C), o que conclui a prova. O

Observagao 4.4. A definicdo de operador de Jacobi apresentada é suficiente
para os propdsitos deste capitulo. Refira-se, porém, que a defini¢ao pode ser
apresentada de forma mais geral, no contexto dos espagos de Hilbert separdveis.
Sendo H um tal espago, um operador T : D(T) C H — H diz-se um operador
de Jacobi se

(i) existe um sistema ortonormado completo (base hilbertiana) em H, {e,}22,
tal que D(T) € um subespago de H algebricamente gerado por {en}S ;

(ii) a matriz do operador T relativamente & base {e,}52, € da forma (4.3),
onde an,b, € C e a, # 0 para todo o n.

Nas condigoes desta definicao, tomando e_1 = 0, verifica-se que T satisfaz
Te, =apen—1 +bpnen + anti€nt1, n=0,1,2,---.

Sucede, porém, que sem hipdteses adicionais impostas as sucessoes {a,}52 1 e
{bn}22,, T pode nao ser limitado, nem auto-adjunto e, neste caso, pode admitir
mais que uma extensao auto-adjunta. FEstes factos tornam consideravelmente
mais delicada a andlise dos operadores de Jacobi, tomando com ponto de partida
esta defini¢cao mais geral.

O exemplo seguinte refere-se a um operador de Jacobi de grande importancia
no estudo deste tipo de operadores.

Exemplo 4.5. Seja Jy : (?(C) — (?(C) o operador de Jacobi definido por

JO = (45)

S O = O
S = O =
—_ o = O
o = O O

Jo satisfaz as sequintes propriedades:
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(1) Jo € limitado e auto-adjunto.
(ii) [ o]l = 2.
(i) 0(Jo) = [~2,2]
(iv) op(Jo) =0, i.e., Jo nao tem valores proprios.

Provemos estas afirmagoes. E claro, pelo Teorema 4.3, que (i) se verifica.
Este teorema justifica ainda que ||Jo|| < 2, pelo que para provar (ii) resta mostrar
que também || Jo|| > 2. Seja z = (£4),,50 € €*(C). Entao Joz = (1,)n>0, onde

MNn ::gn—l +§n+17 n:071727"'

1
oo, ——,0,0,- -
VN

—_———

N vezes

(€-1 =0). Assim, para zy := € (?(C), tem-se

-

5
lzn]|=1, VNeN e ||J0xNH2:4—N/4 (N — 400) ,

donde || Jo|| = supj, = [[Joz|| > 2. Para provar (iii), notemos primeira-
mente que, novamente pelo Teorema 4.3, é o(Jy) C [—2,2]. Além disso, tem-se
o(Jo) = [~2,2]. Uma justificagdo simples deste facto consiste em notar que 3.Jo

é a matriz de Jacobi associada aos polinémios de Chebyschev de segunda espécie
e, portanto, de acordo com o Teorema 4.9 (que sera estabelecido adiante), o es-
pectro e o suporte da medida coincidem. Como, pelo Teorema 1.38, o suporte da
medida associada a estes polinomios é [—1, 1], segue-se que o(Jy) = [—2,2]. Adi-
ante apresentaremos uma prova alternativa deste facto, utilizando uma técnica
diferente baseada numa construcdo adequada de um isomorfismo entre ¢? e o
espaco de Hardy H2. Finalmente, justifique-se que Jy nao tem valores proprios.
Seja x = (&n)n>0 € £2(C). Entao Jox = Az se e s6 se

{ &1 =X
5n—1+§n+1:)\§n, n:1,2,"-.

Entao, pelo Teorema 1.38 deduz-se que

A
gn:Un(§>§07 n=0,1,2,---,
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logo, pondo A = 2cosf € [-2,2], com 0 < 6 < 7 (note-se que isto nao é
restri¢do, pois, por (iii), se existirem valores proprios de Jy terdo que pertencer
ao intervalo [—2,2]), vem

“+o0 2

—+oo
A sin(n + 1)0|°
ol = Y16l = I 3|0 (5)] = ol Z nln + 10
n=0 n=0 =0
sin(n + 1)0 ) L .
e como Z é uma série divergente, se fosse £ # 0 ter-se-ia
~ sinf

x ¢ (*(C ), contrarlando a escolha inicial de . Mas, é 6bvio que { = 0 implica
x = 0. Portanto, Jy nao pode ter valores proprios.

Proposicao 4.6. Se as entradas ao longo das diagonais da matriz de Jacobi J,
definida por (4.3), forem convergentes para zero, i.e.,

lim a,=0= lim b,, (4.6)

n—-+oo n—-+oo

entdo J é um operador compacto em £?(C).
Demonstragao. Seja x = (&;);>0 € £*(C). Entao Jz = (1;)i>0, com
ni = a;i&i—1 + 0§ +aip1§ipr, 1=0,1,2,--
onde se considera ¢_; = 0. Para cada n € IN, defina-se o operador J,, em £ por

Jnx = (770777177727"'77777,—17070707"') .

A hipétese (4.6) implica que as sucessdes {a;}32; e {b;}32, sdo limitadas, logo
decorre do Teorema 4.3 que J,, é limitado em KQ(C) para cada n € IN. Prove-se
agora que J, — J em L(¢?). Fixemos ¢ > 0. Entao, atendendo a (4.6), existe
ng € IN tal que

lan] <e/3 e |bn| <e/3

para todo o nimero inteiro n > ng, e atendendo a defini¢ao de J,, — J, deduz-
se imediatamente do Teorema 4.3 que para n > ng se verifica ||J, — J|| < e.
Assim, podemos escrever

Ve>0dnge N :Vne N, n>ng= ||J,—J|| <e,

o que significa que J,, — J em L£(£?). Pelo Teorema 3.9, conclui-se que J é um
operador compacto. O
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4.2 Operadores de Jacobi versus polinémios or-
togonais
O operador de Jacobi T introduzido na Defini¢ao 4.1 (ou, equivalentemente, a

matriz de Jacobi J em (4.3)), determina automaticamente uma SPO ortonormal,
{Pn}5>y, caracterizada pela relagao de recorréncia

2pn () = ant1Pn+1(x) + bppn(z) + anpr-1(z), n=0,1,2,--- (4.7)
(an > 0 e b, € IR para todo o n), com condigdes iniciais
p_1(z) =0 e po(z)=1. (4.8)
Observe-se que, atendendo a definicao de T,
Te, = anen—1+bnen + anyienrr, n=0,1,2,---. (4.9)
Lema 4.7. Nas condigoes da Definicao 4.1, tem-se
en=pn(T)eg, n=0,1,2,--- (4.10)
onde {pn}52, € a SPO caracterizada por (4.7)-(4.8).

Demonstragdo. A prova sera feita por induc¢ao sobre n. Como po(T) = I
(operador identidade em H), entdo é claro que ey = po(T)ep. Além disso con-
siderando n = 0 em (4.9) tem-se Teg = bpeg +aie1, donde are; = (T —bol)eg =
a1p1(T)eo e, portanto, como a; # 0, obtém-se e; = p1(T)eo, e fica provado
(4.10) para n = 1. Suponhamos agora que se verifica (4.10) para n = k e
n =k — 1, para algum k£ € IN. Entao, usando (4.9) e (4.7), vem

ap+1ep+1 = Tep — aper—1 — breg
= (T'pr(T) — arpr—1(T) — brpr(T)) €o
= apr1pr+1(T)eo ,
donde ep4+1 = pr+1(T)eo, 0 que conclui a prova de (4.10). O

Observacao 4.8. Uma SPO {p,}2,, definida por (4.7)-(4.8), com a, > 0
e b, € R para todo o n, determina uma matriz de Jacobi, J, e, portanto, um
operador de Jacobi, T'. Para um tal operador é vdlida a relagio (4.10). Assim,
o estudo da teoria dos operadores de Jacobi conduz ao estudo da teoria dos
polindmios ortogonais (caso definido-positivo), e reciprocamente.
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Se {pn}22, € uma SPO definida por (4.7) e (4.8), com b, € R e a, > 0
para todo o n, entdo o Teorema de Favard (conjuntamente com o Teorema de
representacdo) assegura a existéncia de uma tunica funcdo de distribuicdo, v,
com suporte infinito e com todos os momentos finitos, relativamente & qual
{pn}32, é ortogonal. O nosso objectivo, aqui, € mostrar que 1) é determinada
pela familia espectral {E) } ek associada ao operador de Jacobi J definido por
(4.3), supondo J limitado. Esta representagao permitira obter uma relagao entre
o espectro de um operador de Jacobi (auto-adjunto) limitado (com entradas
reais nas condigdes acima descritas) e o suporte da correspondente fungdo de
distribui¢ao (medida de ortogonalidade).

Teorema 4.9. Seja J um operador de Jacobi limitado, i.e., J € caracterizado
pela matriz de Jacobi (4.3) com a, >0 e b, real para todo on, e

sup a,, + sup |b,| < 400 .
n>1 n>0

Seja {pn}tn>0 a SPO ortonormada associada a J, definida por (4.7) e (4.8).
Nestas condigoes,

(1) a fungao de distribuicdo ¢ a respeito da qual {pn}n>0 € ortogonal é dada
por

() == (Exeq, e0) = HE,\60H2 , AeR;
(ii) o suporte de ¢ coincide com o espectro de J, i.e.,

supp(¢)) = a(J) .

Demonstragao. Sob as hipo6teses consideradas, e de acordo com o Teorema
4.3, J & um operador auto-adjunto limitado em ¢2(C). Pelo Teorema espectral,
para todo o polinémio p, tem-se

p(J)x = /]Rp()\) dE\z, x¢€*(0). (4.11)

E consequéncia imediata das propriedades da familia espectral {E)}rer que
a funcdo ¥(A\) := (Exep,eo) (A € IR) é ndo decrescente, continua a direita e
satisfaz limy__o ¥(A) = 0 e limy_4o0 (A) = 1. Isto significa que ¢ é uma
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fungao de distribuicao (de probabilidade). Assim, usando (4.11) e o Lema 4.7,
deduz-se

/ Pa(Npm (V) db(A) = / Pa(Npm(N) d(Exeo,c0) = (pn(T)pm(T)eo, c0)
R R

= <pn(T)607pm(T)60> = <en76m> = 5n,mu

para todos os m,n = 0,1,2,---, o que prova (i). Prove-se agora (ii). Fixemos
um namero real \g ¢ o(J). Pelo Teorema 3.66 (ou Observagéo 3.67) existe um
par de ntmeros reais (A1, A2) tal que Ay < Ag < Ag e

A2
/ d<E>\€0,60> =0.
A

1

Seja f € Co(IR, C) (espago das fungdes complexas de variavel real, continuas e
com suporte compacto) com suporte de f contido em (A1, A2). Entao

A2

[ < sw 5o [CdiEalr =0,
R AE[A1,A2] A

Isto implica que Ay ¢ supp(¢). De facto, se fosse A\g € supp(¢), escolhendo f

convenientemente, por exemplo, f ndo negativa e continua e tal que f(A) =0

para A ¢ [A1, A2] e f(A) =1 para A € [Ag — J, Ao + ], com ¢ > 0 escolhido de

modo que [Ag — J, Mg + 0] CJA1, A2[, ter-se-ia

[ 00| 2 600+ w00 =5 >0,

contrariando (4.12). Conclui-se que supp(y)) C o(J). Reciprocamente, seja
Ao € supp(¢)). Sejam A; e Ay tais que

M <Ao< Az, [A, 2] Nsupp(v) =0.

Entao, e atendendo também aos Lemmas 3.64 e 4.7, tem-se

A2
(s = Ex)ememd = [ palNpm(Nd(3) =0
A1
para quaisquer m,n € INg, donde se deduz que ((Ex, — Ey,)z,y) = 0 para
quaisquer z,y € (*(C). Assim E\, = E),, e decorre do Teorema 3.66 (ou
Observagdo 3.67) que Ao ¢ o(J). Logo, o(J) C supp(¢), o que conclui a
prova. O
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Corolario 4.10. Nas condigoes do Teorema 4.9, {pn}S>, € um sistema orto-
normado completo (base hilbertiana) do espago de Lebesque L*(IR, C, ), onde
1 € a medida de probabilidade associada & funcao de distribuicdao 1.

Demonstragao. Sejam a e [ numeros reais, com o < (. Entao, usando as
propriedades da familia espectral, tem-se

(Eqeq, e0) = (EgEqeq, €0) = (Eaeo, Egeq) = Z (Eqeo,er) (Egeo, ex) , (4.13)
k=0

sendo a tultima igualdade justificada pela identidade de Parseval. Por outro lado,
para k € INp, usando sucessivamente (para justificar cada uma das igualdades
abaixo) a relagao (4.10), o facto de T ser auto-adjunto, e o Teorema espectral,
tem-se

(Eaeo,er) = (Eaeo,pr(T)eo) = (pk(T)Eaco, o)

:/]Rpk()\)d<EAEaeo,€o>:/_Oopk()\)d<EAeov€0> (4.14)

:/ D dp .

Assim, usando (4.13) e (4.14), podemos escrever

« +oo « 3
(Eqeo,€0) = / dp = Z/ D du/ pr dit . (4.15)

Sejam xo € xp as fungdes caracteristicas dos conjuntos (—oo,a] e (—o0, 3],
respectivamente. Entao xa,xs € L2(IR, C, ), pois p é limitada, e (4.15) pode
reescrever-se na forma

+oo
/ Xa X dp = Z/ XaPk du/ XBPk djt -
R —0 /R R

Desta relagao, e uma vez que toda a fungao escalonada é combinacao linear de
fungoes caracteristicas, decorre que para quaisquer funcoes escalonadas f e g

‘/ngdﬂ::ZOZ/prkdﬂ‘/Rgpkdu, (4.16)

verifica-se
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e por densidade das fungoes escalonadas decorre que (4.16) é igualmente valida
para f,g € L?(IR,C, ). Finalmente, observando que a relacio (4.16) é uma
identidade de Parseval para o sistema {p,}>2,, conclui-se que {p,}5>, é um
sistema ortonormal completo de L?(IR, C, u). (]

4.3 O operador Jy;

O objectivo, nesta seccao, é estabelecer um lema 1til para a descricao do espectro
de um operador de Jacobi periodico (o qual sera analisado na secgao seguinte),
envolvendo um operador, Jy i, que generaliza o operador Jy = Jy,; introduzido
no exemplo 4.5. Antes, porém, é conveniente introduzir a classe de Hardy, H?2,
que consiste no espago de Hilbert das séries de poténcias

o0

FE) =) 2, (¢)z0€l?,
=0
munido com norma
1/2
oo
1A= D lesl?
=0

Observamos que, se f € H? entdo f(z) é holomorfa na bola unitaria caracteri-
zada por |z| < 1; para |z| = 1 define-se ainda (veja-se [18], e.g.)

= i 2 _ 1 o it 2d
f) =l f2) 1P =5 [ 17 ar.

Lema 4.11. Seja k € IN e designe Jo . o operador definido em €% por

0 I O
I Ox I

Jok=1 0, I, 0 .. (4.17)

(matriz infinita, tridiagonal por blocos), onde O, e Iy, designam, respectivamente,
a matriz nula e a matriz identidade de ordem k. Entao

(i) Jox € limitado e auto-adjunto em ¢*(C).
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(ii) || Jokll = 2.
(ili) o(Jo.k) = Oess(Jok) = [-2,2] .

Demonstracao. Notemos, primeiramente, que o operador Jy i é caracterizado

por Jor = (7;)j>0, onde, para = (&;);>0 € £?,

Ektj se 0<j<k-—1
L ) 418
W { §j—k +8k+y se Jj=>k. (4.18)

A afirmacao (i) é facil de justificar, e a prova de (ii) pode fazer-se adoptando uma
técnica semelhante a que foi utilizada no exemplo 4.5, mas agora considerando

1 1
TN = —,0,"',0,"',—,O,"',0,0,0,0,"' ) NelN.
N VN SN—— VN S——
k—1 vezes k—1 vezes
N vezes

Para provar (iii), vamos usar o isomorfismo entre ¢? e a classe de Hardy, H?,
definido por

+oo
T = (gj)jzo €’ f(z) = ijzj € H?.
7=0

Por meio deste isomorfismo, Jy i é representado em H? por

o)
sh @) = (#+ 5 ) 5@ - L L0 pem.

=

Aqui, Jof representa a fungio de H? correspondente (pelo isomorfismo de-
scrito) & sucessdo (1;);>0 definida por (4.18), sendo (§;);>0 & sucessdo corre-
spondente (pelo isomorfismo) a fungao f dada em H?. Para justificar (4.19)
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basta atender a que

+oo +oo +oo
Jorf)(2) = D omjz? = &yid? + > & r?
7=0 7=0 i=k
400 ‘ 400 ‘ k—1 )
= Y g+ D g - ) g
j=0 j=0 j=0
1 k—1 )
- (Frg)e-Te
j=0

=1 eG) o)
— (Zk + Zik) f(Z) _ ZO f J]'(O) ijk )
j=

Por defini¢ao de espectro, A € o(Jo k) se o operador Jy  — Al ndo tem inversa
limitada. Se A ¢ [—2,2] entdo A ¢ o(Jo,x). De facto, como Jy i é auto-adjunto e
IJo.x]l = 2, entdo o(Jo) C [—2,2]. De seguida daremos uma prova alternativa
deste facto. As ideias contidas nesta demonstracdo alternativa serdo tuteis para
mostrar que, efectivamente, o(Jo ) = [—2,2].

Seja A € IR. Fixemos arbitrariamente g € H? e consideremos a equacio

(JO,k_)‘I)f:gu

para f € H?. De acordo com (4.19), esta equagao pode ser reescrita na forma

k=1 (5
1 f90)
(4 -3 1 - D et =)
J:
donde o
Fg(z) + Y5y L5240 )
f(z) = 22k — A2k 4+ 1 ' (4.20)
Cada raiz z de
2k P p1=0 (4.21)
é tal que w = 2" é raiz de
w? — M +1=0. (4.22)
Designem w™ e w™ as duas raizes de (4.22) e & ,&5, - ,5,;,5?,5;, e ,5: as

2k raizes de (4.21), com (¢,)F = w™ e (§H)F = wh. As rafzes &,&5 -+, &,
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sao todas distintas entre si, e 0 mesmo sucede as raizes £, &, -+ ,5;, pois as
primeiras k sdo as k raizes de indice k da equacio z¥ = w™, e as restantes k sdo
as k raizes de indice k de zF = wt.

Suponha-se que A ¢ [—2,2]. Entao as rafzes w™ e w de (4.22) sdo distintas,
uma das quais tem modulo inferior a um e a outra modulo superior a um,
digamos, [w™| < 1e JwT| > 1 (1), o que implica que as 2k raizes de (4.21) sdo
também todas distintas, k das quais tém modulo menor que um e as restantes
k tém modulo maior que um, i.e.,

Uma vez que f € H?, f tem que ser analitica para |z| < 1, logo cada zero &,
do denominador de (4.20) tem que ser compensado por um zero do numerador.
Assim, deve verificar-se

@ (0 )
(ﬁm)kg(ém)wLZfﬂ()(gm)Jzo, m=1,-k. (4.23)
7=0

Estas m igualdades constituem um sistema linear com k equagoes e k incog-
)
nitas (nas incognitas ! Jj!(o) para j = 0,1,---,k — 1). Este sistema é possivel

e determinado, uma vez que o determinante do sistema é o determinante de
Vandermond

L)) e (@)
be e @ e g

L @) o @)

que ¢ diferente de zero porque §; # & para i # j. Do exposto deduz-se que
dado g € H?, pode determinar-se de forma tnica f € H? tal que

f— 1f(J) j
PO ()+Z i

- )\z’C + 1
1 Com efeito, se alguma das raizes tivesse médulo igual a 1, digamos, lw™| = 1, entdo
também seria |wT| = 1, pois wTw™ = 1, logo viria |A| = |[w™ + wt| < Jw™| + |wT| =2, ie,

A € [—2,2], absurdo. Assim, |w™| # 1, digamos |[w™| < 1, e como w~wt = 1, necessariamente
lwt] > 1.
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sendo o vector ( £90)/4 ')5;3 obtido como sendo a tnica solucao do sistema

(4.23). Consequentemente, o operador Jyr — AI € bijectivo e, portanto, pelo
teorema da aplicagao aberta Jy r — AI tem inversa limitada. Logo A & o(Jo k).
Note-se que o que acabamos de mostrar apenas prova que se A ¢ [—2,2] entdo
A ¢ o(Jox), ie., o(Jok) C[—2,2], o que ja sabjamos!

Suponhamos, agora, que A € [—2,2]. Neste caso as raizes w™ e wT de (4.22)
tém valor absoluto igual a um (?), logo o mesmo sucede as raizes de (4.21), i.e.,

Vamos provar que, neste caso, A € o(Jy ). Para tal, basta mostrar que pelo
menos um zero do denominador de (4.20) (o qual é raiz de (4.21)) ndo é com-
pensado pelo numerador, i.e., para uma escolha apropriada de g (por exemplo
g = 1) néo existe f tal que (Jor — AI) f = g . De facto, suponha-se primeira-
mente que

Eh£¢r, Vrse{l,-- k), r#s.

Como &, --+,&,, §fL, “ee ,5,? tém de ser zeros do numerador de (4.20) entao deve
verificar-se

k=l 1) ,
: Jj|(0) (&) == a(&) . m=1,k, (4.24)
Jj=0 )
D0 iy A
TG == () g (en) . m=Lek (4.25)
=0

Aplicando a regra de Cramer aos sistemas (4.24) e (4.25), com g = 1, obtemos
(resp.)
FO) = (=DM g e fO)= (D)% gl
donde
&8 =& ¢ (4.26)
Como os pontos &, ,---,&; sao nimeros complexos localizados numa circunfer-

éncia de raio unitério, e igualmente espagados uns dos outros ao longo da circun-
feréncia, e o mesmo sucede a {f‘, e ,52' , concluimos que existem «, 8 € [0, 27)

2 De facto, se A € [—2,2] entdo w™ = % ewt = #, com p:= V4 — A2,
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tais que, a menos de reordenagao,
£ =elotm=DF o b — D oy Lk (4.27)

Daqui e de (4.26) deduz-se e?*? = ¢ o que implica que o = 6 e, portanto,
& =& param=1,---,k, o que é uma contradigao. Suponha-se agora que

s el k) & =&

Como [£7] = |€F]| = 1, (4.27) implica que, a menos de reordenagao, &, = &
para todo o m = 1,---, k. Logo, pondo &, =&, = &L (m =1,---,k), segue-
se que os &, (m = 1,--- k) s@o zeros duplos do denominador de (4.20) e,

consequentemente, deve verificar-se

—1 @) (0)
E0g, +hglen =0, m=1.k. 42)

N

<.
Il
o

k—1 () .
> f;f,(o)jﬁﬁn‘l +RE T g(Em) + g (Em) =0, m=1,--- k. (429
j=1 '

Tendo em conta que &, - - -, & sdo raizes de indice k da unidade, temos ¥ = 1
para todo o m = 1,---,k. Aplicando entao a regra de Cramer ao sistema
(4.28) concluimos que f’(0) = 0. Por outro lado se aplicarmos a regra de

Cramer ao sistema formado pelas primeiras k — 1 equagoes de (4.29) obtemos
f1(0) = —k(=1)F&1& -+ - &1 Decorre que £1&--- &1 = 0, o que é absurdo.

Isto conclui a prova de que o(Jox) = [—2,2]. Omitimos a prova de que tam-
bém oess(Jo.x) = [—2,2], a qual se pode fazer usando argumentos que serdo
apresentados na seccao seguinte. O

4.4 Operadores de Jacobi periédicos

Fixemos um ntmero inteiro k > 2. No que vai seguir-se, Jper designard a matriz
de Jacobi periddica de periodo k definida por

bo al 0

ai bl as e
Jper = 0 as b2 .. (430)
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onde {a,}2; e {b,}5%; s@o sucessOes de nimeros k-periddicas, i.e.,
Umktj = a5 € bmpy; =05, j=1,---.k (4.31)
para todo o m =0,1,2,---, com by := bx. Assume-se também
a; >0, bjelR, j=12,--- k.

Pelo Teorema 4.3, Jper define um operador linear limitado e auto-adjunto em
(2(C), com a operacio usual de multiplicagdo de matrizes, tendo-se
| Jperll <2 max a; + max [b,] .
1<5<k 1<5<k

O nosso objectivo é descrever o espectro, bem como o espectro essencial do
operador J,e, . Estas descricoes foram realizadas por A. Matée, P. Nevai e
W.Van-Assche em [17], bem como por A. Almendral-Vasquez em [1]. No que
se segue, vamos proceder do seguinte modo: primeiro apresentamos as duas
descrigoes acabadas de referir, e em seguida veremos como o espectro deste
operador pode ser determinado usando o Teorema 4.9 e os resultados do Capitulo
2 sobre transformagoes polinomiais.

4.4.1 Descricao do espectro essencial de J,,

Os resultados desta sec¢ao estdo contidos em [1]. Para cada m = 0,1,2,--,
consideremos a sucessao de polinbmios {Pﬁm)}nzo gerada pela relagao de recor-
réncia a trés termos

condigdes iniciais PET)(Z) =0e Pom) (z) = 1. Observe-se que {P,gm)}nzo nao é

outra sendo a sucessao dos polindémios associados (monicos) de ordem m corre-
spondente & SPO ortonormada associada & matriz de Jacobi Jyer. Seja

ar(z) == (arag---ag) " (P]go) (2) — aiP,gi)Q(z)) . (4.32)

Qualquer combinacao linear de poténcias de J,e; também define um operador
linear limitado em ¢%(C), logo qx(Jper) € L(£%(C)).
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Lema 4.12. Seja Jper a matriz de Jacobi definida por (4.80)-(4.31) e seja qx
o polinémio dado por (4.32). Entao

A I, 0
I 0 Iy ..
qk(Jpcr) = Ok Ik Ok y (433)

onde Ay, I e 0p denotam matrizes de ordem k, com Iy a identidade e O a
matriz nula.

Demonstracao. Note-se que para m = 0,1,---, a m—ésima poténcia de Jper
¢ uma matriz simétrica. Assim, para 0 < m < k, cada poténcia (Jper)™ pode
escrever-se como uma matriz tridiagonal por blocos da forma

Sm (xm)t 0

m Tm Ym (:Cm)t T
(Jpcr) = Ok T Ym . y (434)

onde X, Ym € Sy SA0 matrizes de ordem k, com y,, simétrica e x,, triangular
superior. (A notagao z! indica a transposta da matriz 2.) Além disso os ele-
mentos da diagonal principal de x,, sao zero excepto possivelmente para m = k.
Em particular, para m = 1, tem-se

0 0 Qg bo aq 0
0 .. 0 0 ap b1 ap

= T 0 a by e | (4.35)
0 0 O

Considere-se a matriz de ordem k definida por Jy := x1 + y1 + (xl)t. Prove-se
por inducao matematica que

I =T 4 Ym + (), m=0,1,--- k. (4.36)

Para m = 0 e m = 1 a igualdade verifica-se, obviamente. Suponha-se que o
resultado é valido para um inteiro m tal que 0 < m < k — 1 e prove-se que,
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entao, também é vélido para m + 1. De facto, como (Jper)™ ™ = (Jper)™ Jpers
deduz-se

ITm+1 = ITml1 + Ym1
Tm+1 b= Ym (xl)t + (xm)t U1
( ) t t
Ymr1 = Tm (1) + (@Tm) 21+ Ymy1,

donde
Tm+1 + ($m+1)t + Ym+1
= Tt + Ym@1 + Ym (1) + (@) 01 (4.37)
2 (21)" + (@m) 21+ Y1 -

Por outro lado, usando a hipétese de inducao, vem

T = g = (:cm +Ym + (wm)t) (:vl +u+ (:vl)t)

LYt + YmT1 + Y (21)" 4 (@m) 11
2 (21)" + () 21+ Y1

sendo a tultima igualdade justificada pelo facto de x,, ser uma matriz triangular
superior com todos os elementos da diagonal iguais a zero, o que implica x,,z1 =
(2m)" (#1)" = Og . Assim, comparando a expressdo obtida para J" ! com (4.37)
obtém-se J,’C”Jrl = Tmy1 + ($m+1)t + Ym+1, 0 que completa a prova de (4.36).
Seja agora p(§) = anzo rm&™ um polindmio qualquer de grau < k. Entao

szt 0y
k T Y bt ...
D (Jper) = Z rm(’]per)m = 0 = y . R (438)

m=0

onde z, y e s sao matrizes de ordem k, com x triangular superior e y simétrica,

que satisfazem
p(Jy) =z +y+at. (4.39)

Designe J], a matriz tridiagonal periédica de dimenséo infinita que se obtém

de Jper substituindo ay por —ay. Entao

m=0

s —xt 0y
k —r it

y X

p(’];/)cr) = Z rm(‘]{)cr)m = 0 —x Y
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onde z, y e 5 530 as mesmas matrizes de (4.38). Mas, se J|, := —x1 +y1 — (21)°,
entao verifica-se

—z+y—2'=p(J}). (4.40)
Constata-se facilmente (usando propriedades elementares dos determinantes)
que os polinémios caracteristicos de Jj, e J}, sao iguais a (resp.)

det(\[y — Jy) = —2a1---ap+ Q(N)
det(Mp — J}) = 2a1---ar+ Qr(N) ,

onde Q(\) := PISO)(/\) - aiP,El_g(/\) , logo, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
Qr(Jr) = 2a1---axly
Qk(‘]l/c) = —2&1 Qg Ik .

Agora, tomando p = Q em (4.39) e (4.40) obtém-se

Qr(Jr) = 2a1---aply, = z+y+at

4.41
Qr(J) = —2a1---aly = —-x+y—at. ( )

Daqui, somando, obtém-se y = 0, logo, como x ¢é triangular superior, deduz-se
também de (4.41) que = ay - - - ay, I, e a igualdade pretendida (4.33) decorre
entdo de (4.38), tomando p = g, = (a1 ---az) Q% . O

O teorema seguinte foi estabelecido por A. Almendral-Vasquez [1]. (Desta-
camos que a prova se adapta ao contexto mais geral das matrizes de Jacobi com
entradas complexas.)

Teorema 4.13. Seja Jper 0 operador de Jacobi definido por (4.30). Entdo

dk (U(Jper)) =0 (Qk(Jper)) = U;J: (Qk(Jper)) U [_2= 2] ) (4-42)

onde o (qr(Jper)) € um conjunto que contém apenas pontos isolados de IR\[—-2, 2],
0s quais sao valores proprios de multiplicidade finita do operador qi(Jper). Em
particular,

Uess(Jper) = {Z eR: Qk(z) € [_272]} : (443)

Demonstragao. Seja J := qi(Jper) — Jo k. Entao, J € L(¢*(C)). Além disso,
de acordo com a defini¢do de Jy i e o Lema 4.12, dimR(J) < oo, logo J é um
operador compacto em £2(C). Assim, usando o Teorema de Weyl, tem-se

Uess(qk(Jpcr)) = Uess(J + JO,k) = Uess(JO,k) = [_272] ) (444)
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sendo a ultima igualdade justificada pelo Lema 4.11. Por outro lado, pelo teo-
rema de transformacao do espectro (Teorema 3.40), tem-se

@ (0(Jper)) = 0o(qr (Jper))
= O'g (qk (Jpcr)) U Oess (qk (']pcr))
= ol (g (Jper)) U[-2,2] .

Isto prova (4.42). A relagdo (4.43) é consequéncia de (4.44) e do Teorema
3.72. 0

4.4.2 Descricao do espectro do operador J,,

O teorema seguinte, que caracteriza o espectro de Jpe, , foi estabelecido por A.
Maté, P. Nevai e W. Van-Assche [17].

Teorema 4.14. Seja Jper 0 operador de Jacobi definido por (4.30). Entao, com
possivel excep¢io de um nimero finito de numeros reais, o(Jper) € 0 conjunto
dos numeros reais X\ tais que

k
|D0,k71(/\) - aiD1,k—2(/\)‘ <2 H aj , (4.45)
j=1
onde

bm - )\ Am+1 0 0 0

Qm+1 bm+1 - A Am 42 0 0
Dypn = (4.46)

0 0 0 bpn_1— A an

0 0 0 an bp — A

sem<n, e Dy =1 paran <m.

Observagao 4.15. Uma vez que o espectro € um conjunto fechado, aparente-
mente poderia pensar-se que o(Jper) poderia ser descrito, de forma alternativa,
como o conjunto dos numeros reais A tais que

k
|Dok-1(N) — az Dy g2V < 2] ] a; - (4.47)
j=1
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Acontece, porém, que o conjunto dos nimeros reais A descrito por (4.47) nao
€ o fecho do conjunto dos nimeros reais \ descrito por (4.45), uma vez que o
conjunto descrito por (4.47) pode conter pontos isolados. E claro que pontos
A que ndo pertencam ao conjunto descrito por (4.45), mas pertencam ao seu
fecho, sao pontos do espectro, mas como existem no mdzimo 2k pontos A que nao
pertencem ao conjunto descrito por (4.45) mas pertencem ao seu fecho, esses
pontos (que pertencam, eventualmente, ao espectro) jd estao contabilizados no
enunciado do teorema.(®)

Demonstracao do Teorema 4.14. Tal como para o estudo do operador Jg j
anteriormente considerado (cf. sec¢ao 4.3), vamos fazer uso do espago de Hardy
H?. Seja f € H?. Entdo, f admite a representagao

k—1

J2) =20

=0

onde 27 f; (2%) “recolhe” os termos com expoente congruente com j (modk) que
figuram na série de poténcias que representa f(z). Assim, o operador de Jacobi
Jper pode ser representado em H? por

(Jperf) (2) = ) (a;27 1+ b;27 4+ aj 127 7Y) f3(2") — arz™" fo(0),  (4.48)

J

E
—

Il
=]

onde ag := aj. Assim, para \ arbitrario, real ou complexo, tem-se

((Jper = AI) f) (2)
= (bo = A) fo(2*) + a1 f1(z%) + 2Fao fr-1(2*)
+ 30 2 (0 f5-1(2R) + (b — ) f3(29) + aja fia(2R))  (4.49)
+ 2871 (=2 7ag fo(0) + 2 *ag fo (2F)
tag—1fe—2(z") + (bp—1 — A) fr—1(z")) .

k—
j=

(Jper =M f=1g. (4.50)

3 Esta observacio esta contida em [17]; adiante faremos alguns comentérios sobre estas
questoes.

Seja g € H?, e ponha-se g(z) = >_ 3 27g;(2*). Considere-se a equagao




Operadores de Jacobi periodicos 123

De acordo com (4.49), esta equagao pode escrever-se na forma matricial
Mi(\, 2)f(2%) = 8(:5) + 2 ap fo(0)ex—1 , (4.51)

onde ¢; designa o vector coluna de R* cuja componente j+1 tem o valor 1 e cujas
restantes componentes tém o valor 0 (para 0 < j < k—1), f := [fo, f1, " -, fk_l]t,
g:=[90,91,"+, k1] e Mi(), 2) & dada por

bo - A 22a2 + a1
M = k = 2
2(A, 2) 24yt by A se :
(§
bo — A ai o --- 0 2Fay,
aq bl - A a9 tee 0 0
Mk(A7Z): (4_52)
0 0 0 s bk_g - A Ak—1
Zﬁkak 0 0 s ap—1 b_1— A

se k > 2. Ora, A ¢ o(Jper) se € s se a equagdo (4.51) admite uma tnica solugdo
f (determinada por §) em H?. (Observe-se que esta afirmacao decorre essen-
cialmente do Teorema da aplicagao aberta; um argumento analogo foi descrito
aquando do estudo do operador Jy j atras analisado.) A equac@o (4.51) tem
certamente solugoes f, mas estas solugdes podem ser funcoes com certas sin-
gularidades. A questao que se coloca é saber se as singularidades situadas no
interior do circulo unitario fechado podem ser compensadas escolhendo f((0) ad-
equadamente, facto que determinara se a solucdo pertence ou nio ao espaco H?2.
As singularidades da solugao do sistema (4.51) resultam do facto de o determi-
nante det (M (), z)) deste sistema ter certos zeros. No entanto, dado g; € H?,
se encontrarmos uma solugao tinica de (4.51) com fy € H? entdo podemos tam-
bém determinar f; € H? para 1 < j < k — 1, uma vez que podemos determinar
estes f;’s substituindo fy no sistema de equagdes dado em (4.51) e eliminando a
primeira equagdo. Uma vez que o menor da matriz My (), z) obtido apds serem
retiradas as 1% linha e 1 coluna é constante e nao singular excepto para um
ntmero finito de valores de ), entdo as solucdes assim obtidas pertencerdo a H?2.
(Note-se que o termo envolvendo z~* no segundo membro da tltima equagio
do sistema (4.51) ndo da origem a singularidades, pois este termo cancela com
um termo semelhante que figura no primeiro membro.) Estes valores de A (em
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namero finito) podem originar valores proprios de Jper, € constituem o eventual
conjunto finito de valores do espectro o(Jper) que nao sado dados por (4.45),
como se refere no enunciado do teorema (que ainda néo provamos!).

Agora, observe-se que

det (My (X, 2))
k
= (—1)’671 (Zk + Zik) H a; — CL%DL]C,Q()\) + Doykfl(A) .

Jj=1

(4.53)

Fixemos A € IR (pode excluir-se a analise do caso A ¢ IR, pois o(Jper) C IR).
Por um lado, se \ satisfaz (4.45), deduz-se de (4.53) que a equagao

det (My(\,2)) =0 (4.54)

tem duas raizes para z* (i.e., 2k raizes para z) sobre a circunferéncia do circulo
unitario. De facto, se (4.54) se verificar entao
_ Dok-1(N) = ai Dy k—2(N)
- k

(_]‘)k Hj:l a;
logo, como A é real e (4.45) se verifica tem-se ¥ + 7% = Oy, com C\ € R e

|Cy| < 2, logo fazendo z* = w deduz-se que a equacio w? — Chxw+1 = 0 admite
como solugoes w) e w;\r, definidas por

A 9 ’

284+ 27k =:Cy ;

e conclui-se que, de facto, [wi| = 1. Por outro lado, se A ndo satisfaz (4.47),
entdo tem-se zF +27% = C), com Cy € R e |Cy] > 2, logo a equagdo (4.54) tem
duas raizes para z*, uma no interior (topolégico) do intervalo [~1,1] e a outra
no exterior deste intervalo (a que correspondem k raizes para z no interior do

circulo unitario, e outras k no exterior deste circulo). De facto, fazendo z¥ = w
deduz-se que a equacio w? — Cyw + 1 = 0 admite como solucdes wy e wj,
definidas por
wi[ :: Cy+£ O§—4,
2
logowy >1A-1<wy <lseCy>2ew, <—-1A-1<w] <lseC)<-2.
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Suponhamos que A é real e tal que (4.47) néo se verifica. Considere-se a
solucdo para a componente fy do sistema (4.51). Usando a regra de Cramer,
tem-se
det (M (A, z))

7@ = )

(4.55)

onde ]Tj(/\,z) ¢ a matriz que se obtém de My (), z) substituindo a primeira
coluna de My, (A, z) pelo vector coluna

[90(9),91(2%), -+ g1 (2F) + 2 Far fo(0)]°
Agora, observamos que
det (M O\, z))
= fo(0) ((~)* 27 Iy a5 — a2 Daa(V)) (4.56)
+ 90(z") D1 k—1(N) + L (g1(2%), -+, gr—1(2%))

onde L (g1, -+, gr_1) é uma combinacao linear de go, - - -, gr_1. Seja £F uma raiz
para z* da equagdo (4.54), pertencente ao interior do circulo unitario. Entdo, a
nao ser que A satisfaca

k
(D' [] aj — aiD1k—2(N) =0, (4.57)

j=1

podemos escolher fy(0) de modo tnico tal que & é zero para z* do polinémio
det (]Tj(/\,z)) Deste modo, fy definido por (4.55) pertence a H?, pelo que

podemos determinar fi, fa,-- -, fx_1 € H? tais que (4.51) se verifica. Conclui-se
que se X é real e tal que (4.47) nao se verifica, entdo A ¢ o(Jper), €xcepto para
um ntmero finito de valores de .

Mostre-se agora que a equagao (4.57) s6 pode ser satisfeita por, no maximo,
um namero finito de valores (reais) de A, desde que &; seja raiz de (4.54). Com
efeito, as equagoes (4.54) (com z = &;) e (4.57) implicam

k
(=& [T @ + Dox-1(N) =0. (4.58)

j=1
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De (4.58) e (4.57) obtém-se

k-1 \?_
(HFl ag) = D1 r—2(AN)Dor-1(A) - (4.59)

Esta ¢ uma equagdo polinomial em X e, portanto, conclui-se que (4.57) s6 é
satisfeita para um ntmero finito de valores (reais) de A.

Finalmente, suponha-se que A satisfaz (4.45) e prove-se que, neste caso,
A € 0(Jper). Uma vez que o espectro é fechado e o conjunto descrito por (4.45)
é aberto, pode ignorar-se um nimero finito de valores de A, pelo que pode
assumir-se que Dq —1(A) # 0. Sejam &F e &k com ’fﬂ = ‘55’ = 1 as duas raizes
para z* da equagio (4.54). Tem-se £§ # &5 como vimos atras. Suponha-se que
go é um polinémio em z e g; = 0 para 1 < j < k — 1. Atendendo a (4.56),
é impossivel escolher fo(0) de modo que fo(z) dado por (4.55) pertenca a H?
para toda a escolha de gg. De facto, a expressao

fo(0) ((—1)]“712%1_[?:1 aj — aiDl,k—z()\)) +90(z*)D1k-1(N)

teria que ter zeros para zF = ¢F e 2F = ¢5. Mas, pode sempre escolher-se go
tal que esta condigdo ndo seja verificada para toda a escolha de fy(0) (basta
considerar g(¢F) = g(€5) ) e, portanto, a equacio (4.51) ndo tem solugdo em
H?. Logo A € 0(Jper), 0 que conclui a prova. O

4.4.3 O espectro de J,., via transformacoes polinomiais

Nos dois paragrafos precedentes, caracterizamos o espectro essencial oess(Jper)
do operador Jyer (Teorema 4.13) e descrevemos o espectro o(Jper) a menos de
um conjunto (de cardinalidade finita) excepcional de pontos (Teorema 4.14).
Neste paragrafo veremos que estes resultados decorrem naturalmente do estudo
apresentado no Capitulo 2, tendo em conta a ligagdo existente entre o espec-
tro de um operador de Jacobi auto-adjunto limitado e o suporte da fungao de
distribuicao a respeito da qual é ortogonal a SPO ortonormada associada a
este operador de Jacobi (Teorema 4.9). Com efeito, o nosso objectivo, aqui, é
mostrar que o (Jper) pode ser descrito por uma transformagao polinomial do tipo
estudado no Capitulo 2. O resultado seguinte refere-se apenas ao caso k = 3,
mas o procedimento implicito na prova aplica-se para k arbitrario. Além disso,
a técnica aqui utilizada (via uma transformacao polinomial) permite identificar
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exactamente o conjunto excepcional de pontos do espectro referido no Teorema
4.14 (e também no Teorema 4.13). A observacao fundamental para esta via de
aproximacao ao problema consiste em notar que, a menos de factores constantes,
os polinémios g e Do p—1 — aiDLk_g considerados nos Teoremas 4.13 e 4.14 co-
incidem com o polinémio 7" introduzido no Capitulo 2 (Teorema 2.1) na situagao
particular em que os coeficientes de recorréncia sao sucessoes periddicas.

Teorema 4.16. Considere-se o operador de Jacobi definido por (4.30) com
periodo k = 3. Definam-se os polindmios

92(%) = (LL' — bo)(l‘ — bl) —ay,
T(x) = (x —bo)(z — b1)(x — ba) — (a1 + az + a3)(x — by)
+az(bg — bz) + az(by — by) ,

dezignem z1 e zo 0s zeros de 0,

Y= T_l ([—2\/a1a2a3, 2\/a1a2a3])

(X € uma reunido de trés intervalos fechados), e ponha-se

by — by —
mlz—l—min{l,%o Zl}, mgz—l—min{l,%o 22}.

az by — 21 a3 by — 22
Entao
Uess(']pcr) =%
e
b se my =0, mo=0;
(Jour) YU {2z} se mp =0, ms>0;
o(Jper) =
pe YU{z} se mq >0, ms=0;

YU{z1,22} se m1>0,me2>0.

Demonstracao. E consequéncia imediata do Teorema 4.9 e dos resultados do
Capitulo 2, nomeadamente, da Observagao 2.10 (consequéncia do Teorema 2.9)
e do Lema 2.8 (atender também a (2.26)). O

Observagao 4.17. O resultado precedente mostra que para k = 3 o espectro de
Jper € constituido pelo valores reais A que satisfazem (4.47) juntamente com dois
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eventuais pontos, que sao os zeros do polindmio 0. Isto sugere que, para k arbi-
trdrio, ndo existem pontos isolados do espectro que satisfacam (4.47). Por outro
lado, os possiveis pontos adicionais do espectro deverao ser os zeros de 0 _1,
0s quais pertencerao a o(Jper) sempre que o valor da correspondente “massa”
(que figura na medida de ortogonalidade) seja nio nulo. Isto é consistente com
0s factos provados na demonstragdo do Teorema 4.14. De facto, decorre desta
demonstrag¢io que entre os possiveis pontos excepcionais (em nimero finito) de
o(Jper) €stao os numeros reais A que satisfazem a equagio (4.59), e € facil de
Justificar que esta equagao € satisfeita pelos zeros de 0;_1(\). Com efeito, tendo
em conta a defini¢ao (4.46) de Dy, n(N), deduz-se de (1.29) e (1.31) que

Do k—2(A) D1 k—1(A) — Do g—1(AN) D1 g—2(X) = Hf;ll a?

e basta agora observar que 0i_1(\) = Do x_2(N), pelo que a equagio (4.59) é
equivalente a

Or—1(A\)D1,x—1(A) =0.

As questées acabadas de referir foram objecto de discussao em [17, pg. 520/, e
parece-nos claro que estas questoes, bem como as mencionadas na Observagao
4.15, podem ser analisadas com a abordagem aqui apresentada, via transfor-
magoes polinomiais.

4.5 Operadores de Jacobi assimptoticamente pe-
riédicos

Para concluir esta monografia, vamos discutir o caso em que no operador de
Jacobi (4.1) as entradas (da matriz infinita (4.3)) formam sucessoes periodicas
em limite, i.e., vamos analisar o operador

bo a O
El bl ag

Japer = 0 ~ "b'2 . s (460)
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onde as sucessdes {an 122, ¢ {by }2°, sdo assimptoticamente periddicas de periodo
k, no seguinte sentido: existem ntmeros a; > 0 e b; € IR tais que
W Gppey =a; € Wm bpgyy =bj, j=1,2,--k. (4.61)
m— 00 m— 00
(Claro, considera-se também Gykt; > 0 e Emk+j € IR para todos os valores de
m=20,1,2,---ej=1,2,---, k) Este operador Japer ¢ chamado operador de
Jacobi assimptoticamente periédico.

O espectro de Japer foi essencialmente descrito por Ya. L. Geronimus [9], em
termos de fracgdes continuas. De seguida apresentamos a descrigdo (seguindo
[17]) deste espectro, usando o Teorema de Weyl, uma vez que Japer pode ser
considerado como uma perturbagdo compacta do operador Jper (matriz per-

i6dica, dada como em (4.30) com as entradas a; e b; (j = 1,---,k) definidas
por (4.61)).

Teorema 4.18. Seja Jyper 0 operador de Jacobi assimptoticamente periodico
caracterizado por (4.60) e (4.61), e seja Jyer 0 operador de Jacobi periddico
caracterizado por (4.30), cujas entradas sao dadas pelos valores dos limites em
(4.61). Entéo

Uess(Japcr) - Uess(Jpcr) 3 (462)

e 0(Japer) consiste na reunio do fecho do congunto dos niumeros reais A que
satisfazem (4.45) com um conjunto limitado e numerdvel (cujos pontos de acu-
mulagdo pertencem a o(Japer))-

Demonstragao. O operador Juper pode escrever-se como a soma de dois oper-
adores de Jacobi,
Japer = Jper + JK )

onde ~
bo — bo ZLl —a 0 0
Zil—al gl—bl ag—ag 0
JK = 0 EQ — a2 52 - bQ 53 — as
0 0 53 — as 33 — b3

Atendendo ao Teorema 4.3, este operador Jg é limitado e auto-adjunto. Além
disso, por (4.61) e pela Proposigdo 4.6, Jx é compacto. A conclusdo decorre
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entao do Teorema de Weyl e do Teorema 4.14, e tendo em conta a definicao de
espectro essencial de um operador. O
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