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INTRODUGCAO

“Nuvens ndo séo esferas, montanhas ndo sdo cones, continentes ndo sao
circulos, um latido ndo é continuo, e nem o raio viaja em linha recta...”
Benoit
Mandelbrot

Existe algo unico e distintivo sobre as criagdes mais belas da Natureza. As
montanhas  parecem-se  sempre  com
montanhas, mesmo que difiram em pequenos
detalhes. O aspecto da montanha tem tanto
de indefinido como de indiscutivel... E se €

valido para montanhas também é valido para

nuvens, rios, arvores e por ai em diante...

Nos ultimos vinte anos um novo tipo de geometria permitiu a0 Homem
compreender e reconstruir muitas das imagens complexas da Natureza,
estendendo-se desde aspectos macroscopicos das nuvens até aspectos
microscopicos do sistema vascular humano.

Durante séculos os objectos e os conceitos da Geometria Euclidiana foram
considerados como os que melhor descreviam o mundo em que vivemos. O
Homem observou a Natureza concebendo conceitos de formas, figuras planas,
corpos, volumes, rectas e curvas. A Lua e o Sol foram representados como discos;
o raio de luz deu a ideia de linha recta; as margens de algumas folhas e o arco-iris
a ideia de curva; os troncos de algumas arvores e as montanhas deram ideia de
formas muito variadas.

Actualmente, surge um novo ramo da geometria que completa as

irregularidades da Natureza — Geometria Fractal — que explica certos fenémenos
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de turbuléncia em que a Geometria Euclidiana se revelava insuficiente. Figuras
que no inicio do século eram vistas como “monstros” matematicos, tém hoje um
papel notavel na interpretagéo da realidade.

Surge assim a Geometria Fractal, por Benoit Mandelbrot (matematico franco-
polaco, nascido na Poldnia, que “descobriu” esta geometria no fim década de
setenta), quebrando o determinismo matematico e completando a Geometria
Euclidiana, possibilitando trabalhar com as imperfeicdes da Natureza que nos
rodeiam.

“Fractais s&o formas igualmente complexas no detalhe e na forma global.”
Esta € a definicdo de fractal de Mandelbrot.

Com a realizagéo deste trabalho (inserido na disciplina de Fundamentos e
Ensino da Algebra) e posterior apresentagdo pretendemos dar a conhecer este
novo tipo de geometria. Como futuros professores, e com a progressiva
implementacdo deste tema no ensino secundario (ao nivel do 11° Ano de
escolaridade), a importancia deste trabalho torna-se obvia. Além disso, o facto da
Geometria Fractal ter muitas aplicagfes fora da Matematica, como na Economia,
Meteorologia, Medicina, Computacéo, Arte, Fisica, Historia, Astronomia, Biologia,
Ciéncias Humanas, Arquitectura, torna-a muito importante nos dias de hoje, quer

para “matematicos” quer para o cidaddo comum.
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O “PAI" DOS FRACTAIS: BENOIT MANDELBROT

"As imagens que calculei com a minha teoria matematica assemelhavam-se

curiosamente a realidade: e se eu podia imitar a natureza, era porque

provavelmente teria descoberto um dos seus segredos..."

Benoit Mandelbrot

Benoit Mandelbrot nasceu a 20 de Novembro de 1924, em Varsdvia, capital

da Poldnia. A sua familia era judaica e originaria da Lituania; o pai trabalhava como

fabricante de roupa.

Em 1936, a familia mudou-se para Paris onde um tio paterno, chamado

Szolem, ensinava matematica na Universidade. Benoit cresceu entre matematicos,

desenvolvendo um interesse especial

pela geometria. O tio, que trabalhava

em analise avangada (Calculo), ndo
aprovou 0 seu interesse, pois
partlhava a opinido de muitos

matematicos da altura que a geometria

& tinha chegado ao fim e era seguida

somente por estudantes principiantes.
Em 1944, Benoit fez exames para

entrar em universidades francesas.
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Embora nunca tivesse estudado algebra avangada ou calculo, Benoit descobriu
que a sua familiaridade e dedicagdo a geometria o tinha ajudado a explicar
problemas noutros ramos da matematica em formas familiares.

Na Escola Politécnica de Paris, Mandelbrot encontrou um matematico com
um grande espirito de aventura — Paul Lévy — que o ajudou a aprender a olhar para
os fendmenos matematicos na natureza.

Em 1952, Mandelbrot obteve o seu Doutoramento na Universidade de Paris.
A sua tese de doutoramento agregou ideias de termodinamica, da cibernética de
Norbert Wiener e da Teoria dos Jogos de John von Neumann. Mais tarde
Mandelbrot disse que a tese estava pobremente escrita e mal organizada, mas que
reflectia 0 seu esforco continuado para juntar os novos caminhos do mundo
matematico e da fisica.

Entre 1953 e 1954, Mandelbrot, como muitos dos "refugiados matematicos”,
foi para o Instituto de Estudos Avancados em Princeton, onde continuou a explorar
campos muito diferentes da Matematica.

Em 1955, voltou para Franga e casou com Aliete Kagan. O trabalho que
agregaria todos os interesses de Mandelbrot comegou em 1958 quando ele aceitou
uma posicdo no Departamento de Investigagdo da ‘International Business
Machines” (IBM).

Mas recuemos no tempo e vejamos como surgiram as primeiras ideias de
fractais, embora ndo ditos como tal. Euclides (famoso matematico grego) enquanto
caminhava pela praia notou que a areia, vista como um todo, se assemelhava a
uma superficie continua e uniforme, mas era também composta de pequenos
pontos visiveis. A partir dai, Euclides empenhou-se em provar, matematicamente,
que todas as formas da natureza podiam ser reduzidas a formas geométricas
simples, como por exemplo cubos, esferas e outras.

Como Euclides estava concentrado nas formas nao ligou a dimenséo, mas la

estava a chave para o seu pensamento inicial: um grao de areia separadamente,
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apresenta trés dimensdes (largura, altura e profundidade) enquanto a superficie
arenosa da praia € visualmente plana, ou seja possui apenas duas dimensdes.

E foi nisso que Mandelbrot se baseou, descrevendo a ideia de Euclides
matematicamente, apenas acrescentando a questdo da dimensdo. Ai surgiu a
denominagéo de Fractais.

No inicio dos anos 80, Mandelbrot nomeou — ao invés de descobrir ou
inventar — os fractais, para classificar certos objectos que ndo possuiam dimenséo
inteira, mas sim fraccionaria. Quando estava a preparar a sua primeira obra
importante sobre fractais para a publicagdo de um livro, Mandelbrot sentiu
necessidade de encontrar um nome para a sua geometria. Deu consigo a consultar
um dicionario de latim do seu filho, onde encontrou o adjectivo fractus, do verbo
frangere, que significa quebrar. Criou, entéo, a palavra fractal.

Ha no entanto uma série de acontecimentos anteriores, que sem 0s seus
protagonistas o saberem, abriram caminho para que esta iniciativa de Mandelbrot
pudesse surgir.

Entre a segunda metade do séc. XIX e a primeira do séc. XX, foram sendo
propostos varios objectos matematicos com caracteristicas especiais e que foram
durante muito tempo considerados “monstros matematicos”’, ja que desafiavam as
nogdes comuns de infinito e para os quais ndo havia uma explicagdo objectiva.
Séo exemplos disso:

» Os trabalhos sobre 0 movimento browniano de Roger Brown (1827), Perrin,
Einstein (e outros, em 1910), Wiener (1920) e Paul Lévy;

> A dimensao de Hausdorff (1868-1942) e Besiovitch (1935);

> As poeiras de Cantor (1845-1918);

B = = =
Os 5 primeiros passos da m o= =
—_—
construgéo do conjunto
N == =
de Cantor l -_ = =
N = = =
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» Poincaré (1854-1912), que foi provavelmente o primeiro a compreender e
expor a nogéo de Caos, bem como um sem numero de outros Homens da
Ciéncia que estabeleceram os principios que estariam na base da
descoberta dos fractais;

» Trabalhos sobre previsdo meteorologica e turbuléncia de Lewis Richardson
(1881-1953) aproximam-se surpreendentemente do conceito de Geometria

Fractal;

Modelo da Curva de Modelo da Curva de Modelo da Curva de
Peano Hilbert Koch

Gaston Julia e Pierre Fatou apresentaram, em 1918, um trabalho sobre
processos iterativos envolvendo numeros complexos que mais tarde viriam a ser

conhecidos como “Conjuntos de Julia”;
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Modelo de um fractal

do Conjunto de Julia

Foi no entanto, a partir da segunda metade deste século, que os
acontecimentos se comegariam a suceder cada vez mais rapidamente. Edward
Lorenz, um meteorologista americano dedicava-se em 1961, apoiado por um
computador tanto quanto possivel evoluido para a época, a ingrata tarefa de
aumentar a fiabilidade das previsdes meteorologicas.

Pouco tempo depois, ja na década de 70, James Yorke viria a encontrar nos
trabalhos de Lorenz a chave para os problemas sobre os quais se debrugava,
dando ao Caos 0 seu nome e juntamente com outros, como May ou Hoppensteadt,
divulgaria esta nova Ciéncia acabada de criar.

Chegou-se entdo a altura em que as condigbes estavam criadas para o
aparecimento de um novo conceito: a Geometria Fractal, apadrinhada por Benoit
Mandelbrot.

O fractal que tem o nome de conjunto de Mandelbrot, talvez seja 0 mais
complexo objecto conhecido pelos matematicos, como revelam as imagens
geradas por computador, a medida que examinam niveis cada vez mais altos de
ampliacdo o observador vé-se diante de um desfile interminavel de volutas,

rendilhados e formas que se assemelham a totalidade do conjunto.

Conjunto
de Mandelbrot
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O QUE E UM FRACTAL?

O conceito de sucesséo e, especialmente, o de limite, estdo na base da
Andlise Infinitesimal, um dos mais importantes ramos da Matematica, pelas suas
prodigiosas aplicagdes as ciéncias experimentais. Pode dizer-se que o progresso
tecnologico do século XIX e do século XX se deveu, em grande parte, ao
desenvolvimento vertiginoso da Anélise Infinitesimal nas duas vertentes — Calculo

Difere
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De sucessdes de imagens como estas, definidas por regras muito simples,
conseguimos obter apenas meia duzia de termos, mesmo recorrendo aos
melhores instrumentos de desenho. Mas, com um computador, 0 processo pode
continuar indefinidamente, obtendo-se, porém, figuras com pormenores invisiveis a
olho nu. Ora ai entra em cena a enorme capacidade de ampliagdo dos modernos
computadores que torna possivel visualizar os termos avancados destas

sucessdes, fornecendo imagens incrivelme

O limite de uma sucessao de figuras como as anteriores é um fractal.

De um modo mais formal, um fractal € uma forma geométrica irregular ou
fragmentada que pode ser subdividida em partes, e cada parte sera (pelo menos
aproximadamente) uma copia reduzida da forma toda. Os fractais sdo geralmente
semelhantes entre si e independentes da escala considerada.

Tecnicamente, um fractal € um objecto que néo perde a sua definicao formal

a medida que é ampliado, mantendo-se a sua estrutura idéntica a original. O
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mesmo nao acontece a uma circunferéncia, que parece perder a sua curvatura a

medida que ampliamos uma das suas partes.

CARACTERISTICAS DE UM FRACTAL

As trés caracteristicas principais que caracterizam os fractais sao:

e a auto-semelhanca;
¢ a sua dimensao;

¢ a complexidade infinita.

“..E também o mundo,
Com tudo aquilo que contém,
Com tudo aquilo que nele se desdobra

E afinal é a mesma coisa variada em cdpias iguais.”

Fernando Pessoa — Poesias de Alvaro de Campos
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A auto-semelhanga de um fractal baseia-se no seguinte pressuposto: o
conjunto total é constituido por pequenas réplicas desse mesmo conjunto, ou seja,
qualquer que seja a ampliagdo considerada, obteremos sucessivas cdpias do
objecto inicial. Convém agora distinguir dois tipos diferentes de auto-semelhanga: a

exacta e a aproximada (ou estatistica).

A auto-semelhanga exacta € obviamente um conceito artificial, pois ndo é
possivel encontrar na Natureza objectos rigorosamente iguais a si proprios.
Formalmente, uma figura possui auto-semelhanga exacta se, para qualquer dos
seus pontos, existe uma vizinhanga que contém uma parte da figura semelhante a
toda a figura. Apenas em termos abstractos podemos conceber tal situa¢do. O
mesmo ja ndo se pode dizer em relagdo a auto-semelhanga aproximada, que néo
sendo também verdadeiramente real, pois estamos limitados quanto mais n&o seja
pela escala atomica, encontra boas aproximagoes em formas naturais.

No caso da Carpete de Sierpinski, que estudaremos em pormenor mais a

frente, estamos perante uma auto-semelhanga exacta.

Triangulo ou Carpete Vo Vv Wy W
£

De Sierpinski

)
L

rﬁ T
el il L

O
aral = !
oy

s ! ey
W A A ! b ik ol L3 L A
-.I"E"'.t LT!"-. I‘IH AT ln!"'t ATAPATA R TAT K .r.'n-.-

Por exemplo, no caso de determinadas arvores podemos encontrar uma certa
semelhancga entre as pequenas folhas que constituem um pequeno ramo, que por
sua vez, constitui conjuntamente com outros ramos maiores e que assim

sucessivamente irdo gerar uma arvore que afinal ndo é muito diferente do raminho
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inicial. Estamos perante a auto-semelhanga aproximada, como podemos observar

na seguinte figura:

Uma vez que os fractais sdo gerados por algoritmos matematicos (definidos
de forma recursiva), sdo por definicdo infinitos, uma vez que podem ser tdo
detalhados quanto quisermos, bastando para isso aumentar o numero de iteragdes
a efectuar. Assim, qualquer que seja 0 numero de ampliagdes de um determinado
objecto fractal, nunca obteremos a “imagem final”, uma vez que ela podera
continuar a ser infinitamente ampliada.

A partir das nogdes de auto-semelhanga e de detalhe infinito podemos retirar

ainda o conceito de invariancia de escala. Esta € uma outra caracteristica dos

objectos fractais. N&o podemos portanto, através de uma simples observagéo,
determinar a sua escala, pois apos sucessivas ampliacdes, o objecto final confun-
dir-se-a com o inicial, uma vez que existe entre os dois uma semelhanca

estatistica.

A dimensao fractal:

O nosso senso comum leva-nos a considerar que os varios objectos que
observamos podem ter uma, duas, ou trés dimensdes, e estamos ainda habituados
a considerar o tempo como uma quarta dimensao. Assim, se formos confrontados

com a nogdo de uma dimens&o néo inteira, digamos 1,6 ou 2,1, 0 mais natural é

14



Geometria

Fractal

que ndo s6 ndo darmos imediatamente conta do que se trata, como podemos
sentir até alguma desconfianga. E essa a nog&o que vamos introduzir.

Na obra “Elementos” de Euclides, podemos encontrar as seguintes
expressoes:

e “Um ponto é o que ndo tem parte.”;

e “Uma linha é um comprimento sem largura.”;

e “‘Uma superficie é o que s6 tem comprimento e largura.”;

e “Um sélido é o que tem comprimento, largura e profundidade.”.

No que respeita a dimensdo muitas sdo as imprecisdes que podemos
observar na Geometria Euclidiana. Vejamos uma “simples” linha que se espalha
por uma superficie plana sem nunca se cruzar; no limite, ela preenche todo o
plano. Pela Geometria Euclidiana esta linha tem dimensdo 1, no entanto
intuitivamente ela parece ser quase bidimensional.

Para introduzir a ideia de que a dimenséo fractal ndo & necessariamente
inteira, Mandelbrot introduziu o seguinte exemplo: a dimens&do de um novelo de fio
depende do ponto de vista da pessoa: visto de longe, 0 novelo ndo é mais do que
um ponto, ou seja, tem dimensao zero; visto de mais perto, 0 novelo parece ocupar
um espaco periférico (observamos uma “bola”) assumindo assim trés dimensdes;
visto ainda mais de perto e se utilizarmos um microscopio de alta definicao, o
novelo ndo passa de um conjunto de pontos — atomos - isolados, o que significa
que o novelo tem dimens&o zero.

A dimensdo dos fractais, ao contrario do que sucede na Geometria
Euclidiana, ndo € necessariamente um numero inteiro. Com efeito, ela pode ser um
numero fraccionario. A dimensdo de um fractal representa o grau de ocupagéo
deste no espago, tendo a ver com o seu grau de irregularidade. Dito de outra
forma, a dimensao de uma curva fractal € um nimero que caracteriza a maneira na
qual a medida do comprimento entre dois pontos aumenta a medida que a escala

diminui.
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A geometria fractal mostra infinitas possibilidades com as dimensdes,
podendo apresentar numeros fraccionarios, o que permite um ajuste bem melhor
as condigdes naturais. Um material poroso, por exemplo, levando em conta os
vazios, reentrancias e rugosidades, tem uma dimensao fractal entre 2 e 3, téo
ampla quanto a quantidade de nimeros reais fraccionarios. Desta maneira, fica
mais facil explicar a natureza e assim 0s nossos modelos aproximam-se mais do
real.

Para se poder generalizar o conceito de dimens&o vamos seguir o seguinte
raciocinio:

Considere-se um segmento de recta, um quadrado e um cubo. Divida-se
cada um dos seus lados em quatro partes geometricamente iguais (coeficie¥ite de
reducdo , isto é, cada parte que nos obtemos na diviséo € igual ao objecto
original mxltiplicado por um factor de ).

Tentaremos estabelecer uma relagdo entre a dimensdo do objecto e o

numero de partes iguais em que este fica dividido.

Dimensao 1:

Considere-se um segmento de | | | | |

recta; apo6s a redugdo fica-se com 4
(=41) partes iguais.

Dimensao 2:

Efectuando o mesmo processo

para o quadrado, dividir cada um dos

lados em 4 partes iguais, fica-se com 16

(= 42) partes iguais.

Dimensao 3:
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Procedendo-se de igual modo para

0 cubo, obtém-se 64 (=43) partes iguais.

Resultados analogos se obteriam para qualquer outro coeficiente de reducao.
Designando por N o nimero de partes e por r o coeficiente de reducao, para

a dimens&o 1 (segmento de recta) obtém-se a igualdade

N:L

r

Para o0 quadrado e para o cubo (dimenséo 2 e 3) obtém-se respectivamente

1 1
N=— e N=—
7"2 1"3
Para este tipo de figuras ndo fractais, a dimens&o € o expoente que aparece
nesta igualdade relacionando a redug&o e o numero de partes congruentes
correspondentes.
Sendo d a dimensdo do objecto, N o numero de partes iguais obtidas e r o

coeficiente de reducéo, tem-se:

=L
r
Este raciocinio € valido para qualquer redugéo efectuada em objectos com
auto-semelhanga exacta, e um raciocinio analogo é também vélido para
ampliacdes.
N&o devemos esquecer que 0s objectos que vamos estudar possuem auto-
semelhanca exacta, e s6 neste caso € possivel fazer este tipo de consideragdes.

Podemos também escrever a igualdade anterior do seguinte modo:

17
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E aplicando logaritmos a ambos 0s membros obtém-se,

- log N

£ | d=le
1
log —
r

Podemos entdo concluir que:

A dimensdo d de figuras com auto-semelhanga exacta, fractais ou néo
fractais & dada pela formula £, com N e r definidos como anteriormente.

Confirmemos agora, aplicando a formula anterior, a dimensdo do segmento

de recta, do quadrado e do cubo:

e Segmento de recta

log—
A
e Quadrado
r=54
N =16 =42
d= log4®> 2log4 -
log4 - log 4
e Cubo
r=154
N =64 = 43

d= log 4’ :3log4 =3
log4  log4

18
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Estes resultados confirmam o valor da dimensdo atribuida a estes
‘objectos” por Euclides.

Como ja referimos, esta formula pode apenas ser aplicada em casos de auto-

semelhanga exacta. Em fractais com auto-semelhancga aproximada, existem varios

métodos de calcular a sua dimenséo, dos quais destacamos o0s seguintes:

1. A definicdo de dimensdao D de Hausdorff-Besicovitch diz que uma
curva pode ser medida encontrando-se o numero N(5) de segmentos de
comprimento s que a formam. Para uma curva qualquer tem-se, tomando um
comprimento inicial Lo € seu comprimento total L:

L =N(6)———L,5" (1)

Ou seja, no limite a medida L torna-se assimptoticamente igual ao

comprimento da curva e é independente de s . A area associada seria portanto:
A =N(6)8>——=—>L,d' 2)

Para estabelecer uma medida de tamanho sobre um conjunto de pontos,

tomamos uma fungéo teste
h(8) = y(d)s* 3)

onde y(d) € um factor geometrico igual a 1 para linhas, quadrados e cubos,

n/4 para discos e m/6 para esferas. Observando isto e que a relagdo entre

perimetro/(area)'2 para curvas fechadas é constante, tem-se:

[L(5))®

op = -
[A®))?

(4)
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Onde L(3), A(B) e D s&o perimetro, érea a Dimensdo Fractal,

respectivamente.

2. 0 método box-counting: Considerando-se uma figura qualquer coberta
por um conjunto de quadrados de lado 3, deve-se contar 0 numero de quadrados
necessarios para cobrir a figura N(8). De acordo com a definigao (4), encontramos
a dimenséo fractal da figura determinando a inclina¢do (ou declive) da recta obtida

(designada por recta de regresséo linear) tragando-se log[N(3)] contra log 1/5. Esta

dimenséo fractal D assim obtida € chamada box counting dimension ou box

dimension.

ST H INAPE
Ny =
ST \
oA ClACTU
e [ v
p=
1 V)
== r | d
T T fa= // )
sfmchoss i IEBIEAT
u 1 S 4 \ kkh/\

A complexidade infinita prende-se com o facto do processo gerador dos

fractais ser recursivo, tendo um numero infinito de iteragdes.

GEOMETRIA EUCLIDIANA E GEOMETRIA
FRACTAL

"Porqué usar palavras?

20
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A geometria existia antes de nés. E eterna como o espirito de Deus, é o
proprio Deus. A geometria com suas esferas, cones, hexagonos e espirais deu a
Deus um modelo para a criagdo e foi implantada no Homem como imagem e
semelhanga de Deus."

Kepler,1610

"Ha alguma razéo para a geometria ndo descrever o formato das nuvens, das
montanhas, das arvores ou a sinuosidade dos rios? Nuvens ndo sdo esferas,
montanhas ndo sdo cones, continentes ndo sdo circulos, um latido ngo é continuo,
e nem o raio viaja em linha recta...”

Mandelbrot, 1983

Como ja referimos, durante muito tempo os objectos e os conceitos da
geometria euclidiana foram considerados como os que melhor descreviam o
mundo em que vivemos. A descoberta de geometrias nao-euclidianas introduziu
novos objectos que representam certos fendmenos do Universo, tal como se
passou com os fractais.

Para melhor se entender algumas das caracteristicas da Geometria Fractal,
comecemos por analisar resumidamente aquilo em que esta se opde a Geometria
Euclidiana.

Euclides (330-260 a.C.) é reconhecido como o matematico mais importante
da Grécia classica. Dele unicamente se sabe que ensinou e fundou uma escola em
Alexandria, por volta do ano 300 a.C. e os seus trabalhos matematicos chegaram-
nos quase completos, porque foram inicialmente traduzidos para arabe, depois
para latim e a partir destes dois idiomas foram traduzidas para outras linguas
europeias.

A Geometria Euclidiana existe ha mais de 2000 anos enquanto que a Fractal,

com 0s seus principios estabelecidos, tem pouco mais que 25 anos.
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Um outro aspecto importante esta relacionado com o facto da Geometria
Fractal se adaptar bem a representacdo de objectos naturais. Assim, ao contrario
dos objectos criados pelo Homem que s&o caracterizados por possuirem linhas,
angulos rectos, circulos perfeitos, etc., os objectos naturais estdo repletos de
irregularidades, assimetrias e “imperfeigdes”, factos que a Geometria Fractal tanto
tem em conta.

Enquanto que a Geometria Euclidiana se serve normalmente de formulas e
equacdes para se exprimir, a Geometria Fractal, prefere os algoritmos recursivos e
as formulas iterativas, pelo que estd intimamente ligada a utilizacdo dos
computadores como ferramenta indispensavel.

A seguinte tabela faz a comparagdo entre a Geometria Euclidiana e a

Geometria Fractal:

Geometria Euclidiana Geometria Fractal

Tradicional (mais 2000 anos) Moderna (aproximadamente 25 anos)

Baseada em tamanho ou escala definida |  Sem tamanho ou escala especifica

Apropriada a objectos feitos pelo Homem Apropriada para formas naturais

Descrita por formulas e equagdes Algoritmos recursivos

Dimensé&o no conjunto {0, 1, 2, 3} Dimensé&o no conjunto [0, 3]

Em termos de dimensdes temos, por exemplo:
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Dimensdo Euclidiana

(porta) 0

E— 1

2

3

Dimensdo Fractal
—_ - 0.4

e,

ESTUDO DE ALGUNS FRACTAIS
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1. Linha costeira de uma regiao

Um exemplo classico de um fractal € a linha da costa de um pais da qual se
conhece sempre apenas um valor aproximado.

Considerando um pedago de linha costeira numa regido acidentada, vamos
tentar determinar qual é o seu comprimento efectivo. E evidente que essa linha ¢,
no minimo, igual a disténcia em linha recta entre as duas extremidades da linha
costeira que consideramos. Assim, se a costa fosse direita, o problema estaria
resolvido neste primeiro passo. Contudo, uma verdadeira costa natural €
extremamente sinuosa e, por conseguinte, muito mais longa que a dita distancia
em linha recta.

A linha da costa € em geral calculada a partir de fotografias de satélite. Mas
se as fotografias fossem tiradas de uma avioneta, as irregularidades seriam mais
visiveis e obter-se-ia um outro valor.

Se em vez de fotografia fossem medidas directamente todas as saliéncias e
reentrancias, obter-se-ia um valor muito maior. Se, em seguida, fosse usada uma
régua de um decimetro e repetindo a tarefa, obter-se-ia maior precisdo nas
medidas dos contornos rochosos, comegando a ter em conta a irregularidade das

pedras, e o comprimento final obtido seria ainda maior.

Ampliagao de uma parte

v

de uma linha costeira

Poder-se-ia repetir esta tarefa indefinidamente, mas sempre reduzindo a

escala de medig&o da costa, que 0 seu comprimento iria aumentar.
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Em concluséo, o comprimento da costa de um pais tende para infinito,
embora a area que a limita seja finita.

Mandelbrot comegou muitas vezes as suas conferéncias sobre Geometria
fractal pela pergunta: " Quanto € o comprimento da linha de costa da Gra-
Bretanha?"

Esta questdo é decididamente simples: Se olharmos para 0 mapa da Gréa-
Bretanha num atlas e colocarmos uma régua ao longo da costa para formar
segmentos de recta, podemos desenhar 8 de tais linhas representando 200 milhas
cada - para um comprimento total de 1600 milhas. Mas se usarmos segmentos
mais curtos de 25 milhas cada que se ajustam em ziguezagues ao litoral mais
exactamente, podemos obter 102 segmentos para um comprimento total de 2550
milhas. Se obtivermos entdo mapas locais e comeg¢armos a medir o litoral em cada
regido, o comprimento total aumentara consoante as medidas sejam menores e
mais precisas; eventualmente poderemos andar na praia e medir a orla da praia
entre os contrafortes e bancos de areia. Quanto mais nos aproximarmos disso,
mais detalhes vemos.

Como a dimenséao de uma curva fractal € o nimero que caracteriza a maneira
na qual a medida do comprimento entre dois pontos aumenta a medida em que a
escala diminui, podemos defini-la de um modo um pouco diferente, mais

conveniente para estudar uma linha costeira. Assim, temos

L
1 -2
d= Og[ Ll j
S
1 2
Og(slj

onde L1 e L, sdo as medidas dos comprimento das curvas (em unidades) e S1e S;

sao os tamanhos das unidades (ou seja, as escalas) usadas na medicao.
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A figura seguinte representa a linha costeira de uma regido, onde foram
utilizadas unidades de medida de tamanhos diferentes (S) para estimar o

comprimento (L) do litoral.

S:?), L<2 " = =
Y i <\?

Para este litoral, as medidas de S=1 e S=0.5 resultam nos comprimentos L=7

e L=20, respectivamente. Entao:

)
bg47
d= ~1.51
log(lj
0.5
De modo anélogo, a transigdo de S=1 para S=2 leva-nos a menor estimativa

aproximada de d=1,22 e de S=2 para S=3, d=1,13.

O litoral € um fractal: em vez de ter somente uma dimens&o (como uma linha

num mapa) tem uma dimensdo fractal que varia entre 1 e 2, consoante as

unidades de medida escolhidas( isto €, consoante a aproximagéo que fazemos).

2. O Floco de Neve de Koch

Em 1904 o matematico sueco Helge von Koch apresentou a construgéo de
uma curva que ficou conhecida por Floco de Neve de Koch. A sua construgéo

baseia-se num processo recursivo:
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Figura Inicial - A figura de partida € um triangulo equilatero (solido);

Passo 1 - Procedimento FNK - A primeira transformacdo consiste na
divisdo em trés partes iguais de cada um dos lados de um tridngulo, construindo-se
sobre cada um dos segmentos médios um novo tridngulo equilatero; Obtém-se a
“Estrela de David”, com 12 lados;

Passo 1

Figura inicial Procedimento FNK “Estrela de

2!
/ T // \ N

\

A
AN
/ N
/ N / /’5 h y / j{/ A
/'/ \/k"./ /-’ \'\“" \ t{/ ’ ;\ ;
/ N \ J
# > (

]

/ 4 .\‘c d/ \\b J_// \
. A —C\\ /—ﬁ
N/ Y
\\\J—/ f-’

Passo 2 — Repete-se 0 procedimento FNK a cada um dos 12 lados da
“Estrela de David”; O resultado é uma figura com 48 lados;
Passo N — Aplicar o procedimento FNK a cada um dos lados da figura obtida

no passo N-1, até ao infinito; Obtém-se assim o Floco de Neve de Koch.

27



Geometria

Fractal

Em cada passo desta construgéo, a figura vai mudando de forma, e ha
medida que os passos avangam essas modificagdes tornam-se cada vez menos
visiveis. Quando estas mudancas se tornam invisiveis a olho nu, diz-se que o

processo se tornou visualmente estavel.

A maior vantagem dos processos recursivos € que eles permitem uma
descrigdo muito simples de alguns objectos, mesmo quando estes sdo bastante
complicados. Neste caso, o floco de neve de Koch pode ser descrito em duas
linhas usando o que chamamos de Regra de Substituigdo Recursiva — a regra

que especifica como substituir uma pecga por outra.

REGRA DE SUSBTITUICAO RECURSIVA PARA O FLOCO DE NEVE DE KOCH
Comece com um triangulo equilatero solido A\

Quando vir um segmento fronteiro substitua-o por A

Vamos agora estudar alguns aspectos do floco de neve de Koch.
Desprezemos o interior da figura e consideremos apenas a curva limite do floco de
neve. Tendo em conta o seu processo de construcdo, € facil de perceber que a
medida que se vao fazendo transformagdes o numero de lados da curva aumenta,

mas 0 comprimento de cada um deles diminui.

Como varia o niimero de lados da curva com as transformagées?
Por cada nova transformagao que se faz, cada lado da origem a quatro lados.

Assim, temos o0 seguinte quadro:
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Passos NUmero de lados
Figura de partida 3 = 3 x40
1 3x4 = 12 | = 3 x 41
2 12x4 = 48 | = 3 x 42
3 48x4 = 192 | = 3x43
4 192x4 = | 768 | = 3x44
5 768x4 = 3072 | = 3x 45

Podemos entéo concluir que o numero de lados de cada figura em fungao do

nimero de transformagdes é dado pela progressdo geométrica M_=3x4". E

evidente que esta sucessao € mondtona crescente e que, ha medida que o numero
de transformagdes cresce (isto €, n — +w) a sucessado também tende para +o.

Isto significa que a curva vai ter um nimero infinito de lados.

Como varia o comprimento dos lados da curva com as transformagoes?
Suponhamos (para facilitar os calculos) que o lado do tridngulo inicial mede
uma unidade. Os lados de cada nova figura s&o trés vezes mais pequenos que 0s

da figura anterior.

Passos Medida de cada lado
Figura de partida 1

= = -1

1 % % 1 3
= = -2

2 % % , 3
= = -3

3 bz Vs 3
34

S
[u—
NN
[u—
1]
NN
S
1]
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: s T Mt @
A medida dos lados de cada figura em fungdo do nimero de transformagdes
é dado pela progresséo geométrica de termo geral N, =3". Esta sucesséo &
monotona decrescente e quando o numero de transformacgdes n tende para +«, a
sucessao tende para zero. Isto significa que a medida de cada lado da curva tende

para zero.

Como varia o perimetro da curva com as transformagoées?

Podemos definir a sucesséo dos perimetros P, a custa das duas sucessdes
: , 4\ <
anteriores. Assim P, =M, x N, =(3x4")x(3™") = 3x(§j . Esta sucesséo é uma

progressdo geométrica de primeiro termo 3 (exactamente o perimetro do tridngulo

— . 4 . :
inicial) e de razao 3 Quando n tende para +«, a sucessao tende para +« (pois

0 primeiro termo € positivo e a razéo é maior do que um) logo o perimetro do floco

de neve de Koch ¢ infinito.

Qual é a area do floco de neve de Koch?

Consideremos, para facilitar os calculos, que a area do tridngulo inicial que
serve de ponto de partida para a constru¢ao da curva de Koch tem uma unidade
de medida. Sera que a area do floco de neve também cresce para o infinito?...

Comecemos por estimar a area da curva de Koch tragando um hexagono
envolvendo a Estrela de David (Passo 1). Ao continuar-se a construcao, constata-
se que a figura resultante do passo 2 ainda esté contida no hexagono. E imediato
verificar que isso vai acontecer em todos os passos, e que portanto no limite

também
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Pode-se entdo concluir que a area da curva de Koch é inferior a area do
hexagono (a qual € igual ao dobro da area do tridngulo inicial, ou seja, dois).

Como a area do triangulo inicial € 1, a area da curva estara compreendida
entre 1 e 2. Determinemos o seu verdadeiro valor; sabe-se que a area do poligono,

em cada passo, obtém-se adicionando a area do poligono do passo anterior a area

de um tridngulo equilatero, cujo lado é % do anterior, multiplicada tantas vezes

quantas o numero de lados do poligono anterior.
Como foi dito anteriormente, no passo 0 (na figura inicial) o tridngulo tem
areaigual a 1. Ou seja, Ao = 1.

Pela semelhancga de figuras planas, sabe-se que, se o lado de um poligono

sofre uma redugéo de razao % a area sofre uma reducao de é.
Q {0
_ vv .

Ar = 1+3x[ljxl =141
9 3

..

Sendo assim tem-se:

e No passo 1

e No passo 2, como se obtém 3 x 4 segmentos de recta, vem
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2
A= 1+l+(3><4)><[lj =141 12
3 9 9

e No passo 3, como se obtém 3 x 42 segmentos de recta, vem
3 2

Az = 1+l+lxi+(3><42)>< L PR Ve S
339 9 339 319

Continuando, sucessivamente, no passo n + 1, obtém-se
_o1 1 4 1 (4Y 1 (4
Antt = T+ —+—x—+—=x|— | +...+=x|—
339 319 3 19

que é a soma de 1 com os termos de uma progressé@o geometrica em que 0

L .1 ~ . 4
primeiro termo é 3 earazaoe s

4 n

()
Entdo An+1=1+ Sy, sendo Sn = 1x—9.
9

4 n
5
Calculando Sy quando n tende para infinito tem-se lim Sy = 1lim| %x— = %

Entdo, a area total limitada pela Curva de Koch é 1+§ =16.

Podemos entdo concluir que, embora o perimetro do floco de neve de Koch
seja infinito, a sua area é finita, nunca excedendo 1,6 unidades. Isto quer dizer que
se a area do triangulo inicial for A, a area do floco de neve de Koch dai resultante
sera 1,6xA.

O facto de termos um perimetro infinito a “fechar” uma area finita pode
parecer contrario a nossa intuicdo geométrica, mas é caracteristico de muitas
formas importantes na Natureza. O sistema vascular das veias e artérias no corpo

humano, por exemplo, ocupa uma pequena fracgdo do corpo e tem um volume
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relativamente pequeno, mas tem um enorme comprimento: de ponta a ponta, as
veias, artérias e capilares de um unico corpo humano atingem cerca de 65 mil

quilometros.

Modelo do Sistema

v

Circulatério Humano

Qual é a dimensao do floco de neve de Koch?

Em qualquer um dos passos da construgdo da curva de Koch, o coeficiente

de redugdo é r=— (de cada um dos segmentos de recta do passo anterior),

1
3
sendo o numero de partes iguais obtidas em cada segmento de recta N=4.

A dimensdo da curva de Koch serd entdo (atendendo ao passo 1 da

construgao):

d= 1% ~ 12
log3

Isto significa que a curva de Koch, por ser mais "enrugada”, ocupa mais espago do
que uma simples linha recta (dimensdo 1), mas menos espago do que uma
superficie (que tem dimenséo 2).

O floco de neve de Koch possui auto-semelhanga exacta.
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3. O Triangulo de Sierpinski

No inicio do século XX o matematico polaco Waclav Sierpinski (1882-1969)
estudou uma figura geométrica que ficou conhecida por Tridngulo de Sierpinski,
Tapete de Sierpinski ou Fractal de Sierpinski, que se obtém como limite de um

processo recursivo:

Figura Inicial (Passo 0) — A figura de partida € um tridngulo equilatero
(solido);

Passo 1 — Procedimento TS - A primeira transformacgdo consiste em
determinar os pontos médios de cada um dos lados de um tridngulo; une-se por
segmentos esses pontos médios (2 a 2) e considera-se 0s 4 triangulos resultantes;
retira-se o triangulo central; Ficamos assim com 3 tridngulos solidos;

Passo 2 - Aplica-se o procedimento TS a cada um dos 3 tridngulos
resultantes; Obtemos 9 tridngulos sélidos;

Passo N — Aplicar o procedimento TS a cada um dos tridngulos sdélidos

obtidos no passo N-1, até ao infinito; Obtém-se assim o Triangulo de Sierpinski.

A L L4

Passo O Passo 1 Passo 2 Passo3
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O tridngulo de Sierpinski é a figura limite deste processo e ndo qualquer um

dos passos finitos referidos anteriormente.

¥
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REGRA DE SUSBTITUICAO RECURSIVA PARA O TRIANGULO DE SIERPINSKI
Comece com um triangulo equilatero solido A\

Quando vir um tridngulo solido A substitua-o porA .

Area do Triangulo de Sierpinski:
Consideremos A como sendo a area do tridngulo inicial (passo 0) e vejamos
como varia a area ao longo dos primeiros passos:

ePasso0 — Area=A

e Passo1 — Area=%XA
;9 . _(3Y
ePasso?2 — Area-—XA—(Zj xA

e Passo3 —» Area= 2/ xA= (éj xA
64 4

ePasson — Area= G) xA

Ent&o, no passo n, a figura tera &rea dada por 4, = Ax (%j :
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Obtemos uma progressao geometrlca de razdo Z (malor do que zero e

menor do que um) e primeiro termo positivo (pois A designa uma area logo é
positiva) 0 que significa que a progressdo geométrica tende para zero quando

n — +oo, Entdo a area do tridngulo de Sierpinski tende para zero.

Como a area “esbhuracada” é dada por B, = 4— Ax G) , esta vai tender para

O numero de tridngulos em cada passo da Carpete de Sierpinski € dado pela

sucessdo de termo geral 7, =3" (logo 0 numero de triangulos tende obviamente

para o infinito).

Perimetro do Triangulo de Sierpinski:
Consideremos o triangulo inicial (passo 0) com perimetro igual a P e vejamos
como varia o perimetro ao longo dos primeiros passos:

e Passo0 — Perimetro=P

ePasso1 — Perimetro=Px%
, ., P 33’
e Passo2 — Perimetro= 3 ><2—2:P>< =z

3
e Passo3 — Perimetro = 3° ><2L; =Px (—j

e Passon — Perimetro= Px @]

Ent&o, no passo n, a figura tera perimetro dado por P, = Px (%j :
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< . . 3 :
Obtemos uma progressdo geométrica de razdo = (maior do que um) e

2
primeiro termo P positivo (pois € um perimetro), o que significa que a progresséao
geométrica tende para infinito quando » — +e. Entdo o perimetro do triangulo de

Sierpinski tende para infinito.

Dimensao do triangulo de Sierpinski:

Em qualquer um dos passos da construcao do tridngulo de Sierpinski, o

coeficiente de reducéo é r =% (do comprimento do segmento de recta do passo

anterior) sendo o nimero de tridngulos obtidos o triplo do obtido no passo anterior,
isto é, N=3.
A dimenséo do tridngulo de Sierpinski serd entdo (atendendo ao passo 1 da

construgao):

d=1923 <459
log 2

Repare-se que se considerassemos, por exemplo, 0 passo 3, obteriamos o

mesmo resultado. O coeficiente de redugéo é r» :% (do comprimento do segmento

de recta inicial) sendo o nimero de tridngulos obtidos N=27. Assim:

3
d= log 3 _3log3 ~159

log2® 3log2

O triangulo de Sierpinski e o triangulo de Pascal:

Pascal (1623-1662) estudou e demonstrou, no “Tratado do Tridngulo
Aritmético” publicado em 1654, diversas propriedades do triangulo que ficou
conhecido com o0 seu nome e aplicou-as também no estudo das Probabilidades.

Antes de Pascal, ja Tartaglia (1499-1557) usara o tridngulo aritmético e, muito
antes, também os matematicos Arabes (séc. XIll) e Chineses (séc. XIV) o
utilizavam.
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Consideremos o passo 1 do tridngulo de Sierpinski:

Consideremos também as quatro primeiras linhas do tridngulo de Pascal:

Além da semelhanga geométrica, podemos reparar que sobrepondo estes
dois triangulos, os numeros impares, do triangulo de Pascal, ficam sempre sobre
os tridngulos pretos do tridngulo de Sierpinski, enquanto os numeros pares ficam
sobre os triangulos retirados no processo de construgao.

Resta questionar o facto da propriedade enunciada anteriormente se manter
quando ampliado os dois triangulos. Vejamos que sim.

Consideremos o passo 3 do triangulo de Sierpinski e consideremos também

as oito primeiras linhas do triangulo de Pascal:
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Sobrepondo um tridngulo no outro conclui-se o pretendido.

Resta ainda dizer que o tridngulo de Sierpinski possui auto-semelhanca

exacta.

4. O Jogo do Caos

Este exemplo envolve as leis do acaso. Comegamos com um tridngulo
arbitrario de vértices A, B e C, e um dado né&o viciado (figura inicial). A cada um
dos vértices do triangulo atribuimos duas das seis possibilidades resultantes de
atirar o dado. Por exemplo, A é o “vencedor” se sair um ou dois, B é o “vencedor”
se sair trés ou quatro, e C é o0 “vencedor” se sair cinco ou seis. Estamos agora

prontos para jogar o jogo do caos.
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Figura Inicial Passo 0 Passo 1 Passo 2

Passo 0 - Atira-se o dado. Comega-se pelo vértice “vencedor’. Suponhamos

que calhou cinco. Entdo comegamos pelo vértice C;

Passo 1 — Atira-se novamente o dado. Suponhamos que calha dois. Entdo o

“vencedor” é o vértice A. Agora mudamos directamente da posic¢ao anterior para o

vértice “vencedor”, mas paramos a meio. Marca-se a nova posi¢éo Ms;

Passo 2 — Atira-se novamente o dado e move-se directamente da dltima
posicao para o vértice “vencedor”, e paramos a meio. (Por exemplo se sair o trés

paramos em Mz que € o ponto médio do segmento que une M1 a B). Marcamos

nova posic¢ao;

Passo 3, 4,... — Continua-se a atirar o0 dado, movendo-se para o0 ponto médio

do segmento que une a ultima posig¢ao e o veértice vencedor.

Figura 1 Figura 2

& o

Ak £ %
A gy £ 44
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Figura 3 Figura 4

A figura 1 mostra-nos a posi¢ao dos pontos depois de atirarmos o dado cem
(100) vezes — obtemos assim um “monte” de pontos dentro do tridngulo. A figura 2
mostra-nos a posi¢do dos pontos depois atirarmos o dado mil (1000) vezes. A
figura 3 mostra-nos a posigdo dos pontos depois de atirarmos o dado cinco mil
vezes. O padréo obtido é inconfundivel — O tridngulo de Sierpinski. Apds atiramos
dez mil vezes o dado, € impossivel (a olho nu) ver as diferengas entre o conjunto
dos pontos obtidos e o tridngulo de Sierpinski, como demonstra a figura 4. Sendo o
padréo de pontos criado pelo jogo do caos regido pelas leis do acaso, ndo seria de
esperar que esse mesmo padrao fosse previsivel. Apesar disso, obtemos uma
aproximagao do triangulo de Sierpinski, e quanto mais jogamos o0 jogo do caos,

melhor a aproximagao fica.

5. A Curva de Peano

A curva de Peano, apresentada em 1890, € um exemplo de um fractal que
preenche todo o plano. Uma curva que preenche o plano passa por todos o0s
pontos de uma determinada area, acabando por, gradualmente, a ocupar na
totalidade.

O ponto de partida para a construgéo da curva de Peano é um segmento.
No primeiro passo, 0 segmento é substituido por 9 segmentos de comprimento
igual a um tergo do comprimento do segmento inicial, e colocados como indica a
figura. Esses 9 segmentos constituem o primeiro passo da construgao recursiva da
curva de Peano. Depois, o processo recursivo aplica-se a cada um dos 9

segmentos, até ao infinito.
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Os trés primeiros passos da construcao da curva de Peano

Passo 0 Passo 1 Passo 2 Passo 3

Observe-se que as curvas obtidas nas diferentes iteracdes da recursao, a
partir da primeira, intersectam-se a si proprias, nos vértices dos pequenos
quadrados que se vao formando em cada iteragdo. Pode-se demonstrar que no
limite, isto €, na curva de Peano, se passa 0 mesmo, dando-se o preenchimento do
plano.

A curva de Peano € o exemplo de uma curva, dimensdo 1 segundo a
Geometria Euclidiana, que preenche uma superficie de dimensao 2.

Em qualquer um dos passos da construgdo da curva de Peano, o

coeficiente de redugéo € »=— (do comprimento do segmento de recta do passo

1
3
anterior), sendo o numero de partes obtidas N=9. A dimensao da curva de Peano

sera entéo (considerando o célculo para o passo 1):

d= log9 _ 2log3 _ 2
log3 log3

Temos assim uma curva cuja dimens&o € dois, podemos dizer que a curva

de Peano é bidimensional.

6. Conjunto de Mandelbrot
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Mandelbrot foi a primeira pessoa a estudar extensivamente este conjunto,
apreciando totalmente a importancia e beleza deste objecto matematico tdo
complexo.

O Conjunto de Mandelbrot pode ser descrito matematicamente através de um
processo muito simples envolvendo somente numeros complexos. A nossa
construcdo ira comegar com um numero complexo (um ponto do plano) e a partir
dele criar uma sequéncia infinita de numeros (pontos) que dependem do numero

inicial. Esta sequéncia de numeros chamar-se-a sequéncia de Mandelbrot, e o

ponto inicial chamar-se-a “semente” da sequéncia. A regra recursiva base da
sequéncia de Mandelbrot € que cada nimero da sequéncia é igual ao numero

anterior dessa sequéncia ao quadrado mais a semente.

Semente Passo 1 Passo 2 Passo 3

= = =

2 2
s STH+s = s, s +s = s, S, S =8

A sequéncia de Mandelbrot pode ser facilmente descrita por meio de uma
regra recursiva, como fizemos no Floco de Neve de Koch e no Tridngulo de

Sierpinski:

REGRA DE SUSBTITUICAO RECURSIVA PARA A SEQUENCIA DE
MANDELBROT

Comece com a semente s.

Ou seja, a sequéncia de Mandelbrot pode ser definida pela sucessdo z, de

nimeros complexos definida recursivamente pelalei z, =z, _* +s.

n—1

A escolha do nome “semente” para o valor inicial de cada sequéncia da-nos

uma metafora conveniente: cada semente, quando plantada, produz uma

43



Geometria

Fractal

sequéncia diferente de numeros (a arvore). A regra de substituicdo recursiva
funciona como uma regra que diz a arvore como crescer de uma estagédo para a

seguinte.
Vejamos alguns exemplos de sequéncias de Mandelbrot:

Exemplo 1:
A figura seguinte mostra-nos os primeiros quatro passos da sequéncia de

Mandelbrot com a semente s=1.

Semente Passo 1 Passo 2 Passo 3 Passo 4 .

=T D) S ) s ) e L s, e

Escolhendo esta semente, os nimeros da sequéncia de Mandelbrot tornam-
se cada vez maiores. Os pontos correspondentes afastam-se cada vez mais da
semente. Todas as de sementes que d&o origem a sequéncias deste tipo

designam-se por pontos de divergéncia. Nestas sequéncias, o ponto do plano

identificado pela semente ndo sera um ponto negro.

Exempilo 2:
A préxima figura mostra-nos os primeiros trés passos da sequéncia de

Mandelbrot com a semente s =—1.

Semente Passo 1 Passo 2 Passo 3

s=-1 |:> sl:(fl)2+(71):0 |:> s2:02+(71):71 |:> s3:(71)2+(71):0

Com a semente escolhida deste modo os nimeros da sequéncia alternam

entre -1 e 0. Dizemos neste caso que a sequéncia de Mandelbrot é periodica, e 0s
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pontos que dado origem a este tipo de sequéncia chamar-se-do pontos de
periodicidade. Para esta sequéncia, o ponto no plano identificado com a semente

sera sempre um ponto negro.

Exemplo 3:
A figura seguinte mostra-nos os primeiros quatro passos da sequéncia de

Mandelbrot com a semente s = -0,75.

Semente Passo 1 Passo 2 Passo 3 Passo 4

=073 |5, = 0,752 —0,75| s . (018752 079 |s . (-0,714844)2 —0,75 s L - (~0,238998) — 0,75

s1=-0,1875 ﬁ s2=-0,714844 Iﬁ s3= - 0,238998 Iﬁ SE= - 0,69288

Neste caso o padrdo que surge ndo € Obvio, e termos adicionais da

sequéncia tornam-se necessarios. Alargando esta sequéncia a vinte passos,
verificamos que os valores da sequéncia se aproximam de — 0,5. Todas as
sementes que d&o origem a sequéncias que se aproximam de um determinado

valor designam-se por pontos de convergéncia. Neste caso o ponto no plano

identificado como sendo a semente sera sempre um ponto negro (como nas
sequéncias periddicas).

Neste ponto, a definicdo de conjunto de Mandelbrot parece-nos simples: o
conjunto de Mandelbrot consiste em considerar todos os pontos do plano (nimeros
complexos) como sementes negras da sequéncia de Mandelbrot. Assim, ficamos
reduzidos a seguinte sequéncia logica:

» Cada ponto no plano cartesiano € um nimero complexo e pode ser usado
como semente na sequéncia de Mandelbrot.

> Se a sequéncia de Mandelbrot é periddica ou tem como semente um ponto
de convergéncia, o ponto faz parte do conjunto de Mandelbrot e sera
representado por um ponto negro. Se a sequéncia tiver como semente um

45



Geometria

Fractal

ponto de divergéncia, o ponto ndo esta no conjunto de Mandelbrot. Neste
caso, 0 ponto pode tomar diferentes cores, dependendo da semente de
divergéncia (por exemplo cores quentes como o vermelho, amarelo ou cor
de laranja, se divergir lentamente e cores frias, como o azul, se diverge

rapidamente).

Resumindo, para construir o conjunto de Mandelbrot, basta marcar a negro
0s pontos que correspondem as “sementes” de convergéncia ou quando originam
sequéncias periddica, deixando os restantes a branco ou numa graduacdo de
cores de acordo com a rapidez com que aumentam de valor.

Representando o conjunto de Mandelbrot no plano complexo, obtemos a

seguinte figura:

Mas a simplicidade termina aqui. Descobrir as formas que a fronteira do
conjunto de Mandelbrot encerra € quase como desbravar as costas de um novo
continente — e 0 exagero € puramente aparente, porque ampliam-se de tal forma
parte do conjunto, para descobrir os seus detalhes, que se se observasse 0
conjunto completo a essa ampliagao, este seria maior que o sistema solar! E pelo
meio de formas fascinantes que nos fazem lembrar cavalos-marinhos, ondas ou
plantas exdticas (a nossa imaginagdo € o unico limite...) encontramos um numero
infinito de cdpias do proprio conjunto numa diversidade impressionante de escalas.
Ea auto-semelhanga levada ao seu extremo mais belo, como se pode observar

pelas sucessivas ampliagdes do conjunto de Mandelbrot:
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Em qualquer destas ampliagdes (e em qualquer outras), podemos descobrir
réplicas do conjunto de Mandelbrot original, rodeadas por novas e impressionantes
imagens, que mudam infinitamente. O conjunto de Mandelbrot tem uma forma
muito particular de auto-semelhancga aproximada — existe uma repeticédo infinita do
conjunto mas também uma infinita variedade de formas rodeando esse conjunto,

se 0 ampliarmos suficientemente.
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O conjunto de Mandelbrot € descrito como “o objecto mais complexo alguma
vez concebido pelo Homem’”, apesar de sé depois da introducdo dos

computadores ampliagdes como as anteriores puderam ser geradas.

Para finalizar o capitulo “Estudo de Alguns Fractais”, devemos ainda dizer &
também possivel a construcdo de fractais em trés dimensbes, 0 que nédo é
surpreendente uma vez que a geometria fractal € a geometria da Natureza, do

“caos”. Esses sdo os casos do Fractal do Cubo e do Fractal do Tetraedro.

Fractal do Cubo ——

A

Fractal do Tetraedro
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APLICACOES DA GEOMETRIA FRACTAL

‘O Mundo que nos cerca é cadtico mas podemos tentar imita-lo no
computador. A Geometria Fractal é uma linguagem muito versatil que nos ajuda
com os fenébmenos cadticos e imprevisiveis.”

Mandelbrot

O primeiro contacto que as pessoas tém com fractais €, em geral, insuspeito.
Podemos observa-los em filmes,
montagens fotograficas,
‘screensavers’, em imagens de
grande beleza mas que nunca

conseguimos compreender. Quem

e

néo se lembra dos filmes “StarWars”.
Vérias imagens de planetas que aparecem nesses filmes sdo geradas com
fractais.

Muitas pessoas ficariam surpreendidas por saber que o corpo humano tem
em si muitos 6rgdos que tém caracteristicas
fractais. S&o inumeros os exemplos de objectos
fractais na Natureza: arvores, couve-flor,
brécolos, nuvens, linhas de costa e existe até

uma nova teoria que sugere que a expansao do

Universo se processa segundo um modelo
fractal. Os fractais dao-nos respostas para compreender a geometria da Natureza,

uma area em que a geometria Euclidiana nao pode ser aplicada.
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Este novo tipo de Geometria aplica-se a quase tudo o que nos rodeia.
Mandelbrot depressa percebeu a possibilidade de usar fractais para resolver
complexos problemas matematicos.

Na Biologia, a geometria fractal, principalmente o conceito de dimens&o ndo
necessariamente inteira, tem sido usada no estudo da rugosidade de alguns
microorganismos.

Na Economia, a analise das bolsas tem indicado que os valores das acgoes

se comportam de forma aparentemente aleatéria a

WATTEL ING, Zig Zag

curto prazo, mas que apresentam um certo padrao a

RUE]
f
E 100

médio e a longo prazo. E de notar que, se olharmos

para a evolugdo da bolsa no periodo de um més,

uma semana, um dia ou algumas horas, o grafico .0 S Isf "
nao perde o seu detalhe, tal como o fractal. Foi precisamente na Economia que o
primeiro trabalho sobre fractais de Mandelbrot incidiu, embora na altura a
designacao “fractal’ nao existisse.

Na Medicina, reconhecem-se caracteristicas fractais em fendmenos
cardiacos e pulmonares. De facto, alguns estudos revelam que um coracdo
saudavel coracdo saudavel bate a um ritmo fractal e, que um batimento cardiaco
quase periodico, € um sintoma de insuficiéncia cardiaca. Além disso, novas formas
de terapia do cancro estéo a ser estudadas e novos processos de diagnostico
estdo a ser considerados, utilizando a Geometria Fractal.

No campo da Informatica, pode-se aproveitar as caracteristicas fractais de
certas imagens para tornar possivel a sua compressao, codificando em algumas
regras simples toda a informagéo que contém. Michael Barnsley desenvolveu
sistemas que permitem compressdes com razdes até 10000 para 1 demonstrando
esses mesmos sistemas através de uma sequéncia de 40 minutos de imagens,
contida numa disquete de 1,44 MB.

A superficie dos eléctrodos de uma bateria, com a sua porosidade, possui em

termos gerais, uma caracteristica tipicamente fractal que € a de manterem uma
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‘auto-semelhanga” para diferentes escalas de ampliagdo. Tal facto vai afectar as
interacgdes quimicas e fisicas que se processem em contacto com essa superficie
modificando as leis tradicionais, tornando-se necessario o recurso a técnicas

fractais.

Na Arte, as influéncias estéticas sdo ainda dificeis de determinar, tal é a
ruptura com os padrdes classicos que estas descobertas potenciam. A Geometria
Fractal revolucionou o realismo visual, sendo usada na criagdo de imagens
espectaculares e de mundos bizarros para jogos, animagdes e filmes, com detalhe
variavel de acordo com a escala evitando a
pixelizagdo. E é impossivel determinar os avangos
que 0s meios computacionais cada vez mais potentes

auguram. Este realismo sem precedentes inspira

artistas de todas as areas, introduzindo novos
simbolos que acompanham as novas mentalidades. Neste campo, esta presente

uma forma especial de auto-semelhanga, conhecida como Regresso Infinito — uma

sequéncia infinita de versdes cada vez mais pequenas da mesma imagem.

Estas pinturas foram feitas pelo famoso artista alemdo M.C. Escher, sem

davida o artista mais conhecido do século na pintura inspirada na simetria.
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Podemos referir também o uso da Geometria Fractal na analise de imagens
por satélite, pois estas sdo muito complexas, e a geometria fractal (sendo a
geometria da Natureza) é a unica que consegue identificar certos padrdes que néo
se enquadram em nenhum modelo de geometria convencional, como o contorno
de uma floresta, por exemplo.

A Geometria Fractal é ainda usada no estudo de diversos fendmenos
geoldgicos (nomeadamente na cartografia de falhas sismicas) e na linguistica (pois
os linguistas comegam a aplicar a teoria dos fractais na evolugao dos dialectos).

Estes sdo apenas alguns exemplos das aplicagbes da Geometria Fractal.
Uma vez que esta geometria € recente, parece-nos que estamos apenas no

comeco de compreender toda a utilidade e extensdo da Geometria Fractal.
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GEOMETRIA FRACTAL NO ENSINO
SECUNDARIO

Neste capitulo, vamos procurar responder a seguinte pergunta: Porqué
trabalhar com fractais com alunos do Ensino Secundario?

Em primeiro lugar, o facto ja referido de a forma e dimensé&o fractais estarem
muito presentes na natureza é, por si s4, uma motivagédo valida para professores e
alunos e as propriedades da recursividade e auto-semelhanca séo facilmente
entendidas pelos educandos se visualizadas, por exemplo, na folha de um feto, ou
na estrutura de uma couve-flor. Para além disso, dada a aplicabilidade do estudo
dos fractais num numero cada vez mais crescente de areas da ciéncia e da
tecnologia, pode ser um factor motivante para o seu estudo. Por fim (mas nédo
menos importante), é incrivel a quantidade de conceitos que podem ser abordados
ou trabalhados quando se realizam actividades de exploracdo de fractais,
quantidade essa que pode ser tanto maior quanto mais avangado for o nivel dos
alunos. Esses conteudos podem ser abordados de uma forma mais ou menos
objectiva, mais ou menos evidente, consoante a tarefa em si e a percepgéo que o
aluno vai tendo das operagdes e dos conceitos matematicos envolvidos.

Para se iniciar o estudo da Geometria Fractal, sdo dados actualmente um
conjunto de actividades praticas de modo que os alunos se sintam mais motivados

para o estudo deste novo tema. A titulo de exemplo, temos a seguinte actividade:
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Actividade: Constru¢do de um Fractal numa Folha de Papel

Material:

Folha de papel A4;

Tesoura;

Instrugoes:

1.
2.
3.

Meca o comprimento da folha (= a);
Meca a largura da folha (= b);

Dobre a folha de papel ao meio;

Faga 2 cortes de comprimento % afastados de cada lado do papel %:

Dobre segundo o0 segmento criado pelos dois cortes;

Repita os passos 1 a 5, mas agora para a parte da folha que acabou de

Continue este processo 0 maximo de vezes possiveis;
Dobre a folha A4 formando um angulo recto;

Dobre a parte da folha obtida no passo 5, de modo a formar um angulo

recto com a dobra do passo 8§;

10. Repita 0 passo 9 para as outras partes da folha.

Passos 1 e 2 Passo 3 Passo 4
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Passo 5 Passos 6 e 7 Passo 8

Passos 9 e 10

Questoes:
1. Conte os elementos em cada iteracdo e faca uma tabela.
2. ldentifique o padrao de crescimento e indique a sucessao que permite

calcular o numero de elementos para a n-ésima geracao.

3. Qual a area total (isto &, depois de uma infinidade de dobras) da superficie

dos elementos? (Sugestéo: Escolha um valor conveniente para a area do primeiro

elemento).

4. Investigue o que acontece, se fizer um corte diferente, alterar o tamanho

do corte ou aumentar o nimero de cortes.
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CONCLUSAO

A descoberta, 0 estudo e a estrutura geométrica dos fractais tornou-se num
dos tépicos mais falados na Matematica nos Ultimos vinte anos. E uma parte da
Matematica que combina teorias complexas e interessantes, bonitos graficos, e
com extrema relevancia no mundo real.

Existe uma grande diferenga entre os tipos de formas que estudamos neste
trabalho e a geometria tradicional, sendo dificil confundir as duas. As formas da
geometria tradicional e os objectos construidos a partir dessas formas podem ser
feitos pelo Homem, enquanto que as formas da Natureza tém aspecto
completamente diferente, sendo muito dificil de recriar pelo Homem.

Mandelbrot (“pai” da geometria fractal) foi o primeiro a perceber as fundagdes
do aspecto dos objectos da Natureza, sob a forma de auto-semelhanga, e que a
construgdo destes objectos tém como principio esta caracteristica. Hoje, os
principios da geometria fractal sdo usados em muitas areas, ja referidas nas
aplicagdes dos fractais.

A Geometria como a conhecemos no passado foi desenvolvida pelos Gregos
a 2000 mil anos e quase néo foi modificada ao longo do tempo. Foi (e ainda é) um
grande triunfo para a mente humana, e permitiu-nos desenvolver muitas das

nossas tecnologias, engenharias, arquitecturas, e por ai em diante. Contudo, como
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ferramenta e linguagem para modelar e representar a Natureza, a geometria
‘grega’ falhou.

A descoberta da geometria fractal parece ter dado a ciéncia a linguagem
matematica correcta para ultrapassar esta falha, e promete ser uma das grandes
descobertas do século XX na matematica. Podemos dizer que estamos cada vez
mais a caminhar no sentido de definir o indefinido, mesmo que seja por processos
infinitos.

Com a introdugao da Geometria Fractal criou-se um espaco intermédio entre
a regularidade e o caos, considerado na mitologia Grega como o0 nada donde todas
as coisas surgiam. Cada vez mais elementos ou sistemas ditos caéticos “passam”
para a classe dos objectos fractais, pois € encontrada regularidade em movimentos
aparentemente aleatdrios.

A elaboracdo deste trabalho foi uma experiéncia muito enriquecedora para
nos, tanto a nivel de cultura geral como a nivel do nosso conhecimento
matematico. O facto deste tema ser desconhecido para nos levou-nos a uma
pesquisa mais profunda de modo a abordarmos o tema de uma forma mais
completa e segura. Inicialmente, o tema proposto parecia-nos pouco interessante,
mas a medida que fomos compreendendo os varios conceitos nele envolvidos e
fomos sendo capaz de os sintetizar e de os apresentar de forma ordenada, a
curiosidade sobre a geometria fractal cresceu exponencialmente. Para isso muito
contribuiu o constatar que a geometria fractal estd patente em tantos lugares
(sobretudo em objectos e em seres naturais) e que formas tdo complexas e por
vezes t&o bonitas podem ser criadas, ou simuladas, por processos matematicos
muito simples.

Outra surpresa para nos foi a grande aplicabilidade do estudo da Geometria
Fractal, nomeadamente dos conceitos de estrutura e de dimens&o fractal a um
campo téo vasto de areas, desde as ciéncias naturais as econémico-sociais € a

tecnologia.
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Procuramos abordar o tema de um modo simples e rigoroso do ponto de vista
cientifico, de modo que ndo sejam necessarios grandes conhecimentos para o
compreender.

Contudo, e dada a novidade do tema, € possivel (e provavel...) que se
encontrem alguns erros neste trabalho. Todas as criticas sdo, por isso, bem-

vindas, e desde ja as agradecemos.
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