Capitulo 1

Matrizes e Determinantes

1.1 Generalidades

Iremos usar K para designar
IR conjunto dos niimeros reais

C conjunto dos nimeros complexos.
Deste modo, chamaremos

numeros ou escalares

aos elementos de K.

Sejam m e n inteiros positivos.

(1.1 a) Definigao.

Chama-se matriz do tipo m x n sobre K a todo o quadro
que se obtém dispondo mn nimeros segundo m linhas e

n colunas.
ail ai2 A1n
a1 a2 a2n
A= .
am1 am2 Amn



(1.1 b) Notagoes. Usamos igualmente como abreviatura

AZ[%]

i=1,...,n; j=1,...,n

ou

96 ]

o]

caso se subentenda o tipo da matriz.

ou ainda, simplesmente

O ntmero
Qi

diz-se o elemento, entrada ou componente da matriz A. Em a;; o
1 indica a linha onde se situa o elemento

j indica a coluna onde se situa o elemento
e, como tal,

i diz-se o indice de linha

7 diz-se o indice de coluna

do elemento a;;.
O elemento a;; diz-se ainda o elemento (7,7) da matriz A.

Para A matriz do tipo m x n de elementos sobre K

i. a matriz A diz-se quadrada sempre que m =n

ii. rectangular m #n;
iii. matriz-linha

ou wector-linha m=1;
iv. matriz-coluna

ou vector-coluna n=1;



Representamos por
Mipsn(K)

o conjunto de todas as matrizes do tipo m X n sobre K. Com abuso de
linguagem, usamos a notagao
Km

para representar M,,.1(K), ou seja, para representar o conjunto das ma-
trizes com m linhas e 1 coluna de elementos em K, as matrizes-coluna,

ai

ag
mel(K): : :aiGK,i:1,2,---,m

I

am

~ K™ ={(a1,a2, - ,am):a; € K;i=1,2,---,m}.

(1.1 ¢) Definigao.
As matrizes

A= [ aij ] € Myxn(K), B = [ be ] € Myyo(K)

dizem-se 1guais sse

m=p . .
{ n=gq (S aij:bij, 2:1,...,m; j:1,...,n.

(1.1 d) Notagoes.

(I) Aos elementos da matriz (quadrada) A € My, (K) com igual indice de
linha e coluna chamamos elementos diagonais de A,

a11,A22,0a33, ..., Ann.-

(IT) A sequéncia ordenada ( ou n-upla) constituida pelos elementos diago-
nais diz-se a diagonal principal de A.

(III) A n-upla constituida pelos elementos da outra diagonal recebe o nome
de diagonal secunddria de A,

anl, An—1,25 --+y Aln-



(IV) Uma matriz quadrada A € M,,x,,(K) diz-se

i.  triangular superior sempre que a;j—o para i > j;

0 --- 0
ii. triangular inferior sempre que a;; = 0 para i < j;

0 --- 0

iii. diagonal sempre que a;; = 0 para i # j.

0 --- 0

0 --- 0
(V) A matriz identidade de ordem n, I,, é a matriz diagonal de ordem n
com elementos diagonais iguais a 1,

10 -0
0 1 0
: : . : :|:5l]:|TLXTL
00 - 1

E usual representarmos o elemento (7, j) da matriz I,, por d;5, simbolo
ou delta de Kronécker).

Matrizes Elementares

Fixemos alguns tipos de operacoes sobre as linhas de uma matriz que se
designam por operacdes elementares de linha.



1. Substituicdo de uma linha de uma matriz pela soma dessa linha com um
multiplo de outra linha;

2. Troca entre si de duas linhas de uma matriz;

3. Multiplicacao de todos os elementos de uma linha por um nimero dife-
rente de zero.

(1.1 e) Definigao.

Chama-se matriz elementar de ordem n a toda a matriz
que se obtém de I,, por aplicacdo de uma operacao ele-
mentar as respectivas linhas.

Obtemos, deste modo, trés tipos diferentes de matrizes elementares de
ordem n.

1. Para i # j (por exemplo, i < j) e a € K

1T 0 --- 0 --- 0 --- 0
o1 -0 -0 ---0
0 0 1 o 0 i
Eij(a) = :
0 0 0 1 0 J
(00 - 0« 0 -+ 1]
i J

A matriz E;;(a) obtém-se de I,, adicionando & linha 4 a linha j previ-
amente multiplicada por a.



2. Para i # j (por exemplo, i < j)

10 -0 -+ 0 --- 0
01 -0 --- 0 0
0 0 0 1 0 i
P = :
00 1 0 0 J
(00~ 0 - 0 -+ 1|
i J

A matriz P;; obtém-se de I;, trocando entre si a linha ¢ com a linha j.

3. Paraae K, a#0, 1 <i<n

1 0 0 -~ 0
0 1 0 - 0
Dile)=| 4 ¢ N 0 i
(000 - 0 -+ 1|

i

A matriz D;(«) obtém-se de I, multiplicando a linha i por a.

Notas.

i. Permutando apenas duas linhas entre si da matriz I, obtemos uma
das matrizes F;;.

ii. Ao efectuarmos véarias permutacoes as linhas de I,, obtemos matrizes
que em cada linha e em cada coluna tém apenas um elemento nao-nulo
e esse elemento é 1. Sao as chamadas matrizes de permutacao.



1.2 Operagoes com Matrizes

(1.2 a) Definigao.
Para A= | ay |, B =] by | € Mpxn(K) e a € K
1. A+ B é a matriz do tipo m x n cujo elemento (7,j) é
ai; + bij
A+ B= [ Sij }

para s;; = a;;j + b;j, ou simplesmente,

A‘FB:{CLU—I—I)Z]} ;

mXn
2. aA é a matriz do tipo m x n cujo elemento (i,7) é
aaj,
aA = { aa;; }

mXxn



(1.2 b) Notagoes.

(I) A matriz do tipo m x n com todos os elementos iguais a zero, 0, diz-se
a matriz nula e escreve-se, simplesmente

Oan‘
(II) Para A = { a;j } define-se

—-A= (—1)./4 = [ —agj } .

(1.2 ¢) Teorema. Para A,B,C € My,xn(K) e a, 3 € K tem-se

(A+B)+C=A+(B+C) (Associatividade da Adigao)
A+B=B+A (Comutatividade da Adigao)
A4+0=0+A=A (Omxn € 0 elemento neutro da adigdo )
A+ (-A)=(-A)+A=0 (—A € a simétrica de A)

a(A+ B) =aA+aB
(a+PB)A=aA+ B
(aB)A = a(BA)
1A=A

NSO e~

Demonstracdo. E deixada como exercicio.

Multiplicagao de Matrizes
Motivacao
Dado o sistema de equagoes lineares

214+ 20+ 23 =1
4x1 + 229 — 323 =0
—2x1 —3x9+br3 =5

ele pode ser representado matricialmente na forma



5 | vector-coluna

2 -3
dos termos independentes
/ Asxs \ T3x1 = b3x1

/

coluna dos coluna dos coluna dos
coeficientes de  coeficientes de  coeficientes de
r1 em cada T9 em cada z3 em cada
equacao equacao equagao

Se designarmos por A a matriz dos coeficientes das incégnitas nas equagoes
e por x a matriz-coluna das incégnitas, temos

—2x1 4+ 0 + T3 1
Ax = 4x1 + 229 — 323 =10
—2x1 — 39 + bxs 31 5 31

1) O exemplo anterior pode generalizar-se (de modo evidente) para A ma-
triz arbitrdria do tipo m X n e x vector-coluna arbitrario do tipo n x 1.
E imediato que a matriz resultante, a matriz produto, serd do tipo
m x 1

Amxn -+ Znxi = bmxi

N

m X 1

2) A definigao anterior pode generalizar-se para qualquer matriz A do tipo
m X n e qualquer matriz B do tipo n X p do seguinte modo

Apxn-Brxp =
= [ A X (coluna 1 de B) A x ( coluna2deB) ... A x (coluna p de B) }
Amxn Buxp = (AB)mxp
. = I i
— — ]l |
J J



(1.2 d) Definigao.

Para A = | @y | € Mypxn(K) e B= | by, | € Mysy(K)
a matriz produto AB é a matriz do tipo m X p cujo elemento
(i,k) é

a1 bik + @iz bog + ... + Qin bpg
(i=1,..m;k=1,..,p)

AB = { Z?:l Qi bj }

mxp )

Nota. Como se pode inferir da defini¢do, o produto AB da matriz A
pela matriz B apenas estd definido se o ntimero de colunas da A for igual
ao numero de linhas de B.

Sempre que tal acontece

o numero de linhas de AB é igual ao ntimero de linhas de A;

o nimero de colunas de AB é igual ao ntimero de colunas de B.

(1.2 e) Teorema. Para A, A’ € M, xn(K)
B, B’ € M;,y,(K)
C e Myy(K), ae K

temos
1. (AB)C = A(BC)
2. AL, =1,A=A
3. A(B+B')=AB+ AB’
4. (A+ AYB=AB+ A'B
5. a(AB) = (a¢A)B = A(aB)
6. (Se AB =0 entdo (A =0ou B =0)) € falso.
7. (Se AB = AB'e A +# 0 entao (B = B')) ¢ falso.
(Se AB=A'Be B # 0 entio (A =A4A")) é falso.
8. A multiplicacao de matrizes ndo é comutativa.

Demonstracao. Deixamos ao cuidado do leitor a demonstragao das
primeiras cinco alineas. Demonstremos as trés ultimas. Uma vez que nos
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pedem para demonstrar que as implicagoes sao falsas basta apresentar um
contra-exemplo, isto é, um exemplo onde o antecedente seja verdadeiro e o
consequente seja falso.

6. Faca A =

E imediato que
1 00 0 00
7. Considereainda A=]10 0 0| eB=|0 1 0
0 00 0 0 0

e B =

o O O
o O O
O = O

Entao A # 0, AB = AB' mas B # B'.

8.
2

Basta considerar A = | 3 eB = { 1 00 Lx?) . Entao Asx1.Bixg =
4 3x1

2 00

300 enquanto que (B.A)1x1 = [ 2 } )

4 0 0

3x3
Retomemos a forma matricial de um sistema de m equagoes lineares em
n incégnitas
Amxn Tax1 = bmx1

onde
Apmxn € a matriz dos coeficientes das incégnitas

Tnx1 ¢ a matriz das incégnitas

bmx1 é a matriz dos termos independentes

ail ai2 e A1n X1

a1 a2 o a2n X2
Ax=

Gml OGm2 " Gmn Tn

11



a1 x1 + a2 + ... +a1n Ty
a21 L1 + a2 T2 + ... + G2y Ty,

Am1 L1 + Ao T2 + ... + A, Ty

aii ai2 A1n

a1 a2 A2n
=T . + 29 . +xy

am1 am?2 Amn

Nota 1. Dados r vectores-coluna vy, vs, ..., v, € r escalares (ntimeros)
1,2, ...,y A
a1V1 + QU2 + ...+ Qp Uy

chamamos combinacdo linear dos r vectores-coluna com coeficientes aq, g, ..., Q.

Imediatamente, sempre que o sistema
Arxz=0b

seja possivel entao o vector-coluna b é uma combinagao linear dos vectores-
coluna de A onde os coeficientes dessa combinacdo linear constituem uma
solucao do sistema.

Por exemplo, admitindo o sistema

—2x1+x0+23=1
41 4 2190 — 323 =0
—2x1 — 312 + 523 =095

1
a solucao dnica | 1
2
temos
1 -2 1 1
0|l =1 4 | +1| 2 | +2| =3
5 -2 -3 )

12



Nota 2. Agora, na matriz produto

Amxn anp - (AB)mXp

a coluna j de AB (que é dada pelo produto A x (coluna j de B)) é uma
combinacao linear dos vectores-coluna de A sendo os coeficientes dessa com-
binacao linear as componentes do vector-coluna j de B.

Nota 3. Analogamente ao anteriormente exposto, a linha ¢ da matriz
produto AB

(O - S - == —— |
R
bir bz -+ by
bar b2 -+ Do
linhai de (A.B) = { a1 Qo o Gip } ] P
bnl bn2 e bnp
= [ a;1 b11 + aipbor + ... + @i bpr o a1 bip + g bop + o+ Qi by
Zau[bn b1p]+--~+am[bn1 bnp}

combinacao linear dos vectores-linha de B e os coeficientes dessa combinacao
linear sao as componentes do vector-linha ¢ de A.

13



1.3 Inversa de uma Matriz Quadrada

Dada um numero (real ou complexo) nao-nulo temos sempre garantida a
existéncia (em IR ou C) do respectivo inverso multiplicativo. Recordemos a
defini¢ao de inverso multiplicativo de um elemento, por exemplo, em IR.

Dado a € IR, a # 0, o elemento b € IR que satisfaz
ab=ba =1

diz-se o inverso multiplicativo de a e escreve-se b = a1,

Agora com matrizes...
Dada uma matriz A procuramos uma matriz B que satisfaca
Anx? . B?Xn = In = B?Xn . Anx? .

Forcosamente
7?7 =n.

Logo s6 faz sentido falar em matriz inversa para uma dada matriz quadrada.

(1.3 a) Definicao.

Uma matriz A quadrada de ordem n diz-se invertivel se
existir uma matriz B quadrada de ordem n tal que

AB = BA=1,.

Consequéncias imediatas da definigao.

(I) A matriz 0, nao ¢é invertivel.

(Para A =0, ¢ B € My« (K) arbitraria

AB =0,B =0,

donde 0,, nao é invertivel.)

14



1 2
2 4

ER It

se A fosse invertivel, existiria A~! e
1|12 2 6| _ ,1]100]|
A [2 sl 1 3|74 o 0|70

Ip |y 3| =022

(II) A matriz A = l ] é nao-invertivel. Pelo facto de existir [ _21 _63 ]

tal que

_1 _3 | =bx2

o que contradiz a definicao de igualdade entre duas matrizes.

(III) A matriz I, é invertivel ja que

Pergunta 1. Em que condi¢bes uma dada matriz admitird inversa?

Pergunta 2. Como calcular, quando existe, a inversa de uma dada
matriz?

Mas, mesmo antes de responder a estas questoes, podemos demonstrar
algumas propriedades da inversa de uma matriz.

(1.3 b) Teorema. Para A € M, xn(K) existe no mdzximo uma matriz
B € My,xn(K) tal que

AB = BA =1I,.

Demonstracao. Comecemos por admitir a existéncia de duas matrizes
inversas de A e mostremos que sdo iguais.

15



Para B, B’ € M,,x,(K) satisfazendo
AB=BA=1,

AB' = BA=1,

temos

B' = B'I, = B'(AB) = (B'A)B = I,B = B.

Logo existe, no maximo, uma matriz B nas condi¢oes requeridas.

(1.3 ¢) Teorema. Para A e C matrizes quadradas de ordem n
inwvertiveis o produto AC € também invertivel e

(AC) L =cta L,

Demonstragao. Verifiquemos que C~' A~ satisfaz as condicoes exigidas
para que seja a inversa de AC. De facto, temos

(AC)(CTT Ay = A(CCHA = ALLA™ = AA7 = I,
De modo analogo
(CTTA™Y(AC) = CH(ATIA)C = 0,0 = C7'C = I,

Logo podemos concluir que AC é invertivel ja que C~'A~! satisfaz as
condigbes para ser a inversa de AC.

1.4 Transposicao de Matrizes

(1.4 a) Definigao.

Dada uma matriz A = [ a;j } € Mpyxn(K) a matriz
AT = [ br.e } € Mpxm(K) com

bpe=ap, k=1,...n0=1,...m

diz-se a transposta de A.

A matriz A diz-se simétrica se A = AT.

16



Notas.

i. A coluna i da AT é precisamente a linha i de A, parai=1,...,m.

ii.  Uma matriz é simétrica sse for quadrada e forem iguais os elementos
situados em posigoes simétricas relativamente a diagonal principal.

(1.4 b) Proposicao. A transposi¢ao de matrizes goza das sequintes
propriedades:

(1) (AT)" =4

(2) (A+ B)T = AT 4+ BT

(3) (aA)T = aAT | para o elemento de K

(4) (AB)T = BT AT

(5) (AT = (ATY*, para k natural

(6) Se A for invertivel, AT também o €, tendo-se

(A7) = (AT

Demonstracdo. E deixada como exercicio.

(1.4 ¢) Definigao.

Uma matriz quadrada diz-se ortogonal se for invertivel e
as respectivas inversa e transposta coincidirem

A7t = AT (A ortogonal).

(1.4 d) Definicao.

Para A = { a;j } matriz complexa, a conjugada de A
mXn
é a matriz
A=lay | .
a/Z] mXn
Escrevemos
A*

para representar A7

Uma matriz diz-se hermitica sempre que

A=A

17



(1.4 e) Proposicao. As matrizes complexas gozam das sequintes pro-
priedades:

(1) (A7)* = A

(2) (A+B)" = A*+ B*

(3) (0A)* = aA* , para o elemento de C
(4) (AB)" = B* A"

(5) (AR)* = (A", para k natural

(6) Se A for invertivel, A* também o é, tendo-se

(A*)—l — (A_l)*.
Demonstracao. E deixada como exercicio.

1.5 Determinantes

Pergunta 3. Serd possivel associar a cada matriz um nimero que dependa
apenas de elementos da matriz e que nos permita decidir a existéncia da
matriz inversa de uma dada matriz?

A resposta a esta questao é afirmativa . Tal nimero é chamado o deter-
minante da matriz.

O Determinante de uma matriz em M, (K).

Um nuimero é invertivel sse for ndao-nulo. Portanto uma matriz 1 x 1 é
invertivel sse for ndo-nula. (Mas, para matrizes de ordem superior tal j& ndo
se verifica.)

Para A = [ a } € Mi«1(K) poe-se
detA:det{ a } =lal=a
e chama-se determinante de A.

Conclusao. Uma matriz A = { a } € Mix1(K) é invertivel sse o res-
pectivo determinante for nao-nulo.

18



O determinante de uma matriz em My, o(K).

3 —13

Reparemos que dada A = [ 9 9

] se tem

B A
. 9 13 . . . .
onde a matriz B = 9 3 foi obtida a partir da matriz A trocando

entre si os elementos da diagonal principal e mudando o sinal dos restantes
elementos.

5
2 -3

|
BN
=R

Podiamos, entao, ser levados a pensar que a inversa de uma matriz

A=l

se poderia obter trocando entre si a e d e mudando o sinal a ce a b. Mas o

facto de se ter
a b d —-b| | ad—bc 0
c d —c a | 0 ad — be

leva-nos a ter um momento de reflexdao. Tal procedimento levar-nos-ia, ime-
diatamente, a inversa de A somente no caso de ad—bc = 1. E se ad—bc # 17
Serd que poderemos ainda determinar a inversa de A7

Ainda para A = ] se verifica
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Caso 1. Seja D = ad — be # 0.

Basta agora colocar

para obter

4 _b
D D
D

il

Caso 2. Seja D =ad —bc=0
Entdo a matriz A ndo admite inversa. Suponhamos que existia A1,

matriz inversa de A. Teriamos

A A

4

D
<
D

= (A714) l _dc _ab ]
:A‘l(Al 4o ])
= A‘102 = 09

o que contradiz a definicao de igualdade entre duas matrizes.

Conclusao. A matriz A = Z ccl € Msy2(K) admite inversa sse

D = ad — bc # 0. O niimero D diz-se o determinante de A.

(1.5 a) Notagoes. Usa-se

aip a2
az1 a2

det A = det { a;j } = = aj1az — G12021

para representar este namero de K.
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(1.5 b) Exemplo. Temos

2 1 -2 -3
det[l 4]—8—1—7, detl i 5 ]——10—{—12—2.

(1.5 ¢) Observagao.

O determinante de A estd, como vimos, relacionado com a existéncia e
o célculo da inversa de uma matriz A. Mas a importancia do determinante
nao se esgota aqui. Por exemplo, dado o paralelograma P

a2 R Ag “
(ag1, ag)
P
A1 (a11,a12)¥ 77777777 Al
a9 :
R
Ay
‘%/—’
ao at

temos
(a11 + a21)(a12 + a22) = drea P + 2 areaR + 2 drealA; + 2 dreals

area P = (a11 + a21)(a12 + a22) — 2a12a21 — 2 (1/2)az1az — 2 (1/2)aj1a12

= 11022 — 412021

a a
— det 11 12 )
az1 a2
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Algumas Propriedades dos Determinantes em Moy, o(K)

(d1) Para a,b,c,d,b',d',a € K temos

(d2) Se as duas colunas de uma matriz forem iguais o determinante da matriz
é igual a zero.

(d3) Para a matriz identidade de ordem 2 temos

10
det[o 1]—1.

Demonstragao.
(d1) Temos

/
det[i SIZ, 1 =a(d+d)—cb+V)
=ad—bc+ad —Ve

:det[a + det
C

a V|
d c d |’

aa b a b
det[ac 1 —(aa)d—(ac)b—a(ad—bc)—adet[C d]
( Nota. E imediato que, para a,d’,b,V/,c,c,d,d',a € K, temos ainda
i

det c+c d

a ab a b aa b
det[c ad]—adetlc d]—det[ac d]’

!
a+a b]—detlab
c d

ii.
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iii.

(d2) Temos
det [ ch Ccl ] =ac—ac=0.

O determinante de uma matriz em Msxo(K) satisfaz ainda outras pro-
priedades adicionais. Vejamos algumas.

(1.5 d) Proposigao.
Em M2><2(K)

(1) se adicionarmos um mailtiplo de uma coluna & outra o valor do
determinante nao se altera;

(2) se trocarmos entre si as colunas o determinante muda de sinal.

(3) Os determinantes de uma matriz A e da respectiva transposta
coincidem, isto €, detA = detAT.

Demonstragao.
(1.) Temos
a b+aa | [a b ] a oa
det[c d+ ac = det e d + det . ac]
[a b ] a a
= det + a det [ 1
c d c c
_ .
= det e d
(2.) Temos

b a a b
det[d c]-bc—ad——(ad—bc)——detlc d]'

(3.) Temos
a c a b
det[b d]:(ad—bc):detlc d]’
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O determinante de uma matriz em M;y3(K).

ajl a2 a3
Seja A = | a1 a9 aos | . Vamos definir det A de acordo com a

asy as2 ass
formula

det A = ajja22a33 + aiza23a31 + a13621032— (1)
—a31022a13 — A32G23011 — A33021G12

que pode ser facilmente obtida atendendo aos seguintes diagramas:

Diagrama 1.

Diagrama 2.

termos com sinal + termos com sinal -
o o o o o o
o o o o
o o o o o o

E imediato que

-1 3
201 =)2)1)+(=D(0)(0) + (1)(1)B3)-
11

O = Ot

—(0)2)@3) = (M(=1)(1) = (G)(1)(0)
=10+3+1=14.
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(1.5 e) Observagoes.

(1) E também imediato que

a1l agr agl
det AT = det aiz a2 as2
aiz a3 ass
= 11022033 + G13a21a32 + 012023031
—0a130a220a31 — (11023032 — 112021033
=det A

logo a propriedade (3) da proposicao (1.5d) continua a ser satis-
feita para matrizes de M3y 3(K).
Mas os diagramas usados para os casos n = 2 e n = 3 nao se reve-

lam tao tteis e simples para ordens superiores. No entanto, existe
outra estratégia para a definicao que vai ser de facil generalizacao.

Podemos, por exemplo, reagrupar os termos de (1) do seguinte
modo (evidenciando os elementos da coluna 1.)

ap by ¢
det A =det| ag by co
az bz c3
= al(b203 — b362> — a2<b103 — 5301) + a3(blcg — bgcl)
o by c¢o by by
- a b3 C3 @2 b3 +a3 b2 C2 (2)

De modo idéntico e reagrupando de acordo com as restantes co-
lunas ou linhas , poderiamos obter outros cinco diferentes desen-
volvimentos. Por exemplo, de acordo com os elementos da linha
3, teriamos

ar b
az by

bi
by c2

B e a
det A = as b3 4y + c3 (3)

A férmula (2) diz-se um desenvolvimento em coluna do det A (em
relagdo a coluna 1) sendo (3) um desenvolvimento em linha do
det A (relativamente a linha 3).

Em cada caso os 2 x 2-determinantes (determinantes de matrizes
2 x 2) que aparecem nas férmulas dizem-se menores do det A
da entrada pela qual estao a ser multiplicados. Deste modo, por
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exemplo, o menor de a1 é o determinante da matriz que se obtém
de A eliminando a linha e a coluna onde aq se encontra, isto
é, a linha 1 e a coluna 1. Semelhantemente, o menor de co em

ar b1 < b
, | a1 1
as b2 Cy | € .
as b3
az bz c3

(6) A cada menor estd associado um sinal determinado pela posigao
do elemento e de acordo com a seguinte tabela

+ - +
+ - +

Olhando para a tabela podemos dela tirar uma regra:

O sinal que vai afectar o menor do (i, j) -elemento é o
sinal de (—1)**7 . Deste modo, se i+ j for par o sinal +
ird afectar o menor da (i, 7) -entrada da matriz. Sempre
que i+ j seja impar o sinal que ird afectar o menor serd

(7) Tal leva-nos ao conceito de co-factor ou complemento algébrico
de uma entrada da matriz A.

O co-factor ou complemento algébrico da (i, j)-entrada
é igual a

(=1)"7 x (menor da (i,7) — entrada).

al bl C1
Por exemplo, para A= | as by o
az by c3
I 141 b2 e by ¢
complemento algébrico de a; = (—1) P bl
3 €3 3 €3
s 243 a1 b1 ar by
complemento algébrico de ¢y = (—1) a b Tae bl
3 03 3 03

(8) Usando as nogoes agora estabelecidas podemos descrever o de-
senvolvimento de det A para A € Msy3(K)3 em colunas ou em
linhas de acordo com a seguinte férmula (Teorema de Laplace):

O det A é igual & soma dos produtos das entradas de
uma coluna (ou linha) pelos respectivos complementos
algébricos.

26



Por exemplo, usando o desenvolvimento em coluna (na primeira)
obtemos

5 -1 3
1 2 0|=5
0 1 1

20
11

-1 3
1 1

-1 3

-1 +0 9 0:10+4:14
obtendo-se o mesmo valor ao efectuarmos o desenvolvimento em

linha (por exemplo, na segunda)

-1 3
2 0_—1_11 i’
1 1

5 3
0 1

5 —1
0 1

O = Ut

2|2 3] _ir10=1

(1.5 f) Nota. E agora imediato estabelecer em Msy3(K) a validade
de uma proposicao correspondente a 1.5 d.

O determinante de uma matriz em M,,,,(K), paran > 4.

Suponhamos que a nogao de determinante de uma matriz esta ja definida
para matrizes de ordem até n — 1.

Dada uma matriz A = [ ajj } representemos por
nxn

a (n—1) x (n — 1)-matriz obtida
Ajj de A por supressao
da linha ¢ e da coluna j

Deste modo podemos definir

i.

ii.

o menor de a;; como sendo det A;; ;

o complemento algébrico (co-factor) de a;j como sendo (—1)"7 detA;;.

E possivel demonstrar que as somas

n
Z(—l)”j a;j det A;j ,  (j é constante)
i=1
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n

Z(—l)”j a;j det A;j , (i é constante)

j=1
tém o mesmo valor seja qual for o j escolhido na primeira e o ¢ escolhido na
segunda.

A primeira dé-nos o desenvolvimento na coluna j e a segunda da-nos o

desenvolvimento na linha ¢ do det A. Deste modo podemos tomar cada uma,
destas somas para estabelecer a definicao de

det A

para o caso geral de uma matriz A € M,,x,(K), para n natural arbitrério.

(1.5 g) Definicao.

Para A € M, «,(K), para n natural arbitrario,
n
det A = Z(—l)ﬂ_l a;1 det A
i=1

diz-se o desenvolvimento de det A na coluna 1 de A.

(1.5 h) Exemplo. Para n =4 temos

G2 23 Q24 a2 a13 a4
det A =ai1|az2 a3z ags |—az1|asy asz as4
G42 Q43 Q44 Q42 Q43 Q44
ai2 aiz a4 a2 aiz a4
+as1| a2 a3 Q24 |— Q41| Q22 G23 A24
G42 43 Q44 G32 az3z as34
assim
; ? _01 ; 5 0 2 2 0 2
det =1/0 6 0|—2|-1 6 0
1060 2 0 3 1 0 3
1 2 0 3
2 5 2 2 50
+(-1)|-1 0 0|—1]|—-1 0 6
1 2 3 1 20
= (90 — 24) — 2(36 — 12) — (11) — 6 = 1.



Mas o célculo é muito mais rapido se efectuarmos um desenvolvimento em

coluna, por exemplo, na coluna 3. De facto,

; g _01 ; 2 5 2 121
det =—-1/-1 0 0|+6{2 5 2
1060 1 2 3 10 3
1 2 0 3
=(-1)(-4+4+15)+6(154+4+4—-5—-4—-12)
=—-11+12=1.
Algumas Propriedades
(D) O determinante de uma matriz diagonal é igual ao produto
das entradas da diagonal principal.
(Também para n = 4 temos
SEAEE
det =adet| 0 ¢ 0 | =a.bed = abed
0 0 ¢c O 00 d
0 00 d

conforme requerido. O caso geral demonstra-se por indugao.)
Em particular, para as matrizes elementares do tipo

Di(a),i=1,...n, a € K

10 0o --- 0
01 0o --- 0
det D;(«) = det 0 O a O = a.
I
(I1) Também para as matrizes elementares do tipo E;;(«) temos

det Eij(a) =1, i,j=1,...,n, a € K.
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(Por exemplo, paran =4, i =3, j = 2 temos

1000
0100 Lo 10

det Byp() =| | o|=1la 1 0]=11] = |=1
0001 00l

tendo, no terceiro passo, sido efectuado um desenvolvimento na 1¢
linha.

O resultado geral demonstra-se por indugao.

(IIT) Finalmente
det Pij =—1.

(De facto, paran =4, i =2, j = 4 temos

det P24 = 1(—1) = —1.)

o O O
— o O O
O = O O
S O = O
I
—_
= o O
O = O
S O =
I

Mais uma vez o resultado geral demonstra-se por indugao.

E ainda usando o Principio da Inducao que se demonstra a validade do
seguinte teorema.

(1.5 i) Teorema. O determinante satisfaz as sequintes propriedades:

(d1) Se para j = 1,...,n representarmos por AY) g coluna j da matriz A
e se para um certo i € {1,...,n}, a coluna AW for a soma de dois
vectores-coluna, AW = C + C’, entdo

det[A(l) e M e A(n)] :det{A(l) e O ... A(n)]
+det[,4<1> O A(")]

Para a € K e AW = aC

det | 4D ... aCc ... A(n)}:adet“u) e O ... A(n)}-
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(d2) Se para j #i as colunas AW e AY) da matriz A forem iguais entdo

det A = 0.

(ds) Para n arbitrario, det I, = 1.

Este teorema pode (e é usualmente) utilizado para definir a funcdo de-
terminante

det : Mpsxn(K) — K

A det A, A€ Myun(K),
impondo que ela satisfaga (dy), (d2), (d3).

Para n € IN arbitrario, a propriedade correspondente a Prop.1.5 d pode
agora ser estabelecida.

(1.5 j) Proposicao. Em M, x,(K) tem-se

(1) O determinante de uma matriz e da respectiva transposta coin-
cide.

(2) Parai,j naturais, ao trocarmos entre si as colunas A ¢ AU) dq
maltriz A, o determinante da matriz assim obtida € o simétrico
do detA.

(8) Seja B a matriz obtida de A por adigio a coluna i de A do
maltiplo-A da coluna j de A. Entdo detA = detB.

Demonstracao.

(1) Trata-se de uma consequéncia imediata da definigao de determi-
nante. O desenvolvimento do determinante da matriz A” segundo
a linha ¢ coincide com o desenvolvimento do determinante da ma-
triz A segundo a coluna 1.

(2) Atendendo a (dg) ao substituirmos as colunas A® e AY) por
AW + AU obtemos uma matriz com duas colunas iguais e logo
de determinante igual a zero. Deste modo,
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():dd[mn.“ AD £ AG) o A6 4oAG) L 4

:dd{Aﬂ)-n A A0 L Am)}
+det| A .ooAG) LAl L. AW }
Hdet| AV .oAG .04 Lo A }
tdet] AW .4 LooAG L. Am)}
donde o requerido.
B:[Am co AD £ AAG) A mm}.
Atendendo a (dz) tem-se
daB:dd[mn o AD A A mm}:
:dd{Au>.” AD  40) ”.14m}+
+M¢[AO).” AAGD) o AD L Am>}
:(kt[Au) o AD AG) L Am)}+
+Am¢[Am o AG) LAG) L Am>}

=detA+0=detA

ja que a segunda matriz tem duas colunas iguais.

Ainda Algumas Propriedades de Determinantes

Exercicio.

Para A € M, xn(K), i,7=1,...,n, a € K
i.  descreva em funcao da matriz A as matrizes
Eij(c)A  D;(a)A  Pj;A
A Eijj(a) ADif(a) AP;;
ii. prove que
det (E;j(a)A) = det E;j(o) det A
det (Di(a) A) = det D;(a) detA
det (P;;A) = det Pj; detA.
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Capitulo 2

Sistemas de Equacoes
Lineares

2.1 Generalidades

(2.1 a) Definigao.

Uma equagdo linear em (ou nas incognitas) xy, xo, ..., Tp,
é uma igualdade do tipo

a1x1+asxo+ ...+ anxy, =0

onde aj,ag, ..., ane b sdo elementos (nimeros) de K.

x1,T2, ..., L, chamamos incdgnitas, sendo
ai,as, ...ay 08 coeficientes das incdgnitas e

b o seqgundo membro ou termo independente.

(2.1 b) Definigao.

Um sistema de equagoes lineares é uma colecgao finita de
equacoes lineares.
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Um sistema de m equagoes em n incégnitas

a11 71+ a12x2 + ... + a1 Ty = by
a1 T1 + a9 T2 + ... + a2, Ty = by

Am1 L1+ am2 T + ... + Qmn Ty, = b,

n
Zaijxj :bi, 1= 1,...,m
j=1

pode representar-se abreviadamente na forma matricial

Arx=b
onde
ailz a2 - Qin 1
4= a1 a2 - Gg2p Cu= T2 b=
am1 Am2 - Amn | o, In | px1
matriz do sistema matriz-coluna

das incognitas

(2.1 c) Definigao.

b1
bo

bm

mx1

segundo membro

Uma solucdo do sistema de equacoes lineares nas incégnitas
xi,..., T, € uma sequéncia ordenada de nimeros

Oy ey Oy
tais que as substituicoes

T, =q; 1=1,...,n

transformam todas as equacoes em identidades.

Resolver um sistema de equacoes lineares é determinar todas as solucoes

ou provar que nao existe solucao.
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Tipos de sistemas relativamente ao namero de solugoes.

Um sistema que admite pelo menos uma solucao diz-se possivel
(Diz-se determinado se s6 tiver uma, indeterminado se tiver mais
do que uma). Um sistema de equagdes que nao tenha qualquer
solucao diz-se impossivel.

Interpretacao geométrica no caso K =R em=n=2

Seja dado o sistema

ar+by=c com a#0 ou b#0
adx+by=<c com a #0ou b #0
Y Y Y
x x
sistema possivel sistema possivel sistema impossivel
determinado indeterminado
(rectas concorrentes) (rectas coincidentes) (rectas paralelas)

(2.1 d) Definicao.

Sistemas com o mesmo numero de equagoes e incégnitas
dizem-se equivalentes se tiverem exactamente as mesmas
solucgoes.

Directos

Métodos de Resolucao
de sistemas
de equacoes lineares

Iterativos (Andlise Numérica)
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2.2 O Algoritmo de Eliminagao de Gauss (método
directo)

Ideia Béasica do Método: os sistemas (cujas matrizes sejam) triangulares
(ou em escada) resolvem-se facilmente por substitui¢ao ascendente.

20+ 3y —4z =1

(Por exemplo 2y+5z=-3
22 =3 z=3/2
T =..
% +5x3/2=-3 { y=-21/4 )
z=3/2 z=3/2

Objectivo. Desenvolver um algoritmo para transformar o sistema dado
noutro equivalente cuja matriz seja (triangular) em escada.

—2r+y+z=1 (Ll)
Dado o sistema { 4z +2y—32=0  (L9)
—2x—3y+5z2=5 (L3)
vamos efectuar uma sequéncia de passos-elementares que o transforme num
sistema equivalente de matriz (triangular) em escada.

Um passo elementar no método de eliminacdo de Gauss consiste na
adicdo membro a membro a uma equacao de um multiplo de outra de forma
a que, na equacao obtida, seja nulo o coeficiente de certa incégnita. Diz-se
entao que se eliminou essa incégnita da equacao.

Parte Descendente do Método

“dwty+z=1 (L)
dr+2y—32=0 (La2)
—2x—3y+52=5 (L3)

270 g4y+z=1 (L)j=1L)
40 y—2=2 (Ly=Ly—(-2Ly))
—4y—|—4z:4 (é:Lg—Ll)
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270 r4y+2=1 (LY = LY)
470y -z =2 (Ly = L)
32 =6 (L = L (42)13)
22

(Por exemplo, sendo a1; # 0 a adigao & segunda equacao da
primeira, multiplicada por —% elimina a incégnita x; da se-
gunda equagao.)

Em seguida, passamos a eliminar a incégnita zo de todas as equagoes
a partir da 3% - para o qual é necessdrio que a), (0 novo coeficiente de xo
na 2% equagao) seja nao-nulo. Este processo repete-se até nao ser possivel
continud-lo mais. Os niimeros nao-nulos

aii, a'22,
chamam-se pivots da eliminacdo.
No presente caso em estudo ha 3 pivots havendo 3 equacdes e 3 incégnitas.
Parte Ascendente do Método
No caso em estudo
270 x4ty +z=1
470 Yy—z=2
32=06 z =2
—2rx+14+2=1 z=1
dy—2=2 y=1 y=1
z=2 z=2 z=2

e logo o sistema é possivel e determinado admitindo a solugao tnica {(1,1,2)}.

Algoritmo de Eliminacao de Gauss

Seja dado um sistema de m equacOes em n incognitas

a11 1+ a12x2 + ... + a1p Ty = by (L1)
a1 1 + a2 T2 + ... + agn Ty = by (L2)
Aml T1 + ma2 T2 + ... + Gmn Ty, = b, (L)
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i.  Se aj; # 0, considere

/
1:L1

I [, _ G21
p=1Lo— 2 Ly passos elementares

: do método

L, =L, — % Ly
Deste modo, a incégnita x; é eliminada de todas as equagoes a partir
da segunda.

ii. Seja agora ahy o coeficiente de xo na segunda equagao do sistema
(equivalente ao dado pelo Teorema (?7) e obtido em (i.)). Se a), # 0,
usando um processo ao descrito em (i.), elimine a incégnita zo em
todas as equagoes do novo sistema a partir da 3 equacao.

iii. E o processo é repetido enquanto possivel.

Nota. Caso apareca um zero na posicao em que devia estar um pivot,
procura-se resolver o problema trocando a respectiva equacao por uma outra
situada abaixo dela. Se nenhuma troca resolver o problema, o pivot passa a
ser procurado entre os coeficientes da incognita seguinte.

(2.2 a) Teorema. Cada passo elementar do método de eliminagdo de
Gauss transforma um sistema noutro equivalente.

Demonstracao. Cada passo elementar pode ser descrito matricialmente
pela multiplicacdo a esquerda por uma matriz elementar do tipo Ejj(c).
Basta entdo reparar que E;j(a)™! = Ej;(—a).

(Por exemplo, a eliminacdo de x; na segunda linha é efectuada pela
multiplicacao a esquerda por

a1
For(——==).
21( an)
A partir do sistema
Az =b (1)
obtemos o sistema
Eor(— Y Az = By (-2 0. 2)
ail ail
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Se xg for solugao de (1) é imediatamente solucao de (2). Agora se z for
solucéo de (2) entao por multiplicagao de (2) por Ep;(g2) obtemos

A.Tl:b

e logo x; é também solugao de (1).)

Do processo de eliminacao de Gauss resulta um sistema equivalente
Ux =c

cuja matriz U (que é ainda do tipo m X n) tem uma forma especial e que se
diz matriz-em-escada.

(2.2 b) Definicao.

Uma matriz diz-se uma matriz-em-escada (de linhas) sem-
pre que satisfaca:

(1) Se o primeiro elemento nao-nulo numa linha es-
tiver na coluna j entao a linha seguinte comeca
com, pelo menos, j elementos nulos.

(2) Se houver linhas totalmente constituidas por ze-
ros, elas aparecem depois das outras.

(Pela proépria definigao, as matrizes triangulares superiores de elementos
diagonais nao-nulos sdo matrizes-em-escada.)

® Xk ok sk x X X ® x %
® k% 0 0O e *x *x *x =% 0 e x
0 e =x 0 0 0 e x *x x 000
0 0 e 000 0 O0 0 e 000
000 0O0O0OTP O 0 00

Aqui
* designa um elemento arbitrario de K

e representa um elemento nao-nulo em K.
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Com a obtengao da matriz-em-escada U/ termina a parte descendente do
método de eliminacao de Gauss.

Neste momento verifica-se se o sistema obtido
Uxr =c

é possivel, isto é, verifica-se a nao-existéncia de equagdes com o primeiro
membro nulo e o segundo nao-nulo. Se o sistema for possivel resolve-se de
baixo para cima (parte ascendente do algoritmo) obtendo algumas incdognitas
(aquelas que estao a ser multiplicadas por pivots) em fungao das restantes.
As primeiras chamamos incdgnitas principais ou bdsicas e as outras (que
podem tomar qualquer valor em K) chamamos incdgnitas ndao-principais

ou livres.

Casos Possiveis no final da Eliminagao (para m = n)

(1) Ha n pivots.
O sistema Ux = ¢ é do tipo
a1 x1 + a2 T2 + ... + a1p Ty = l~)1
29 T + ... + Qop Tp = l~)2

Ann Tn = by,
e por substituicao ascendente obtemos a solucao tnica. O sistema
é possivel e determinado.

(2) Ha k pivots com k < n.

As ultimas equagodes do sistema obtido sao do tipo0=0o0ul =a
com a # 0.

a. H4 pelo menos uma equagao do tipo 0 = a com a # 0. Neste
caso o sistema é impossivel.

b. Considere as primeiras k equagoes e passe as parcelas refe-
rentes as n — k incégnitas livres para os segundos membros.
Resolva o sistema em relacao as k incégnitas bésicas. Obte-
mos os valores das k incognitas basicas em funcao das n — k
incégnitas livres. Neste caso, o sistema é possivel e inde-
terminado. Diz-se que o grau de indeterminacao do sistema

3

é
n — k.

nimero de incognitas nimero de pivots
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(2.2 ¢) Exemplos.
(I) O sistema

r—y+z=-2 (L1)
—3rx+3y—z=>5 (L)

20 —2y+ 2= -1 (Ls)
T—y+z=-2 (L} = L)
Oy+2z=-1 (ng :L2+3L1)
Oy—Z:3 (Lé:Lg—QLl)
m—y+z:—2 (Llll: /1:L1)

2z =—-1 (LY = L)

0z =5/2 (L5 = Ly + (1/2) L)

¢é impossivel (pela existéncia da 3* equagdo, ou seja, o nimero de pivots é
inferior & caracteristica da matriz ampliada do sistema).

(IT) No sistema

rT—y+z=-2 Ly)

-3z +3y—z=5 (L2)

20 -2y +2=-7/2 (Ls)
x—y+z:—2 (L/1:L1)

2= —1 (Ly = Ly + 3Ly)

—Z = 1/2 (Lé = L3 —2L1)
r—y+z=-2 (L] =L} = Ly)

2z =—1 (L = Ly)

02 =0 (LY = Ls + (1/2)LY)

para efeitos de determinacao da solucao do sistema, esta udltima equacao
0z = 0 é irrelevante ja que qualquer valor de z satisfaz esta equagao.
Comecemos por reparar que o nimero de pivots, 2, é inferior ao niimero
de incégnitas, 3, sendo = e z as incégnitas bdsicas (cujos coeficientes sao
pivots) e sendo y uma variavel livre.

rT+z=-2+y r=y—3/2
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O conjunto das solugoes (solugao geral) é, portanto,

{(y—3/2,y,-1/2) : y € R}

sendo o grau de indeterminacao do sistema ( igual ao nimero de incognitas
livres), 1 = 3 — 2.

(2.2 d) Definigao.

A caracteristica de A, car A, é o numero de pivots que
aparecem na matriz resultado da aplicagdo a A do método
de eliminagao de Gauss.

Equivalentemente, car A é o niimero de linhas nao-nulas
da matriz-em-escada U produzida pelo algoritmo de elimi-
nacao de Gauss aplicado a A.

Uma matriz quadrada, A, x, diz-se nao-singular se tiver
caracteristica igual a n, isto é, se a caracteristica e a ordem
coincidirem.

Se car Apxn < n a matriz A diz-se singular.

No caso de A € Mpxn(K) ser ndo-singular, a matriz U ¢é triangular
superior com os elementos diagonais nao-nulos (sdo os n pivots).

Verificdmos que na aplicagao do algoritmo de Gauss os coeficientes a;;
e os termos independentes sao alterados. Para simplificar a aplicacao do
método é conveniente trabalhar com a seguinte matriz que se diz a matriz-
ampliada do sistema.

aip a2 -+ Qip | b1
a1 a2 -+ Q2p | ba
[a 1] =" T . o
Aml Am2 **° Amn | bm
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Casos Possiveis no
Final da Parte Descendente do
Algoritmo de Eliminacao de Gauss
(Anélise da matriz-ampliada obtida)

A€ Mpyyn(K)
car A < car { A | b }
Sistema Impossivel

° * |
0O e * |
0 0 e * |
: |
000 -+ o % --- % | %
000 - 00 -+ 0| =«
000 0 00O 0 | e
S
L0 00 0 00 -+ 0 | x|
onde e designa um elemento nao-nulo de K
e * representa um elemento arbitrario em K.
A € My xn(K)
car A = car [ A | b }
Sistema Possivel e Determinado
(nimero de pivots = nimero de incégnitas)
(s6 hé varidveis bésicas)
[ o * x|
0 e x x|
. © x| 00 o -
0 e * | . |
0 0 * :
o R P . |
3 RN 00 0 0 |
000 - e | % . |
1000 0 0 |
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A€ Mpyxn(K)

carA:car[ A b}

Sistema Possivel e Indeterminado
(ntimero de pivots < ntmero de incégnitas)
( ha varidveis livres)

[ o x |

0O e * x|

. | 0 0 e * x|

0 e ] _ |
00 :

' !.ou000 - .

‘ | 00 0 0 0 |

0 00 o R ) |

000 0 00 0 |

Todas as equagoes com o 1° membro igual a zero tém também o 2°
membro igual a zero.

2.3 Decomposi¢cao LU de uma matriz (Resolugao
de sistemas)

Dada uma matriz A € M, x,(K) serd possivel (sempre?) escrevé-la como
um produto de duas matrizes

A=LU
onde
L é triangular inferior e

U é triangular superior?

E o0 mesmo acontecerd com A € My, xn(K) ?

Caso I A matriz A € nao-singular.

Analisemos a aplica¢ao do método de eliminagao de Gauss a resolucao
do seguinte sistema
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2 1 1 T 1
4 -3 y| =10
| -2 -3 5 z 5
Loy + 2Ly Ly — Iy
2 1 1 | 1 — -2 1 1 | 1 —
4 2 =3 | 0| Fu(2) | 0 4 -1 | 2| E3(-1)
-2 -3 5 |5 -2 -3 5 | 5
A U
L3+ Lo
— -2 1 1 |1 - 21 1 | 1
Esi(=1) | 0 4 —1 | 2| Ep1) | 0 4 -1 | 2
0 —4 4 | 4 0 0 3 | 6
Us u
com
Exn(2) A=U

Eaa(—1) (E30(1) E31(—1)E21(2) A) = Esa(—1) U
Eo1(2) A = E31(1) Eso(— 1)U
A= Ey(~2) E31(1) Eso(—1)U

L u

onde £ é dada por um produto de matrizes invertiveis.

1 00 100
L =|-210 01 0| Es(-1)
0 0 1 10 1
1 ol [1 o o 1 0 0
=l -210 01 0|l=]|-2 1 0
1 1 0 -1 1 1 -1 1

Nota. A matriz £ armazena toda a informagao do processo de elimi-
nacao de Gauss.
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i.

ii.

Caso nao haja (no processo de eliminagao de Gauss) troca de
linhas, a matriz £ é uma matriz triangular inferior com elementos
diagonais iguais a 1 e os elementos sob a diagonal de £ sao os
simétricos dos multiplicadores usados na eliminagao, cada um na
posigao em que figura na respectiva matriz elementar. (Assim, a
matriz £ é muito facil de escrever.)

Porém, se houver necessidade de troca de linhas, a uinica diferenca
é que o algoritmo deve ser visto como aplicado ndo a A mas a PA
onde P é uma matriz de permutacao (P é o produto das matrizes
de permutacao correspondentes as varias trocas de linha feitas
durante o algoritmo) e ao segundo membro Pb.

1 1 1
Dadaamatriz | 3 3 —1 | tem-se
1 -1 -1
Ly =Ly — 31,4 Ly =L
5=1Ls— L Ly =114
1 1 1 1 1 1 1 1 1
A=13 3 -1|—-|0 0 —4|—=1]0 -2 =2 |=U
1 -1 -1 0 -2 -2 0O 0 -4

Pys E31(—1) EQl(—?)) A=U
Eii(—1) Ear(—3) A= Pos U
En(=3) A=Esu(1) PsU
A= E21(3) Egl(l) Pys U

1 00
A=13 1 0| PslU
1 01
El
1 00
A=13 0 1 |U
110
1 00
PsA=|1 1 0 |U
3 01
logo
Ps A=LU.
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Notemos que foi possivel escrever PA = LU embora a matriz £
calculada nao coincida com a matriz £’ encontrada no meio do
processo.

Caso IT A matriz A é (singular ou) do tipo m x n

(2.3 a) Teorema. Sendo A wma matriz arbitrdria do tipo m X n
existe uma matriz de permutacdo P tal que PA se pode factorizar na
forma LU onde L é triangular inferior com elementos diagonais iguais
al el € uma matriz-em-escada. Os elementos sob a diagonal de L sdo
0s simétricos dos "multiplicadores”usados no método de eliminacao
aplicado a A e U € a matriz produzida pelo algoritmo (e portanto o
primeiro elemento nao-nulo em cada linha ndo-nula € um pivot).

Resolugao do sistema Ax = b usando a factorizagao LU

Caso 1. A matriz A € quadrada nao-singular.

Pretendemos resolver o sistema Ax = b. Suponhamos que PA = LU.

Entao
Ax =0 sse PAx = Pb

sse LUx = Pb

Ly = Pb
sse Uz =y

O sistema ¢é transformado em dois sistemas triangulares tais que os
elementos das diagonais em ambas as matrizes sao nao-nulos. Ambos
os sistemas sdo possiveis e determinados e o sistema Ax = b é ainda
possivel e determinado.

Caso 2. A matriz A é (singular ou) do tipo m X n,(m #n).
Entao de PA = LU vem
Ar=b sse Ly=Pb (1)
Ur=y  (2)
O sistema (1) é ainda possivel e determinado. Mas na resolucao de
(2) vamos poder obter um sistema indeterminado ou um sistema im-

possivel. E, desta forma, também o sistema Ax = b poderé ser possivel
indeterminado ou impossivel.
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A Decomposicao LDU para A matriz nao-singular.

Suponhamos que efectudmos a decomposicao LU da matriz A (isto é,
nao foi necessério trocar linhas). Entao teremos

1
Uy

l31

lp_11
Enl

Uil

0 0

0
0

Os elementos "u;;”, 1 =
(recordemos que car A =n

1 0 0
by 1 0

A= | .
Enl €n2 1

U1
0 wo

1
).

1 00
U39 1 e 0 0
b1 lpa3 - 1 0
€n2 €n3 gn,n—l 1
u13 Ui,n1 Ul |
Uu23 U2,n1 U2n
u33 U3 nl U3n
0 tt Up—1n—1 Un—1n
0 ... 0 U,

,2,...,m sa0 os pivots do processo de eliminagao

Entao podemos escrever

1

wyy 0 -+ 0
0 uge 0 _
0
0 0 Unn, _ 0

Ul,n—1

u1l

Un—1,2

u22

Esta factorizagao designa-se por factorizagdo LDU da matriz A.

Resolugao de Sistemas Homogéneos

E evidente que um sistema homogéneo (com todos os segundos membros
iguais a zero) é sempre possivel (admite, pelo menos a solu¢do nula).

Para um sistema homogéneo

Az = 0m><17

A € Mpyxn(K)

(1)

designemos por N(A) o conjunto de todas as solugoes do sistema (1).
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Resolugao do Sistema Homogéneo
Amxn Tnx1 = Omx1, Ae men(K)

1° Passo Determinagdo da matriz-em-escada U. Seja car U = r.

29 Passo No sistema Ux = 0 (que é equivalente ao sistema Az = 0)
separam-se as incégnitas em bdsicas (correspondentes as incégnitas
com pivots e que sao em ndmero de r) e em livres. Se nao houver
incognitas livres o sistema é possivel e determinado (admitindo so-
mente a solugao nula).

3¢ Passo Para cada incégnita livre, dd-se o valor 1 (de facto, poderia ser
um valor arbitrario mas este simplifica os célculos) a essa incdgnita
e zero as restantes incognitas livres e resolve-se o sistema resultante
(com r equagdes). As n — r colunas assim obtidas geram o conjunto
N (A) das solugoes, isto é, qualquer soluc¢ao é combinagao linear dessas
n — r colunas determinadas (uma para cada incégnita livre).

(2.3 b) Exemplo.

Utilizemos o algoritmo anterior no célculo de um “conjunto de ger-
adores”para o conjunto, N(A), de solucoes do seguinte sistema homogéneo.
Uma vez que temos

11 1 2 0

00 —4 —4|]®]=1o0

00 0 0 3 0
T4

as incégnitas basicas sao x1 e x3 sendo 9 e x4 as livres, logo o sistema é
equivalente a

T1+ x3 = —x9 — 214

—41‘3 = 41’4.

NS . x2 =1 .
Referente a incégnita livre xa, fazendo resolvendo o sistema

x4 =0
x1+a3=—1 x1=—1
—41’3:0 1‘3:0
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—1

1
obtemos o gerador E Agora referente & incdgnita livre x4, fazendo
0
72 =0 e resolvendo o sistema { " tag=—1 1= 7" obtemos
rg=1 —dxs =4 r3 = —1
-1
o gerador _01
1
-1 -1
. 1 0 ) . .
Assim o || Z1 é um sistema de geradores do conjunto N (A),
0 1

isto é, qualquer solucao do sistema homogéneo pode ser escrito como uma
combinacao linear destas duas matrizes-coluna,

NA) =3a| o |[+8
0

(2.3 ¢) Teorema. Um sistema homogéneo com um nimero de incognitas
superior ao numero de equacgoes € possivel indeterminado.

Demonstracdo. A representacdo matricial de um tal sistema é dado por

Az =01, A E Mpxn(K) com m < n.

E imediato que car A = r < m < n e portanto ha necessariamente n — r
incognitas livres.

(2.3 d) Teorema. Se z’ for uma solugdo do sistema Az =b entdao o
conjunto das solucdes do sistema é

{' +u:ue N(A)}.
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Demonstragao. E evidente que qualquer elemento da forma z’ + u com
u € N(A) é solucao do sistema Ax = b ja que

A(r' +u) = Az’ + Au=b+0=.
Reciprocamente, para z” solugao arbitraria do sistema Az = b, faga-se
u=a"—2a.

Entao
Au=A(x" —2') = A2’ — A2’ =b—-1b=0
o que significa que u € N(A). E claro que
"

=2+ (@ —2)=2+u

e logo da forma pretendida.

2.4 Inversao de Matrizes

Dada uma matriz quadrada de ordem n, A,xn, pretendemos determinar
uma matriz X, «, tal que

AX=1,=XA
ou seja
[Ax(colunaldeX) A X (coluna 2de X) --- A x (coluna ndeX)}
10 -0
_ 01 0
00 1

A determinacao de X que satisfaca AX = I, é equivalente & resolugao
de n sistemas de equacoes lineares com a mesma matriz

1 0 0

0 1 0
Ar = , Ae=| |, ... Az =

0 0 1

Estes sistemas podem ser resolvidos simultaneamente.
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(2.4 a) Exemplo. Pretendemos determinar a inversa da matriz
1 2
3 4|

. - .. . r oz
Resolucao. Por definicao a matriz inversa da matriz dada, l acl :UB ] ,
2 T4

devera satisfazer a condicao

IRt

Efectuando os passos do processo de eliminagao de Gauss

EHIEN R
EEIE R

somos levados a resolucao de dois sistemas de equacoes lineares

| S

1 2 [ ] [ 1

—2 o | | =3
1 2 |[as] o0
0 —2 e | |1

Mas existe outro processo possivel para a resolucao simultanea dos sis-
temas (processo de eliminagao ascendente). Assim,

U

multipliquemos (para anular o (1,2)-elemento da matriz) ambos os membros
por Ej2(1). Obtemos

BB E N
R S

D
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Mas esta matriz D é invertivel. Logo
1 0 1700 zp w3 | |1 0 -2 1
0 —1/2 0 270 || a9 xg| |0 —1/2 ]| -3 1

ou ainda,
1 w3 | | —2 1
T2 T4 o 3/ 2 —1/ 2 )
Atencao. Analisemos os passos efectuados. Temos

Ei5(1) Ex1(-3)A =D

donde
A= E21(3) Elg(—l) D
e logo
A l=p7! Elg(l) E21<—3)
A
—

—_
[\)
—
[\)
—_
[a)

-2 1
| 12 l | T Iy |
3 4 | 0 -2 | =31 | 3/2 —1/2
~~
Eliminagao Descendente Eliminacao Ascendente
———
Afl

O Algoritmo de Gauss-Jordan para a Determinagao da Inversa
de uma Matriz

(2.4 b) Teorema. Uma matriz quadrada A € invertivel se e so se

for nao-singular.

Demonstracao. Mostremos que a condicao é necesséria, isto é, admitindo
que a matriz A é invertivel mostremos que é nao-singular.
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Uma vez que A é invertivel entao qualquer sistema Ax = b (cuja matriz
seja A) é possivel e determinado ji que

A (Az) = A"

determina a solugao (inica)

z = A"1b.
Mas entdo, necessariamente, A tem n pivots, ou seja, é nao-singular.

Resta agora mostrar que a condicao é suficiente, isto é, admitindo que a
matriz A é nao-singular mostremos que é invertivel.

Representemos por E o produto de todas as matrizes elementares cor-
respondentes aos passos elementares do processo de eliminagao que permite
determinar uma matriz diagonal D de elementos diagonais nao-nulos. Entao

D satisfaz
EA=D.

Mas a matriz A é invertivel porque é um produto de matrizes elementares
que sao invertiveis. Entao
A=E"'D

e logo A é invertivel j4 que E~1D o é. (De facto, A= = D71E.)

ALGORITMO. Cdlculo da matriz inversa de uma dada matriz A,xn

Para calcular a matriz inversa de A (se existir) efectua-se na ma-
triz do tipo n x 2n, [ A | I, } a parte descendente do método
de eliminacao de Gauss aplicado a A. Se houver um nimero
de pivots inferior a n a matriz A nao é invertivel. Se houver
n pivots usando-os pela ordem contraria a anteriormente usada,
anulam-se com operagoes elementares todos os elementos acima
da diagonal da matriz situada a esquerda. Finalmente, divide-se
cada linha pelo respectivo pivot. No fim deste processo a matriz
obtida é
[ L. | at].

(2.4 ¢) Teorema. (Unicidade da factoriza¢ao LU no caso nao-singular)
Se A for nao-singular a factorizacdo LU de A
(ou de PA) € unica.
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Demonstragao. Suponhamos que
PA=LU

PA =Ll

com L e £1 matrizes triangulares inferiores com elementos diagonais iguais
a 1 e U e Uy matrizes triangulares superiors com elementos diagonais nao-
nulos. Entao

LU = L1l
donde
coteo= uut
—— N——
matriz matriz
triangular inferior triangular superior

Como estas matrizes sao iguais tém de ser diagonais e os elementos diagonais
tém de ser iguais a 1 (porque sao os do primeiro membro). Logo

Lot =1,

U Ut =1,

ou seja
Li=L, U=U.

(2.4 d) Observagoes.

(I) No caso da matriz A ser singular ou rectangular a factorizagao LU

1 20
de A (ou de PA) pode nao ser tnica. Para A= | 2 4 0 | temos
0 0O
120 (1 00][1 2 0]
A=12 4 0 =12 10 0 0 0
0 00 |00 1][0 0 0]
- E - - u -
1 00 1 2 0
=210 0 00
05 1)[00 0
L U
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com A singular (car A =1).

0 0
Também, por exemplo, para A= | 0 0 | temos
00
00 1 00][0 0]
A=10 0 =010 00
00 |00 1[0 0|
- E - - u—
100 00
=12 10 00
|34 1]10 0]
L U
(IT) Determinemos a solugao do sistema
Axr=b>
1 1 1 2 —2 —2
paraA=|3 3 —-1 2 i)b=1| 6 |; (i)b=]| 6
1 1 -1 0 4 -1
Resolugao.

1) Comecemos por calcular a decomposigao LU da matriz A.

11 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2
33 -12|—-]1]00 -4 —-4]|—-100 —4 —4
11 -1 0 00 -2 -2 00 O 0
Logo

1 0 O 1 1 1 2

A=1[13 1 0 0 0 —4 —4

1 1/2 1 00 O 0

L U
car A =2

= numero de linhas nao-nulas de U
= numero de pivots de A

56



2) Resolvamos agora o sistema

Ly=1b
1 0 0 n —2 —2
3 1 0 v | =] 6 6
1 1/2 1 Ys 4 1

y1= -2
3y1 +y2 =6
n+12yp+y3=4 (=-1)

y1 = —2
Yo =12
y3=0 (y3=-5)

3) Resolucao do sistema Uz = y.

11 1 2 1 —92 )

0 0 —4 —4 ? =1 12 —| 12

00 0 0 3 0 -5
T4

Imediatamente no caso ii. o sistema € impossivel. Continuando com a
resolucao da alinea i., as incégnitas bésicas sao x; e x3 sendo as livres z9 e
x4. Resolvamos entao o sistema equivalente

T1+x3=—2—129 — 224 x1=—-2—29—2x4+3+ 24
—4.733 = 12+4x4 xIr3 = —3—%4

T1=1—29 — 24
:E3:—3—$4

Logo a solucao geral é

1 1—29—124 1 -1 1
T2 . i) o 0 1 0
O B S e e O R
Zq Tq 0 0 1
solucao particular de solucao geral de
de Ax = b correspondente de Az =0
axg=x4=0 para xo, x4 arbitrarios
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2.5 Determinantes (algumas propriedades)

Pretendemos apresentar ainda outro critério de invertibilidade de matrizes.
Ele vai aparecer como um corolario do seguinte facto.

(2.5 a) Teorema. Para A matriz quadrada e U a matriz que se obtém
de A por aplicacdo do algoritmo de eliminacdo
de Gauss temos

det A=+ det U.

Demonstragao. Verificamos anteriormente que o valor do determinante
de uma matriz nao se altera quando a uma linha adicionamos um multiplo
de outra linha (cf. (3) da Prop.(1.5j)). Mas tal significa que o valor do deter-
minante de uma matriz nao se altera com a parte descendente do algoritmo
de eliminacao de Gauss sempre que nao haja troca de linhas. Neste caso,
se o algoritmo transformar A na matriz U temos det A = det U. Sempre
que haja troca de linhas no algoritmo de eliminacdo aplicado a A temos
det A = det U se o numero de trocas for par e det A = —det U se o niimero
de trocas for impar.

Nota. Este teorema fornece ainda um processo de célculo de determi-
nantes.

(2.5 b) Corolario. Uma matriz quadrada A € invertivel
se e so se det A # 0.

Demonstragdo. Pelo teorema anterior temos det A = + det U. Uma vez
que U é triangular (superior) o det U é dado pelo produto dos elementos da
diagonal principal. No caso de A ser nao-singular (que é equivalente a ser
invertivel) os elementos diagonais de U sao os n pivots que se determinam
quando se aplica o método de eliminacao de Gauss a A e, portanto det A =
detU # 0.

Demonstremos a implicagao reciproca, isto é, sempre que det A # 0 entao
A é invertivel, mostrando a validade do respectivo contra-reciproco. Assim
iremos admitir que A néo é invertivel e iremos mostrar que det A = 0. Sendo
A nao-invertivel, isto é, sendo A singular, a caracteristica de A é inferior a
respectiva ordem. Entao U tem pelo menos um elemento diagonal nulo e
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logo det U = 0. Uma vez que det A = + det U temos det A = 0, conforme
pretendido.

(2.5 ¢c) Teorema. Para A e B matrizes quadradas de ordem n

det(AB) = det A det B.

Demonstracao. Vamos efectuar uma demonstracao por divisao do argu-
mento em casos (referente a propriedades de B).

Caso 1. det B=0

Entao B é singular e portanto o sistema Bx = 0 tem solucoes nao-
nulas. Seja v uma dessas solucoes. Entao Bv = 0. Multiplicando ambos os
membros por A obtemos

ABv =0.
Mas tal significa que também o sistema ABx = 0 tem solugdes nao-nulas o
que significa que a matriz AB é também singular e portanto, det (AB) = 0.
Logo
det (AB) =0, det Adet B= (det A)x0=0

verificando-se a propriedade requerida.
Caso 2. det B #0

Entao a matriz B é nao-singular e logo pode escrever-se como produto de
matrizes elementares (Recordemos que existe E matriz produto de matrizes
elementares tal que EB = D ou ainda, B = E~'D ambas produto de ele-
mentares). Imediatamente, para B = Ej E;_; ... E1 matrizes elementares
temos, atendendo & alinea (ii) do tltimo exercicio do primeiro capitulo,

det (AB) = det (A Ek Ek—l El)
= det (A Ek Ek,1 EQ) det E1

=det A det Ej, det Ey_1 ... det Ey

= det A det(Ey, ...Ey)
= det A det B.

(2.5 d) Coroldrio. Para A matriz quadrada invertivel tem-se
1

det (A1) = Tt A
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Demonstragdo. De A A~! = I vem, usando o teorema anterior,
det Adet A=t =1

donde o requerido.

(2.5 e) Proposigao. Para P matriz de permutagao tem-se

det(PT) = det P.

Demonstragdo. Uma vez que ambas as matrizes P e PT sio matrizes de
permutacao, o determinante de cada uma delas é igual a 1 ou igual a —1.
Mas como a inversa de uma matriz de permutacgao é a respectiva transposta
temos P PT = I. Imediatamente det P det PT = 1. Logo det P e det PT
sao ambos iguais a 1 ou ambos iguais a —1.

(2.5 f) Teorema. Para A matriz quadrada tem-se

det AT = det A.

Demonstragdo. Apliquemos & matriz A o algoritmo de eliminacao de
Gauss.

Suponhamos que nao ha necessidade de efectuarmos trocas de linhas.
Entao temos

A=LU
det A=detU.
Quanto a transposta temos
AT —yT o7

donde
det AT = det UT det LT = det UT

pois det LT =1 porque £T é triangular com todos os elementos diagonais
iguais a 1. Mas U e U” tém os mesmos elementos diagonais. Logo det UT =
det U.
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Mostremos agora que o mesmo acontece caso haja necessidade de efec-
tuarmos trocas de linhas.
Neste caso temos
PA=LU.

Entao, pelo teorema (2.5¢),
det P det A = det LdetU

det A = det P! det U.
Agora para as transpostas, de
PA=LU

vem

AT PT — uT £T
det AT det PT = det UT det LT
det AT det P = det UT .

Pela proposicao anterior det PT = det P e det UT = det U ja que tém os
mesmos elementos diagonais. Assim,

det AT = det P~ det U
donde
det A = det AT

Observagao. Atendendo ao teorema (2.5f) todas as propriedades de
determinantes que sao validas para linhas sao também validas para colunas.

A regra de Cramer

Recordemos que, para A = [ ajj } e t,j = 1,...,n chamamos com-
nxn

plemento algébrico de um elemento a;; de A a
(—1)i+j det Aij

onde A;; designa a (n — 1) x (n — 1)-submatriz de A obtida por supressao
da linha 7 e da coluna j.
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(2.5 g) Definigao.

Para A = { a;j } designamos por A a matriz dos com-
nxn

plementos algébricos dos elementos de A,

A= ] (~1)™ det Ay |

nxn

A matriz AT chamamos matriz adjunta de A.

(2.5 h) Exemplo. A matriz adjunta de A = l a ] é

a21 a2
AT — l a22 —a12]

—a21 aiy

ai; a2 ais
(2.5 i) Exemplo. A matriz adjunta da matriz A = | ag; a2 asgs

az1 asz2 as3

a22 a33 — 32 a23
T _
A" = | —a91 azz +az1 azz ... —ai a3 + aiz asn
az1 a32 — a3l a23

(Os elementos nao apresentados sdo facilmente calculados.)

(2.5 j) Teorema. Para A matriz quadrada de ordem n

detA 0 - 0
o 0 detA - 0

AAT = | o = (det A)I,.
0 0 - detA

Demonstracdo. E deixada como exercicio.

(2.5 k) Corolario. Para A matriz invertivel

det A

1 1 AT
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Demonstracao. Pelo corolario anterior temos
A AT = (det A) I,,.

Sendo A invertivel, det A # 0, e podemos escrever

1 .
A AT =1,
det A
———
1
det A

e logo AT = A71,

Nota. Este corolario fornece um método de construcao da inversa de
uma matriz.

(2.5 1) Teorema. (Regra de Cramer)
Para A,xn martiz invertivel a solucdo tdnica do sistema Ax = b € a
coluna cujos elementos sdo os quocientes

det A(i) i1 n

det A

onde A(i) € a matriz que se obtém de A substituindo a coluna i por b.

(2.5 m) Exemplo. Sendo A = l @iz ] invertivel e b = [ b ]

azl a2 ba
a solugao do sistema Ax = b é o elemento (z1,x2) dado por
det biary det | ‘1 b1
by asz az be
xr1 = € T2 = )
det l air  a12 1 det [ ail a2 1
a1  G22 az1  a22
det b1 a2 det | @11 by
b2 a99 a1 b2
9
detA detA
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