Aula Il - Topologia e Andlise Linear

FUNCAO CONTINUA
Sejam (X, d) e (Y, d") espagos métricos e f : X — Y uma fungdo. Diz-se que f : (X,d) — (Y,d')

¢ uma funcao continua em a € X se
(Ve >0) (36 >0) : (VoeX) dlx,a)<d = d(f(x), f(a)) <e.

f:(X,d) — (Y,d) diz-se uma fungao continua se for continua em todo o ponto = de X.

Na defini¢ao de funcao continua em a € X as bolas abertas sao essenciais. De facto:
[Uma fungdo f:(X,d) — (Y,d') é continua em a € X se e sé se
(Ve >0) (36>0) : f(Bs(a)) C Be(f(a))]
As bolas abertas tém uma propriedade interessante:

Se x € By(a) entdo existe s > 0 tal que By(z) C B,(a).

ABERTO
Se (X, d) é um espago métrico e A C X, A diz-se um subconjunto aberto de (X, d) se

(Vz € A) (3s >0) : Bg(z) C A

J& sabemos que toda a bola aberta é um aberto. H4 no entanto abertos que nao sao bolas
abertas. Por exemplo, ]0,4+o00[ é um subconjunto aberto de R (com a métrica euclidiana)
embora nao seja uma bola aberta.

E f4cil verificar que os abertos de um espago métrico (X, d) tém as seguintes propriedades:
(1) @ e X s@o subconjuntos abertos de (X, d);
(2) se A e B sao subconjuntos abertos de (X, d), entao também AN B o é;

(3) se I é um conjunto e (A4;);e; é uma familia de subconjuntos abertos de (X,d), entao
U A; é ainda um aberto de (X, d).
el
Note-se que, uma vez que a intersec¢ao de dois abertos é um aberto (Propriedade 2), também
qualquer intersecgao finita de abertos é um aberto. Nao podemos no entanto generalizar esta

propriedade ao caso de uma familia qualquer de abertos: hé familias (infinitas) de abertos

11
cuja interseccao nao é aberta. Por exemplo, ﬂ ] -, = [ = {0} nao é um aberto em R.
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Proposicao. Um subconjunto de um espaco métrico é aberto se e so se é reunido de bolas

abertas.

Demonstracdo. Como cada bola aberta é um aberto e estes sdo estaveis para a reuniao,
conclui-se imediatamente que a reuniao de bolas abertas é aberta.
Reciprocamente, se A C X é aberto, entdao, para cada a € A, existe 6, > 0 tal que

Bs,(a) C A. Logo A C U Bs,(a) C A, e obtemos a igualdade pretendida. "
acA

O estudo dos subconjuntos abertos de um espaco métrico ¢é justificado pelo seguinte resultado.
Proposigao. Sejam (X,d) e (Y,d') espagos métricos e f : X — Y uma fungao.

(1) f:(X,d) — (Y,d') é continua em a € X se e sd se, para cada subconjunto aberto V de
(Y,d") ao qual f(a) pertenca, existir um aberto U de (X,d) tal que a € U e f(U) C V.

(2) A fungio f:(X,d) — (Y,d') € continua se e sé se todo o subconjunto aberto de (Y,d')

tiver como imagem inversa por f um subconjunto aberto de (X, d).

Demonstragio. (1) (=) Seja V um aberto de Y ao qual f(a) pertence. Por definigao de
aberto, existe ¢ > 0 tal que B.(f(a)) € V. Da continuidade de f em a conclui-se entao
que existe § > 0 tal que f(Bs(a)) € B.(f(a)). Logo, considerando U = Bjs(a), obtemos
f(U) € B-(f(a)) €V, como pretendido.

(<) Seja e > 0. A bola aberta B.(f(a)) é em particular um aberto ao qual f(a) pertence.
Logo, por hipétese, existe um aberto U de X tal que a € U e f(U) C Be(f(a)). Por defini¢ao
de aberto existe 6 > 0 tal que Bs(a) C U. Finalmente temos f(Bs(a)) C f(U) C B:(f(a)).
(2) (=) Sejam V um subconjunto aberto de Y e a € f~1(V). Como V é aberto e f(a) € V,
existe ¢ > 0 tal que B-(f(a)) C V. Logo existe § > 0 tal que Bs(a) € f~1(V) e podemos
entdo concluir que f~1(V) é um aberto de X.

(<) Sejam a € X e e > 0. Como B.(f(a)) é um aberto de Y, da hipdtese segue que
f~Y(B:(f(a))) é um aberto de X. Como a € f~1(B:(f(a))), pela definicio de aberto existe
§ > 0 tal que Bs(a) C f~1(B:(f(a))), o que é equivalente a f(Bs(a)) C Be(f(a)). Logo, f é

continua em a. n



