Aula Il - Topologia e Andlise Linear

2 Espacos Topoldgicos

TOPOLOGIA

Dado um conjunto X, um subconjunto 7 de partes de X diz-se uma topologia em X se
(1) VeTeXeT;
(2) se A,BeT entao ANB€T;

(3) se (A;)ier for uma familia de elementos de 7, entao | J,.; 4; € 7.

[Ao par (X,7) chama-se espago topolégico. Os elementos de 7 dizem-se os

abertos do espago topolégico (X,7).]

FUNCAO CONTINUA
Se (X,7T) e (Y,T') sao espagos topoldgicos e f : X — Y é uma funcao, f: (X,7) — (Y,7")

(1) diz-se continuaema € X se: (VW e€T') f(a) eV = (3Ue€T) : acUe f(U)CV;

(2) diz-se continua se: (VV € T') f~1(V) e T.

Proposicao. Se (X, T), (Y,T') e (Z,T") sao espacos topoldgicos e f : (X, T) — (V,T') e
g: Y, T") — (Z,T") sao fungoes continuas, entio a sua composi¢io go f : (X, T) — (Z,T")

€ ainda uma funcao continua.
EXEMPLOS.

(1) Se (X,d) é um espago métrico e 7 é o conjunto dos abertos definidos pela métrica d,
entdo (X,7) é um espago topolégico. Por exemplo, a métrica euclidiana em R™ define

uma topologia em R", a que se chama topologia euclidiana.
(2) Em qualquer conjunto X podemos definir:

(a) a topologia discreta 7 := P(X), em que todo o subconjunto de X é aberto

(induzida pela métrica discreta);
(b) a topologia indiscreta (ou topologia grosseira) 7 := {0, X'}.

(3) Se X é um conjunto qualquer, 7 = {A C X | X\ A é um conjunto finito} é uma topologia

em X, a que se di4 o nome de topologia cofinita.

(4) Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dado um subconjunto Y de X, 7y :={UNY ; U € T}
é uma topologia em Y. A esta topologia chama-se topologia relativa —ou topologia

de subespaco —em Y induzida por 7.
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ESPACO TOPOLOGICO METRIZAVEL
Um espago topoldgico cuja topologia seja exactamente o conjunto dos abertos definidos por

uma métrica diz-se um espaco topoldgico metrizavel.

[ Note-se que: Duas métricas diferentes num conjunto X podem definir a

mesma topologia: métricas topologicamente equivalentes. ]

Proposigao. Sed ed sio métricas num conjunto X, d e d' sao topologicamente equivalentes
(X7d) - (X’d/) e (X’d/) - (X7d)

r H—— X r —— X

se e sd se as fungoes sGo continuas.

Lema. Se (X,7) é um espago topoldgico e Ty € a topologia de subespaco em'Y C X, entdo
(Yv TY) - (X’ T)
y — Y

a fungdo inclusdo € continua.

Proposigao. Sejam (X,7T) e (Y,T') espagos topoldgicos e f: X — Y uma fungao.
(1) Se T é a topologia discreta, f: (X, T)— (Y,T') € continua.

(2) Se T' € a topologia indiscreta, f : (X, T) — (Y,T') € continua.



