Aula IV - Topologia e Andlise Linear

TOPOLOGIAS COMPARAVEIS
No conjunto das topologias de um conjunto X podemos definir uma relagdo de ordem do
seguinte modo: se 7 e 7’ sao topologias em X, T < 7' se T C 7T'. Nesse caso diz-se que T é

uma topologia menos fina do que 7' e que 7’ é uma topologia mais fina do que 7.

OBSERVACOES.

(1) Se T e 7' sdo topologias em X, dizer que 7 é mais fina do que 7" é equivalente a dizer

que a fun¢ao identidade (X,7) — (X,7") é continua.

(2) A topologia discreta é mais fina do que qualquer outra topologia que se possa definir no

conjunto X, enquanto que a topologia indiscreta é menos fina do que qualquer outra.

HOMEOMORFISMO/ESPACOS HOMEOMORFOS
Sejam (X, 7) e (Y,7") espagos topoldgicos.

(1) Uma funcao f: (X,7) — (Y,7’) diz-se um homeomorfismo se for uma fun¢ao continua,

bijectiva, com fungéo inversa g : (Y,7') — (X, 7T) continua.

(2) Se existir um homeomorfismo f : (X,7) — (Y,7’) diz-se que os espacos topoldgicos
(X,7T) e (Y,T') sao homeomorfos.

EXEMPLOS. Como subespagos de R, sao homeomorfos: [0, 1] e [a,b] (com a,b € R e a < b);
10,1  [1, +00[; R e J0, +ool.

3 Bases e sub-bases

BASE
Um subconjunto B de uma topologia 7 num conjunto X diz-se uma base da topologia 7 se

todo o elemento de 7 for uma reuniao de elementos de B; isto é

T = {U Bi | (Bi)ier ¢ uma familia de elementos de B}.
il

Lema. Se (X,7) é um espaco topolégico, entao B é uma base de T se e so se, para todo o
aberto A, se verificar (Ve A)(3BeB) : x€ BCA.
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EXEMPLOS.

(1) Se (X,d) é um espaco métrico e 7 é a topologia definida pela métrica d, entao o conjunto
B={B,(x)|r >0, z € X} é uma base para a topologia 7.
[Em particular, os intervalos abertos limitados formam uma base para a

topologia euclidiana em R.]
(2) Um conjunto B de partes de X é uma base para a topologia discreta em X se e s6 se,

para todo o ponto x de X, {z} € B.

Proposigao. Dados um conjunto X e um subconjunto S de P(X), o conjunto T constituido

pelas reunioes quaisquer de intersecgoes finitas de elementos de S € uma topologia em X.

SUB-BASE
Se S e 7 estao nas condigoes da proposi¢ao anterior, diz-se que S é uma sub-base de 7, e que

T é a topologia gerada por S.

[A topologia gerada por & é portanto a topologia menos fina que contém S.]

EXEMPLOS.
(1) Toda a base de uma topologia é em particular uma sub-base.
(2) {]a,a+1]|a € R} é uma sub-base da topologia euclidiana em R [mas ndo é uma base].
(3) A topologia euclidiana em R é gerada por S = {]Ja, +o0[; a € R} U{] — o0, b[; b € R}.
(4) Qualquer que seja X, {X \ {z}|z € X} é uma sub-base da topologia cofinita em X.
Proposigao. Se (X,7) e (Y,T') sdo espagos topoldgicos e S é uma sub-base de T', entdo

uma fungao f: (X, T) — (Y, T') € continua se e sé se toda a imagem inversa, por f, de um
elemento de S for um aberto em (X, T).

Proposigao. Sejam X um conjunto e S C P(X). As sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) S € uma base para uma topologia em X.

(i) (B1) X = | J B;
BeS
(B2) (VBl, By € 3) (Vx € BN BQ) (333 S 8) . x € B3 C B1N Bs.
Proposicao. Sejam (X,7T) um espago topoldgico e Ty a topologia relativa em'Y C X.

(1) Se B € base da topologia T, entio By := {BNY ; B € B} € uma base da topologia Ty .

(2) Se S € sub-base de T, entao Sy :={SNY ;S € S} é uma sub-base da topologia Ty .



