Aula V - Topologia e Andlise Linear

4 Vizinhancas

VIZINHANCA
Sejam (X, 7) um espaco topolégico e a um ponto de X. Diz-se que um subconjunto V' de X

é uma vizinhanca de a se existir um aberto A tal quea € A C V.,

Designaremos o conjunto das vizinhancgas de z em (X, 7) por V,.

EXEMPLOS. Seja (X, 7) um espago topoldgico.
(1) Qualquer que seja x € X, X € V,.
(2) Se A é aberto e x € A, entao A € V,.

(3) Se T é a topologia discreta, entao, quaisquer que sejam Y C X ez €Y, Y € V,.

Proposicao. Um conjunto A C X € aberto se e sé se € vizinhanga de todos os seus pontos.
Proposigao. Se (X,7) € um espago topoldgico e x € X, entao:

(1) Ve 0D eV eV, = zeV;

(2) VeV, e WDV = W eV,;

(3) VVW eV, = VW eV,;

Proposicao. Seja f: (X,7) — (Y,7') uma fungdo.

(1) f € continua em a € X se e sd se a imagem inversa por f de qualquer vizinhanga de

f(a) é uma vizinhanca de a.

(2) f € continua se e so se, para todo o x € X, a imagem inversa por f de qualquer

vizinhanga de f(x) é uma vizinhanga de x.

SISTEMA FUNDAMENTAL DE VIZINHANCAS

Sejam (X,7) um espaco topolégico e x € X. Um subconjunto U, de V, diz-se uma base de
vizinhancas de x ou sistema fundamental de vizinhancas de x se, para cada V € V,, existir
UelU, talque U C V.

EXEMPLOS.

(1) Se T for uma topologia em X definida por uma métrica d, entdao o conjunto das bolas

abertas centradas em x € X é um sistema fundamental de vizinhangas de x.
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(2) Se T for a topologia discreta em X, entao o conjunto singular U, = {{z}} é um sistema

fundamental de vizinhancas de z € X.

Proposicao. Sejam (X,T) um espaco topoldgico e Ty a topologia relativa em'Y C X.

(1) Sex € Y eV, € o conjunto das vizinhangas de x no espago topoldgico (X, T ), entdo
V:={VNY;V eV} €o conjunto das vizinhangas de x em (Y, Ty).

(2) Se x € Y e U, é um sistema fundamental de vizinhangas de x no espago topoldgico
(X,T), entao U, .= {UNY ;U € Uy} éum sistema fundamental de vizinhangas de x
em (Y, Ty).

5 Subconjuntos fechados de um espaco topolégico

FECHADO

Um subconjunto A de um espago (X, 7) chama-se fechado se o seu complementar for aberto.

Proposicao. Um subconjunto F de P(X) é o conjunto dos subconjuntos fechados de um

espago topoldgico (X,T) se e s6 se verifica as sequintes condigoes:
(1) Ve FeXeF;
(2) se UV € F entao UUV € F;

(3) se (Ui)ier for uma familia de elementos de F, entdo ﬂ U;,e F.
i€l

Proposicao. Uma funcio f : (X,T) — (Y,T') é continua se e sé se, qualquer que seja o
subconjunto fechado F de (Y,T"), f~Y(F) é fechado em (X, T).

Lema. Se F € o conjunto dos subconjuntos fechados de (X,T) eY ¢é um subconjunto de X,
entao Fy ={FNY |F € F} € o conjunto dos fechados do subespago (Y,Ty).

FUNGCAO ABERTA/FUNCAO FECHADA
Uma fungao f : (X,7) — (Y,7’) diz-se aberta (resp. fechada) se, sempre que A for um
subconjunto aberto (fechado) de X, f(A) for um subconjunto aberto (fechado) de Y.

Proposicao. Se Ty € a topologia de subespago em Y definida por (X,T), entdo a inclusdo
(Y, Ty) — (X, T) é aberta (fechada) se e sé se’Y € um subconjunto aberto (fechado) de (X, T).

Lema. 7Toda a funcao bijectiva, continua e aberta € um homeomorfismo.
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