Aula XIII - Topologia e Anélise Linear

Proposigao.
(1) Todo o subespago compacto de um espago de Hausdorff € fechado.

(2) Todo o subespago fechado de um espago compacto é compacto.

Demonstragao. (1) Sejam X um espago de Hausdorff, K um subespago compacto de X e
r € X\ K. Queremos provar que r ¢ K. Para cada y € K existem abertos Uy eV, tais
que z € Uy, y € Vy e Uy NV, =0. A familia (V})ycx constitui uma cobertura aberta de K,
que, por K ser compacto, tem uma subcobertura finita (Vj)yer. Obtemos entao considerar

o conjunto aberto ﬂ Uy, ao qual = pertence e que nao intersecta U Vy, 2 K. Logor ¢ K,
yeF yeF

como queriamos demonstrar.

(2) Suponhamos que X é compacto e que F' é um subespaco fechado de X. Qualquer que
seja a familia (U;);e; de subconjuntos abertos de X que cubra F, a familia (U;);cruqoy obtida
juntando & primeira o conjunto aberto Uy = X \ F' é uma cobertura aberta de X. Logo, porque
X é compacto, tem uma subcobertura finita, o que prova em particular que F' é coberto por

uma parte finita da familia (U;). n

Corolario. Se o espaco X € compacto e de Hausdorff e Y ¢é um subespaco de X, entaoY €

compacto se e so se € fechado em X. [

Proposicao. Se f: X — Y € uma aplicagdo continua e A € um subespago compacto de X,

entao f(A) € um subespago compacto de'Y .

Demonstracao. Se (U;);er é uma familia de subconjuntos abertos de Y que cobre f(A), entao
(f~1(U;))ier é uma familia de abertos de X que cobre A. Como A é compacto, existe um
subconjunto finito J de I tal que A C U f~Y(U;). Logo, f(A) C U fOfF~Ywy)) c U Ui, o

ieJ ieJ ieJ
que prova que f(A) é compacto. n

Corolario.

(1) Se X é um espago compacto e Y um espaco separado, entao toda a aplica¢io continua

f: X =Y ¢€ fechada.

(2) Se X é compacto e Y € separado, entdo toda a aplicagao bijectiva e continua f: X —Y

€ um homeomorfismo. [
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Teorema de Tychonoff. Sejam X e Y espacos topoldgicos nao vazios. O espago produto

X XY € compacto se e s6 se X eY sdao compactos.

Demonstragcao. Se X e Y sdo nao vazios, as projecgoes px e py sao aplicagoes sobrejectivas.
Logo, se X x Y é compacto, px(X xY) =X e py(X xY) =Y sdo compactos.
Reciprocamente, sejam X e Y compactos e Y uma cobertura aberta de X xY. Sejaz € X.
Para caday € Y existe U, ,) € U tal que (z,y) € U(z,y)- Por construgao da topologia produto,
zy) X Bay) ©

Ulz,y)- Obtemos assim uma cobertura aberta (B(,))ycy de Y, a qual, como Y é compacto,

existem abertos A, ,) e B(;,) de X e Y respectivamente tais que (z,y) € A

tem uma subcobertura finita (B(,))yey,. O conjunto A, = ﬂ Azy) ¢ um aberto de X
yeYy
(porque intersecgao finita de abertos) ao qual = pertence. Fagamos agora esta construgao para

todo o z € X. Obtemos uma cobertura aberta (A4;).cx, que, por X ser compacto, tem uma
subcobertura finita (Ag)zex,- E facil ver agora que a familia finita (U, ,))zex,, yey, € uma
cobertura aberta de X x Y, pois, para cada (a,b) € X x Y, existem z € Xy e y € Y, tais que
a € Az eb € B, logo, (a,b) € Ay X B(y,) € Ay) X B(ay) € Uy n

Teorema de Kuratowski-Mrowka. Um espaco topoldgico X € compacto se e so se, para

cada espaco Y, a projeccao py : X XY —Y € fechada. [

Proposicao. Todo o espaco métrico compacto € limitado.

Demonstragao. Sejam X um espaco métrico compacto e a € X. A cobertura aberta

X = U B, (a) tem uma subcobertura finita, isto é, existe m € N tal que X = By,(a). Logo,
neN

X é limitado. [

Teorema. Um subespago de R™ é compacto se e sé se € fechado e limitado.

Demonstragao. Se X C R for fechado e limitado, entao é subconjunto fechado de um intervalo
[a, b], que é compacto. Logo, é compacto.
Suponhamos agora que X C R é compacto. Entao é fechado em R, porque R é separado

e é limitado, como ja vimos. [

25



