Aula XIV - Topologia e Andlise Linear

12 Sucessoes convergentes e de Cauchy em espagos métricos

Lema. Num espaco métrico uma sucessao nao pode convergir para dois pontos distintos. m

Teorema. Se X € um espaco métrico e A € um subconjunto de X, entdo um ponto x de X

pertence a A se e s6 se existe uma sucesséo em A que converge para v em X .

Demonstragao. Ja vimos que, em qualquer espago topoldgico, se x é limite de uma sucessao
que toma valores em A C X, entdo € A. Falta-nos entdo ver que, se X é um espaco métrico,
o reciproco também se verifica. Sejam X um espaco métrico, A C X e € A. Entdo, para
cada n € N, a bola aberta B% (x) intersecta A. Seja x, € B% (a) N A. Verifica-se agora

facilmente que a sucessao (zp)nen, que toma valores em A, converge para x. [

Corolario. Um subconjunto A de um espago métrico X é fechado se e s se toda a sucessao

convergente com valores em A tem o seu limite em A. ]

Teorema. Se X eY sao espacos métricos e f : X — Y € uma funcdo, entdo f € continua
se e so se, sempre que () € uma sucessio em X que converge para x, a sucessio (f(xy))

converge para f(z).

Demonstragao. Para toda a funcao continua f entre espagos topolégicos, se (z,,) converge
para x, entdo (f(x,)) converge para f(z), como provamos atras. Resta-nos provar que esta
condicao caracteriza as fungoes continuas entre espagos métricos. Suponhamos que X e Y sao
espagos métricos e que f : X — Y é tal que, se (z,) converge para z em X, entao (f(x,))
converge para f(z) em Y. Seja B um fechado de Y. Queremos porvar que a imagem inversa
por f, f~1(B) é fechada em X. Seja z € fT@ Pelo teorema anterior, existe uma sucessao
(1) em f~1(B) que converge para x. Logo, por hipdtese, f(z,) converge para f(x). Como
(f(zy)) é uma sucessao que toma valores em B e B é por hipétese fechado, podemos concluir
que o seu limite, f(z), ainda pertence a B. Logo x € f~!(B) e entdo este conjunto é fechado,

como queriamos provar. [

Proposicao. Num espaco métrico todo o ponto aderente a uma sucessao € limite de uma

subsucessao da sucessao dada.

Demonstragdo. Seja a um ponto aderente da sucessao (x,) no espago métrico X. Vamos
usar recorréncia para construir uma subsucessao de (x,) que convirja para a. Para n = 1,
existe p(1) € N tal que x,;) € Bi(a), por definicdo de ponto aderente e uma vez que Bi(a)
é uma vizinhanga de a. Para n = 2, existe p(2) € N tal que p(2) > p(1) e zp9) € B%(a), por
defini¢cao de ponto aderente. Definido p(k) para k € N, escolhemos p(k + 1) € N de forma
que p(k +1) > p(k) e Tppq1) € Bk%l(a). A sucessao assim definida é, por construcao, uma

subsucessao de (z,) que converge para a. L]

26



Aula XIV - Topologia e Anélise Linear

SUCESSAO DE CAUCHY
Uma sucessao (z,,) num espago métrico (X, d) diz-se uma sucessao de Cauchy se verificar a
seguinte condi¢ao: (Ve >0) (IpeN) : (Vn,meN) n>p, m>p = d(z,,z,) <e.

Proposigao.
(1) Toda a sucessao convergente num espago métrico é de Cauchy.

(2) Toda a sucessao de Cauchy é limitada.

Demonstragdo. (1) Seja (z,) uma sucessao que converge para x no espago métrico (X, d),
e seja € > 0. Por definicdo de sucessao convergente, existe p € N tal que, se n > p, entao
d(zn,z) < 5. Logo, se n > p e m > p, obtemos

d(xn, Tm) < d(xp,z) + d(x,20) < g + g =,

(2) Seja (xy,) uma sucessao de Cauchy no espago métrico (X, d).

Para ¢ = 1, existe p € N tal que, se n,m > p, entao d(xy,z,) < 1. Entao a bola aberta
By (zp) contém todos os termos da sucessao de ordem igual ou superior a p. Resta-nos agora
limitar os restantes termos 1, -+, Zp—1, que sao em numero finito. Podemos entao considerar
r = max{d(z;,zp); i < p}+1. E 6bvio que todos os termos da sucessdo se encontram na bola

aberta B, (zp) e entao a sucessao ¢ limitada. "
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