Aula XIX - Topologia e Andlise Linear

SUBESPACO NORMADO
(1) Se X é um espago normado, um seu subespago normado é um subespago vectorial equipado

com a norma induzida pela norma de X.

(2) Dado Z C X, chama-se subespago linear gerado por Z a

n
linZ:{Z)\kzk 2z €Z, K, n=1,2---}
k=1

(que é o menor subespago que contém 7).

Se X é um espaco normado, chamamos bola unitdria a bola aberta de raio 1 e centro 0,

que denotamos por D (ou por D(X) se estivermos a trabalhar com mais do que um espago).

Proposicao. Seja V. um espaco vectorial.

(1) Dada uma norma ||-|| em V', a sua bola unitdria D = {x € X ; ||z|| < 1} tem as sequintes

propriedades:

(a) Y,y e DY A, p € KA+ |u| <1 = Xz +uy € D;
(b) Ve € D3>0z +eD C D;
(c)VeeVae#03I\peK : \xe€eD A ux & D.

(2) Se D CV satisfizer as condigoes (a)-(c), entao
|z|| :=inf{t; t >0 ex € tD}
define uma norma em X tal que D € a sua bola unitdria.

OBSERVACAO. Num espaco normado X as bolas abertas sao completamente determinadas
por D; de facto
Ve >0 Va € X B.(a)=a+eD.

OPERADOR LINEAR/OPERADOR LINEAR LIMITADO
(1) Se X e Y sao espagos normados sobre o mesmo corpo, chama-se operador linear de X em

Y a uma fungao linear T : X — Y7 isto é
T()\ll'l + )\QJEQ) = )\1T(£C1) + )\QT(.%'Q),

para todo o par de pontos z1,x2 de X e todo o par de escalares A1, As.

Se Y = K, T diz-se uma funcional linear.
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(2) Um operador linear 7' : X — Y diz-se limitado se

AN >0 Ve e X |T(z)] < N|z|.

Dados espagos normados X e Y, designamos o espago vectorial dos operadores lineares de X
em Y por F(X,Y), e o seu subespaco vectorial dos operadores lineares limitados por L(X,Y).
Dado um espacgo normado X, denotamos o espaco vectorial das suas funcionais lineares por

X'’ e o seu subespaco das funcionais lineares limitadas por X*.
Teorema. Sejam X eY espacos normados e T : X — Y um operador linear. As seguintes
condicdes sao equivalentes:

(i) T € continuo;

(ii) T € continuo nalgum ponto de X;

(iii) T € limitado.
Demonstragdao. (i) = (ii) é ébvio.
(ii) = (iii): Se T é continuo em xg € X, entao, tomando ¢ = 1,

>0VreX |[[z—aol| <d = ||T(z)—T(x0)| <1

Logo, se y € X for tal que ||y|| < J, entdo, considerando x = ¢ + y, temos que ||z — x| =
lyll < 6, logo || T(y)|| = |T(x — x0)|| = |T(x) — T(x0)|| < 1. Portanto, se z € X e z # 0,

0z
2||2||

2||z|| oz

. 5 9
5 2|2

)
HQHEH H = — < 0, temos que ||T'(z)]| = 2] HT(

2
)| < gHzH-

como 2z =

2 0

Temos entao que T verifica a condi¢ao requerida tomando N = %.

(iii) = (i): Vamos em seguida provar que todo o operador linear limitado é uma funcao
uniformemente continua. Sabemos, por hipétese, que existe N > 0 tal que ||T'(z)| < N||z|l,
para todo o x € X. Entao, se € > 0, o valor § = & > 0 ¢é tal que, para z,y € X,

9
lz =yl <6 = [T() =T =IT(z -y <Nz -yl <N5 =e

Corolario. Se X e Y sdo espagos normados e T : X — Y € um operador linear, entdao
T ¢ um homeomorfismo se e so se T ¢ uma bijeccao tal que T e a sua funcdo inversa sao

operadores lineares limitados.

Demonstracdo. Para concluir o resultado basta-nos provar que, se T' é um operador linear e

bijectivo, com funcao inversa 177 : Y — X, entao 77 é um operador linear. Para provar isso,
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sejam A\j, A2 € K e y1,y2 € Y. Sejam 1,z (o0s tnicos) elementos de X tais que T'(x1) =y e
T(x2) = ya. Entao T (A1 + Aaza) = MT(x1) + AT (x2) = My1 + Aaye. Logo, por definigao
de inversa, T1(A1y1 + Aay2) = Mzt + Aaxa = MiT1(y1) + AT (y2). .

Duas normas || - |1 e || - ||2 num mesmo espago vectorial V' dizem-se equivalentes se forem
topologicamente equivalentes, isto é, se definirem a mesma topologia em V.
Coroldrio. Duas normas || - [|1 e || - |2 em V' sdo equivalentes se e s6 se

Je>03d>0: Ve eV |z <czl2 < d|z|.

Demonstracdo. As duas normas sao equivalentes se e s6 se, por defini¢do, as funcoes identi-
dade (V|| - |l1) — (V, ]l - ll2) e (V] - |l2) — (V, || - ||1) sao isomorfismos, o que é equivalente —

uma vez que sao operadores lineares — a serem operadores lineares limitados. Isto é,

AN >0 : |lz]l2 < Nlz|1 e IM >0 : [jz|i < M|z|2.

E agora trivial tirar a conclusao pretendida. [
Corolario. Se | |1 e |- |l2 s@o normas equivalentes em V', entao (V,|| - ||1) € um espago
completo se e sé se (V.|| -1|2) o for.

Demonstragao. Basta notar que as fungoes identidade (V, || - ]|1) — (V.|| - ll2) e (V. - [l2) —

(V,|I-1]1) sdo — como provamos no teorema acima — uniformemente continuas e usar o resultado
do Exercicio 100 (d). "

Se X e Y sao espagos normados, podemos munir o espago vectorial L(X,Y") dos operadores

lineares limitados de X em Y de uma norma, do seguinte modo:

I7]l == inf{N > 0; Vo € X [T(@)] < N|]}.

OBSERVAQAO. Veremos na aula tedrico-pratica que a funcao assim definida é uma norma
e que se tem ainda

T[] = sup{|T ()] 5 [l=]l < 1}.
Aqui vamos apenas observar uma outra propriedade importante de ||T'||: o ntmero real ||| é
o minimo do conjunto {N > 0; Vz € X ||[T(x)| < N||z||}, isto é, tem-se que

1T ()| < T |-
Suponhamos, por reducao ao absurdo, que esta desigualdade nao é valida, isto é, que existe
z € X tal que ||[T(x)|| > [|T] ||z]]. Entao fazendo M = M temos que M > ||T|| e que

El
qualquer valor inferior a M, nomeadamente qualquer valor entre M e ||T'|| ndo pertence ao

conjunto em causa. Logo ||T']| ndo seré o infimo do conjunto, o que é absurdo.
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