Aula XV - Topologia e Anélise Linear

Proposicao. Toda a sucessdo de Cauchy com uma subsucessao convergente é convergente.

Demonstracao. Seja x o limite de uma subsucessao (xw(n))nEN da sucessao de Cauchy
(zn)nen. Queremos provar que () também converge para z. Seja ¢ > 0. Porque (z,(,))
converge para r, existe p € N tal que, se n > p, d(x,(,),z) < 5. Por outro lado, porque ()
¢ de Cauchy, existe ¢ € N tal que, se n,m > ¢, entao d(xn,z,,) < 5. Se considerarmos agora

r = max{p(p), q}, para todo o n € N, se n > r, obtemos

logo (x,) converge para x. L]

Coroldrio. Se (x,) € uma sucessao num espa¢o métrico, as sequintes afirmacgoes sao equi-

valentes:
(i) (zn) € convergente;
(ii) (xn) € de Cauchy e tem um ponto aderente;

(iii) (xn) € de Cauchy e tem uma subsucessao convergente. "

13 Espacos métricos completos

ESPACO METRICO COMPLETO

Um espago métrico (X, d) diz-se completo se toda a sucessao de Cauchy em X for convergente.

EXEMPLOS.

(1) R é um espago métrico completo.

(2) Q e]0,1], com a métrica euclidiana, ndo sado espagos completos.

Proposigao.
(1) SeY € um subespago completo de um espago métrico X, entao Y € fechado em X.

(2) Se X é um espago métrico completo e Y € um subconjunto de X, entaoY é um subespago

métrico completo se e so se é fechado em X.
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Demonstragdo. (1) Se x € Y, existe uma sucessdao (y,) em Y que converge para x. A
sucessao (y,) é entdo de Cauchy, logo converge em Y para um ponto y € Y. Nesse caso
também converge em X para y e entdo podemos concluir que z = y € Y, pela unicidade do
limite.

(2) Temos apenas que provar que um subconjunto fechado Y de um espago completo X é
um espago completo. Seja (y,) uma sucessdo de Cauchy em Y. Entao (y,) ¢ uma sucessao
de Cauchy em X, logo converge para x € X, visto que X é completo. Como Y ¢é fechado,

concluimos que z € Y e entao (y,) é convergente em Y. L]

Proposicao. Todo o espaco métrico compacto € completo.

Demonstragao. Sejam X um espago métrico compacto e (x,) uma sucessao de Cauchy em
X. Se (z,,) nao for convergente, entdo nao tem nenhum ponto aderente. Logo, para cada

a € X, existe U, € T tal que a € U, e existe n € N tal que, se m > n, entdo x,,, € U,.
k

A cobertura aberta assim obtida (U,).ex tem uma subcobertura finita: X = U U,,. Para
i=1
cada i € {1,---,k}, por construgdo da cobertura existe n; € N tal que, se m > n;, entdo

T & Ug,. Logo podemos concluir que, se m > max{n;; i =1,--- ,k}, z;, & UUai =X, o0

que é absurdo. [
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