Aula XXIII - Topologia e Andlise Linear

O Teorema de Hahn-Banach pode ser estendido ao caso dos espagos vectoriais complexos.
Para isso é fundamental a relagao entre as funcionais lineares de um espaco vectorial complexo
e as funcionais lineares do espago vectorial real subjacente, que explicamos em seguida.

Um espago vectorial complexo pode ser considerado como espaco vectorial real. Para X
espaco vectorial complexo, denotaremos por Xg o espago vectorial real que lhe corresponde.

Podemos entao definir as fungoes

r: X* — Xp=(Xp)* e c: Xz — X©
r(f) c(g)
v Re(f(x)) z - olo) - iglic).

Estas funcoes s@o inversas uma da outra e preservam a norma. Sao em particular homeomor-

fismos entre estes espacos.

Teorema. Sejam Y um subespago de um espaco normado complexo X e fo € Y*. Existe

uma extensao f € X* de fo a todo o X que tem exactamente a norma de fy.

Demonstragdo.  Pelo teorema anterior podemos estender r(fp) a uma funcional linear g :
Xr — R, limitada, com ||g|| = ||r(fo)|| = || fol|- A funcional complexa f = ¢(g) € X* estende
fo e verifica || f|| = || fol|- .

Vejamos agora algumas consequéncias do Teorema de Hahn-Banach.
Corolario. Se X € um espaco normado e xg € X, existe uma funcional linear limitada
f:X — K, de norma 1, tal que f(xo) = ||zo]|-

Demonstragao. Para xg = 0 o resultado é trivial. Se xzg # 0, consideramos o subespago
Y = lin{zo} e definimos fo € Y* por f(Azg) := A||zo|. Entao |fo]] = 1 e a sua extensao,

obtida a custa do Teorema de Hahn-Banach, também tem norma 1. [

Corolario. Se X € um espaco normado e xo € X, entdo
r0=0 & VfEX* f(m'o):(). |

Se X e Y sao espagos normados, existe uma func¢do (natural) do espago dos operadores

lineares de X em Y no espaco dos operadores lineares de Y* em X™:
FIX,)Y) — F(Y™* X%
T™:.:Yy* — X*
[ = [foTl.

xLy —

E facil ver que, se T' é um operador linear, entao T* é também um operador linear.
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Teorema. Se X eY sao espagos normados e T : X — Y € um operador linear limitado,

entao T* : Y* — X* é um operador linear limitado e | T*|| = ||T|.

Demonstragao. ~ Como, para todo o g € Y*, |[T*(g)|| = llgo T| < |lg|l||T]|, concluimos
imediatamente que 7' é um operador linear limitado e que ||T*|| < ||T||. Para ver que ||T*|| >
IT||, procedemos do seguinte modo: para cada € > 0, existe zyp € X tal que ||zg] = 1 e
IT o)l > 7] — <. Seja g € S(¥*) tal que g(T(z0)) = ||T(xo)]|. Fntdo

T"(9)(wo) = g(T(20)) = T (o) | = [T —e.
Logo [[T*[| = || T —e. n

Dado um espaco vectorial X, com dual X’ e bidual X", existe uma aplicacao linear injectiva

X — X"=F(F(X,K),K)
2 FX,K) — K
fo= ).

X

(Esta funcao é um isomorfismo se X tiver dimensao finita.)

Se X for um espago normado, esta aplicacao pode ser considerada entre os espagos nor-
mados X e X**:

X N X**
z:F(X,K) — K
€T —
[ f@).
De facto, como |Z(f)| = |f(x)| < ||f|lllz|l, & é uma funcional linear limitada, e, além disso,

2] < [lz]l.

Teorema. A correspondéncia x — & define uma imersao X — X™* que preserva a norma.

Demonstragao. Para z € X com = # 0, seja f € X* tal que f(x) = ||z|| e ||f|| = 1. Entao
(N = (@) = llzll e [2(H] < [Z[I1LA = 2], logo [l]| < |2 .

[Esta é uma forma natural de ver X como subespago de um espago normado
completo, X**.]

Falta-nos ainda ver uma extensao natural do Teorema de Hahn-Banach.
Dado um espago vectorial real X, uam funcao ¢ : X — RU {—o0} diz-se uma funcional

coéncava se —q : X — R U {oo} for uma funcional convexa; isto é,
o Vt >0 g(tz) = tq(x);
o Va,y € X gq(z+y) > q(x) +q(y)-
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Suponhamos agora dada uma funcional linear fy : Y — K entre uma funcional concava ¢

e uma funcional convexa p, isto é tal que

Yy eY q(y) < foly) < p(y).

Que condicoes precisamos de assegurar para que exista uma extensao de fo a todo o X que
mantenha estas propriedades?

Se existir uma tal funcional linear f : X — K, temos que

Vee X VyeY f(y)=flx+y)—flz) e —f(x) <—qx) = [fly) <plx+y)—qz).
[Note que esta desigualdade inclui a anterior: basta consideréd-la para x =0 e x = —y.]

Teorema. Sejam p uma funcional convexa e q uma funcional concava no espaco vectorial
real X. Se'Y € um subespaco de X e fo € Y' € tal que

VyeY VzeX fo(y) <plz+y)—q(z),
entdo fo tem uma extensio f € X' tal que

Ve e X g(x) < f(x) < p(x).

Demonstragdo. Vamos apenas construir uma extensao f1 de fo ao subespaco Z = lin(YU{z}),
onde z € X \ Y. Queremos entao f; : Z — K tal que

Vue Z Ve e X fi(u) <plx+u)—q(x).

Vamos novamente estudar a escolha de ¢ = fi(z). Entdo teremos necessariamente, para
/
¥,y €Y,

fily+2)=foly) +ec<plx+y+z)—q@)e fily —2) = foy) —c < pla’ +y' — 2) — q(z').

Logo,
—p(@ +y —2)+q(@) + foly)) Sc<plx+y+2z)—q(x) — foly).

Portanto, c existe se e s6 se
Vo, o' € X Vy,y' €Y —p(a’ +y —2) + (@) + fo(y) < ple+y+2) —a(z) — fo(y);
a desigualdade verifica-se porque

fo)+foly) = foly+y') < ple+a'+y+y')—q(z+2") < p(z+y+2)+p(a'+y —2)—q(z) —q(z")m

50



Aula XXIII - Topologia e Andlise Linear

Corolario. Se p é uma funcional convera e q uma funcional concava em X tais que, para

todo o x € X, q(x) < p(x), entdo existe uma funcional linear f em X tal que

Ve € X q(x) < f(z) < p(z).

Demonstragdo. Faga-se Y = {0} e fo = 0 no resultado anterior. L]

Teorema. Sejam A e B subconjuntos convexos disjuntos, ndo vazios, de um espago vectorial
real X. Se existir o € A tal que, para todo o x € X, existe e(x) > 0 tal que a + tx € A para
todo ot € R tal que |t| < e(z), entdo A e B podem ser separados por um hiperplano; isto é,

existem uma funcional linear nao nula f : X — R e um numero real c tais que

Ve e AVyeB f(z)<c< f(y).

Demonstracdo. Suponhamos que a = 0; logo
Vee X Je(x) >0 : [—ex,ex] C A
Definimos funcoes p e ¢ em X do seguinte modo
p(x) =inf{t >0; z €tA} e q(x):=sup{t>0; x € tB}.

Entao p é uma funcional convexa e ¢ é uma funcional concava. Além disso, como tANtB = ()
para t > 0, temos ¢(z) < p(z). Logo, pelo coroldrio anterior, existe uma funcional linear f em
X tal que, para todo o x € X, q(x) < f(z) < p(z). Além disso, se x € A ey € B,

fl@) <px) <1<q(y) < fy)

Logo podemos considerar ¢ = 1 (e entao A e B estao separados pelo hiperplano I(f)). m
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