Aula XXIV - Topologia e Anélise Linear

17 Espacos normados de dimensao finita

Teorema. Num espaco vectorial de dimensao finita quaisquer duas normas sdo equivalentes.

Demonstragao. Dado um espago vectorial V' de dimensao n, com base (ei)?zl, vamos provar

que qualquer norma || - || em V' é equivalente & norma || - ||1, definida por H E Ai eZH = E [\l
=1

=1
Sejam S1 = {x € Vi |jz|p = 1} e f: (S1,]| - |h) = R, com f(x) = ||z|. Como Sl é um

subconjunto fechado da bola fechada unitaria, S7 é compacto. Além disso, se x = inei e

=1
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Y= E Yi€i,
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e entao f é uma fun(;éo continua. Logo, tem méximo M e minimo m. Note-se que m > 0

uma vez que |f(z ‘HxH‘ > 0 para todo o x € S1. Logo, atendendo a que, para todo o
x e V\{0} ||z|| = ||$H1f(H I ) e f(H 0 ) < M, obtemos, para todo o z € V,
x

mlz]]y < [lz]| < M|z -
Corolario. Se X e Y sdo espagos normados e X tem dimensdo finita, entdo qualquer
operador linear T : X — Y ¢ limitado.
Demonstragio. A fungao || - ||': X — K definida por ||z| = ||z|| + || T(x)]] é uma norma em
X. Como || -] e |- || sdo equivalentes, existe N > 0 tal que ||z||" < N|z||, para todo o z € X.
Logo [|[T'(z)|| < [lz]|" < N||z|| e entdo ||T]| < N. =

Corolario. Dois espacos normados de dimensao finita sao homeomorfos se e sé se tém a

mesma dimensao.

Demonstracdo. Ja sabemos que dois espagos vectoriais de dimensao finita isomorfos tém a
mesma dimensao. Por outro lado, se os dois espagos X e Y tém a mesma dimensao, finita,
entao existe um operador linear 177 : X — Y com inversa 15 : ¥ — X, também operador

linear. Pelo corolario anterior, as aplicagoes 177 e T sao continuas. [

Corolario. Todo o espagco normado de dimensdo finita € espago de Banach.
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Demonstragao. Sai do coroldrio anterior e do facto de [ ser completo. [

Corolario.  Num espaco de dimensdo finita X wum subconjunto € compacto se e sé se €

fechado e limitado. Em particular a bola unitdria fechada e a esfera unitdria fechada
B(X) ={z e X; |z <1} e S(X) = {x € X; [[zf| = 1}

sao compactas.

Demonstragao. Segue do facto do resultado ser valido em [. [

Corolario. Todo o subespaco de dimensao finita de um espago normado € fechado.

Demonstragao. Como espago de dimensao finita, o subespaco é completo, logo necessaria-

mente fechado como subespaco. [

Num espaco métrico X, para cada Y C X e x € X, definimos
dist(z,Y) := inf{d(z,y); y € Y}. (Note que dist(x,Y) =0seesésex €Y.)

Teorema. Seja Y um subespaco proprio do espago normado X.

(1) SeY ¢€ fechado, entdao Ve >0 dr e S(X) : dist(z,Y)>1—¢.

(2) SeY tiver dimensao finita, entao existe x € S(X) tal que dist(z,Y) = 1.
Demonstragido. Sejam z € X \Y e Z := lin(Y U {z}). Consideremos a funcional linear

fo: Z — R definida por fo(y + Az) = A.

(a) Como Y é fechado e Ker(fp) =Y, fo é uma funcional linear limitada e entdo, pelo Teorema

de Hahn-Banach, tem uma extensao f € X* tal que || f|| = ||fo]| > 0. Tem-se ainda Y C Kerf.
Como |f|| = sup |f(x)|, para cada € > 0 existe x € S(X) tal que |f(x)] > (1 — &) f]|-
zeS(X)
Entao,sey €Y,
”1'_yH > |f(a:—y)\ _ ’f(l’)’ >1—¢
— sl VA

(b) Se Y for de dimenséo finita, podemos também considerar X de dimensao finita. Entao a
restricao de f a S(X) tem médximo, porque S(X) é compacto. Logo, existe x € S(X) tal que
|f(x)| = f||. Entao, para todo o y € Y, temos

=yl _ @,
i

oz —yll =
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Corolario. Se X1 C Xo C--- C X, C--- € uma sucessao de subespacos de dimensao finita
de um espago normado (com todas as inclusoes préprias), entao existem vectores unitdrios
x1, T2, tais que x, € X, € d(xn, X,—1) = 1, para todo o n > 2.

Em particular, todo o espago normado de dimensao infinita contém uma sucessao (xy) de

vectores unitdrios tais que |z, — zp| > 1, para todo n,m € N.

Demonstragdo. Construimos a sucessao (x,,) aplicando o teorema anterior ao caso de X = X,

eY = X,_1, paran > 2. (Sendo z1 qualquer vector de X3.) n

Teorema. Um espaco normado tem dimensdo finita se e s6 se a sua bola fechada unitdria

€ compacta.

Demonstracao. Se X ¢é um espago normado com dimensao infinita, consideramos uma
sucessao (x,) em X tal que ||, — x| > 1, para todo n,m € N, cuja existéncia é garantida

pelo teorema anterior. Entao a cobertura aberta (B 1 (x)) nao tem subcobertura finita,
2

zeX
pois cada uma das bolas abertas contém no maximo um dos termos da sucessao. [
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