Aula XXVI - Topologia e Anélise Linear

19 Teorema da Aplicagcao Aberta e Teorema do Grafico Fechado

Teorema da Aplicacao Aberta. Sejam X e Y espacos de Banach e sejaT : X — Y um

operador linear limitado sobrejectivo. Entdo T ¢ uma aplicacdo aberta.
Demonstragcao. Na prova deste teorema vamos usar os dois lemas que enunciamos em seguida.

Omitimos a demonstragao do primeiro por ser bastante técnica.

Lema. Suponhamos que X eY sao espagos normados, X € completo e T € L(X,Y) € tal
que T(B,(0)) 2 By(yo). Entdo T(B,(0)) 2 Bs(yo)-
Lema. SeT ¢ um operador linear limitado, as sequintes condi¢des sdo equivalentes:

(i) T € uma aplicagdo aberta;

(ii) T(B1(0)) € aberto;

(iii) 0 € int(T(B1(0)));

(iv) ini(T'(B1(0))) # 0;

(v) int(T(B1(0))) # 0.

Demonstragao. Para provar o lema basta verificar que (iv) = (iii) e que (iii) = (i), uma vez
que as implicagoes (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (v) sdo imediatas e que (v) = (iv) segue do
lema anterior.

T(B1(0)). Entao também se tem
C T(B1(0)). De facto, se y € B;(0),
C T(B1(0)), logo yo + y = T(x0) e

(iv) = (iii): Sejam y9 € Y e r > 0 tais que B,(yo) C
B, (—yo0) C T(B1(0)) e podemos ainda concluir que B, (0)
entao yo +y € Br(yo) € T(B1(0)) e —yo +y € Br(—wo)
—yo+y =T(x1), com xg,z1 € B1(0). Portanto

1
—Yo +y) = T(*wo + *361),

?J—Q?JO Y 9 5

5(
com %xo + %a:l € B1(0).
(iii) = (i): Para provar que T é aberta, basta verificar que, quaisquer que sejam xy € X e

s >0, T(zo) € int(T(Bs(xo))). Da condicao 0 € int(T(B;(0))) concluimos que existe r > 0
tal que B,(0) C T'(B1(0)). Logo B,s(0) C T'(Bs(0)) e entao Bys(T(zg)) C T(Bs(xzp)). n
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Resta-nos agora provar o teorema. De

v =7(x) = | TE0) = | n TEO).

neN neN
e do facto de Y ser de segunda categoria podemos concluir que existe n € N tal que

int(n T(B1(0))) # 0. Logo int(T'(B1(0))) # 0 e entdo, pelo segundo lema, T' é uma aplicagao

aberta. .

Teorema da fungao inversa. Se T : X — Y for um operador linear limitado bijectivo e
X eY forem espagos de Banach, entdo a sua funcdo inversa € também um operador linear

limitado. n

Teorema do grafico fechado. Sejam X e Y espacos de Banach eT : X — 'Y um operador

linear. Entao T € limitado se e sé se o seu grdfico
INT)={(z,T(x); 2 € X} CX XY
€ fechado na topologia produto.

Demonstracdo. Ja vimos que o grafico de uma funcao continua cujo conjunto de chegada
seja separado é fechado. Falta-nos provar o reciproco.

EmZ=X®Y = X xY consideramos a norma

Gz o)l = Nl + Nyl

Por hipétese I'(T') é um subconjunto fechado de Z. Como Z é um espago de Banach, T'(T) é
U:INT) - X
(T,y) — @
X — I(T)
x — (x,T(x))

um subespago completo. O operador linear é uma bijecgao continua, logo,

pelo teorema anterior, ¢ um homeomorfismo; isto é, é um operador linear

limitado. Portanto, escrevendo
(XLY)=(X ->T(T) - X xY 25 Y),

onde X — I'(T') é a funcao inversa de U e I'(T) — X x Y ¢ a inclusdo, concluimos que T' é

composicao de fungodes continuas, logo é continua. [
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20 Espacos de Hilbert

PRODUTO INTERNO
Se V' é um espago vectorial, um produto interno (ou produto escalar) em V é uma funcao
(,): V xV — K étal que, para z,y,z € Ve \,u € K:

(a) (Az+py,2) = Az, 2) + p(y, 2);

() (y,z) = (z,9);

(¢) (x,z) >0, com igualdade s6 quando = = 0.]

OBSERVAQAO. Se (+,+) é um produto interno em V', entao
1
[z] := (z,z)2

¢ uma norma em V.

ESPACO EUCLIDIANO/ESPACO DE HILBERT
Um espago normado diz-se um espago euclidiano se a sua norma for definida por um produto

interno. Se, além disso, o espaco for completo, diz-se um espacgo de Hilbert.

OBSERVACAO. O produto interno pode recuperar-se facilmente da norma, pois
Az,y) = |z +ylI? = ||z — ylI* + iz + iy|]> — iz — iyl®, no caso complexo, e

1
2(z,y) = e+ yll* = ll* = lyI* = 5 (= + 9l* = Iz = y]*), no caso real.
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