Folha | - Topologia e Analise Linear

Observagoes:
Sempre que nada for dito em contrario, consideraremos R™ munido da métrica euclidiana.

Assinalam-se com (*) os exercicios de resolucao eventualmente mais elaborada.

1 (a) Verifique se d : R x R — RT é uma métrica em R:

i d( ) 0 sex =y
i d(z,y) =
D7 14—yl seaity

’ 0 sex =1y
iii. d(z,y) = |22 — |
iv. d(z,y) = o — .
(b) Descreva as bolas abertas para cada uma das métricas da alinea anterior.

2 Seja (X,d") um espago métrico. Verifique quais das fungoes d : X x X — RT definidas

em seguida sao métricas em X:

= kd'(z,y) para algum nimero real k > 0;

)
) = min{1,d'(z,y)};
)

d'(z,y))%

_ d(zy)
T l4d (zy)

~—  —

3 No conjunto das fungoes reais continuas definidas em [0, 1] considere as métricas p do

supremo e ¢ do integral.

(a) Calcule, para cada uma dessas métricas, d(sinz,cos ), d(z%,x) e d(1 — z,2?).

(b) Sejam f : [0,1] — R e g : [0,1] — R definidas por f(z) = 0 e g(x) = x. Dé
uma ideia geométrica da regido de R? onde se situam os graficos das funcoes que

pertencem a Bi(f) e a Bi(g) para a métrica p.

(c) Podera dar uma ideia geométrica da regido de R? onde se situam os graficos das

fungdes de Bi(f) (ou de Bi(g)) para a métrica o? Justifique.

4 No conjunto das fungdes reais e limitadas de dominio [0, 1] considere a métrica p do

supremo. Considere as fungoes

f:[0,1] — R e ¢:[0,1] — R.

xz —— 0 r — x

(a) Calcule p(f,g). Qual a condigdo menos restrictiva que se deve impor ao nimero

real ¢ para que g € Bs(f)?
(b) Seja FF=10,1] x | —1,1[. O gréfico de g estd contido em F'?

(c) Compare, relativamente a fungdes limitadas h : [0,1[— R, as duas condigoes
seguintes:
i. h e Bi(f); ii. Gr(h) C F.
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(d) Dé uma ideia geométrica da regido de R? onde se situam os graficos das funcdes

que pertencem a Bj(f).
5 Sejam (X, d) um espago métrico e x e y elementos de X.

(a) Prove que, se x e y forem distintos, existem bolas abertas disjuntas B e B’ tais que
reBeyeB.
(b) Sejam r e s ntimeros reais positivos tais que B, (x) = B(y). Podemos entao concluir

que z = y ou que r = s? Justifique a sua resposta.

6 Sejam (X, d) um espago métrico e a um ponto de X. Mostre que:

(a> X = U Bn(a); (b) {a} = m Br(a) = m B%(a);
n=1 r>0 n=1

(¢) Brla) = () Bs(a) = () B,y (a); (d) Br(a) = |J Bslal.

s>r n=1 0<s<r

7 Verifique se os seguintes subconjuntos de R sao abertos:
(a) N; (b) [1,2{U]2,3[; (c) {0} U {zs2® > 2}
(d) Q; (e) [5, 77U {8}; (f) {3;n € N},
8 Verifique se os seguintes conjuntos sio abertos em R?:

(a) 10, 1[>]0, 1[; (b) [0,1[x]0,1[; (c) {(z,y) e R? |z # y}; (d) R*\ N2,

9 (*) Sejam X C R e C(X,R) o espago métrico das fungoes continuas e limitadas, de X
em R, munido da métrica do supremo. Considere o subconjunto
A={f: X ->R;Vz e X f(x)>0} deC(X,R). Mostre que:
(a) se X =10,1], entdo A é aberto.
(b) se X =]0,1], entdo A nao ¢ aberto.

10 Considere a fungao
fR — R

0 sex =20
X —
1+|z] sex#0
Note que esta funcao é descontinua para a métrica usual em R. Verifique que, se d é a
métrica definida no Exercicio 1(a)i (pag.1), entao a fungao f : (R,d) — R é continua.

11 Considere em R a métrica usual d; e a métrica d definida em 1(a)ii (pag.1). Verifique

se alguma das fungoes f,g: (R,d) — (R, d;) é continua, sendo

f($):{0 sex <0 o g(x):{o sex <1

1 sex>0 1 sex>1.

12 Suponha que f: (X,d) — R é continua num ponto a € X tal que f(a) > 0. Mostre que

dr >0:Vze By(a) f(x)>0.



Folha Il - Topologia e Analise Linear

13 (a) Mostre que as métricas dj, d2 e do definem a mesma topologia em R2.

(b) Verifique quais das métricas d definidas no Exercicio 2 (pdg.1) sao topologicamente

equivalentes a d’.

(c) Compare as topologias definidas em R pelas métricas do Exercicio 1 (péag.1).

14 (*) Considere, no conjunto C([0, 1], R) das fungdes continuas de [0, 1] em R, as métricas

p do supremo e o do integral.

g:[0,1] — R

(a) Sendo 0 < r < 2, considere =42 14 se0<z<}
v g@)={ "
2 seggxgl

Mostre que g € BZ(f)\ B{(f), onde f :[0,1] — R é a fungao definida por f(x) = 2.
(b) Conclua que p e o nao sao topologicamente equivalentes.

(¢c) Mostre que 79 C 77.
15 Verifique quais das seguintes familias de subconjuntos sao topologias em X ={a, b, ¢, d, e}:

(a) Th = {0, X,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}},
(b) T2 = {0, X, {a},{a,b},{a,c}},

(©) Ts = {0, X, {a}, {a,b}, {a e, d}, {a,b .},
(d) 7a = {0, X, {a},{a,b,c},{a,b,c,d}}.

16 Mostre que 7 = {0, R} U {]q, +o0[| ¢ € Q} nao é uma topologia em R.

17 Prove que a interseccao de duas topologias num conjunto X ainda é uma topologia em
X, mas que a sua uniao nem sempre é uma topologia em X. O que poderemos dizer

acerca da interseccao de uma familia qualquer de topologias em X7
18 Dé exemplo de duas topologias 77 e 7 num conjunto X tais que 73 € 7o e To € 77.
19 Mostre que todo o subespaco de um espaco discreto é discreto.
20 Seja T a topologia usual em R.

(a) Determine a topologia relativa 7y no conjunto N.

(b) Verifique se cada um dos seguintes subconjuntos de [0, 1] é aberto em [0, 1]:
i 510 ii. 13, 3); iii. 10, 1.
21 Considere o conjunto 7 = {0} U {]a, +oo[| a € R} U {R}.

(a) Mostre que 7 é uma topologia em R.

(b) Determine a topologia relativa de [0, 1] induzida por (R, 7).
22 Considere o conjunto 7o = {A|A C|—o00,0]} U {R}.

(a) Mostre que 7y é uma topologia em R.

(b) Determine a topologia relativa de | — 00, 0] e de ]0, +oo[ induzida por 7.
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Prove que, se f: (X,7) — (Y,7') é continua, também o é f: (X,77) — (Y, 7]) sempre
que7 CTeT/ CT.

Prove que, se f : X — Y ¢ constante, entdao f é continua em relacdo a quaisquer

topologias 71 em X e 73 em Y.

Considere a topologia 7 definida no Exercicio 21. Verifique se as funcoes
f,g: (R, T) — (R,7T) definidas por f(z) = 23 e g(z) = 2? sdo continuas.

Verifique se as funcoes f,g : (R,75) — (R,7p), com f(z) = |z| e g(z) = —|z| sdo

continuas, onde 7y é a topologia definida no Exercicio 22.

Considere R munido da topologia usual. Mostre que, se toda a fungao f : (X,7) - R é

continua, entao 7 é a topologia discreta em X.

Sejam f : (X,7) — (Y,7') uma func¢ao continua, A um subconjunto de X e fa a

restricdo de f a A.

(a) Mostre que, se T4 é a topologia relativa definida em A por 7, entao fa : (A, 7T4) —
(Y, 7") é continua.

(b) Encontre um exemplo que mostre que o resultado reciproco é falso.
Mostre que:

(a) o intervalo [a,b] (a,b € R, a < b) é homeomorfo ao intervalo [0, 1];
(b) qualquer intervalo aberto de R é homeomorfo a R.

(c) o intervalo [0, 1] ndo é homeomorfo ao intervalo |0, 1].
Mostre que B = {|r,s[; r,s € Q, r < s} é uma base da topologia euclidiana em R.

Verifique se S = {{a}, {8}, {a, 8,7}, {e, 3,0}} é uma base para uma topologia em W =

{a,B,7,0} e, em caso afirmativo, determine essa topologia.

Seja X = {a,b,c,d,e}. Construa a topologia gerada por U quando:

(a) U = {0,{a}, {b,e}}; (b) U = {{a},{b;c},{a,b,e}}.

Determine a topologia em R gerada por S = {[z,x + 1];2 € R}.

Considere em R a topologia usual 7 e a topologia 7’ que tem como base
B = {]a,bl;a,b e R,a < b}.

Mostre que 7 é menos fina do que 7”.

Sejam (X,7) um espaco topolégico e f : X — [0,1] uma aplicacdo. Mostre que, se
f~*(Ja,1]) e f71([0,b]) sdao abertos de X para todo o a,b €]0,1[, entdo f é continua.

Seja X um espaco topoldgico. Mostre que, para que uma funcao f : X — R seja continua
¢ necessario que os conjuntos {z € X : f(z) > 0} e {x € X : f(x) < 0} sejam abertos.

Ser4 suficiente?
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Considere a topologia T = {0, X, {b}, {a,b},{b, c},{a,b,c}, {b,c,d},{a,b,c,d}} em X =

{a,b,c,d,e}. Indique as vizinhancas dos pontos ¢ e d.

Considere a topologia euclidiana em R. Verifique se algum dos conjuntos seguintes é um
sistema fundamental de vizinhancas de 0:

(a) {[0,e[; e >0} (b) {] -4,z neN}

(@) {] =1+ ;37,1 - sigli n € N} (d) {[=d,6]; 0 > 0}.

Considere agora R? munido da topologia euclidiana. Verifique se algum dos conjuntos é

um sistema fundamental de vizinhangas do ponto (z, yo):
2
() {{(z,y) €R?; Z + 45 < 1} ; a € R }, (wo,30) = (0,0);
(b) {{(z,y) €R?; |z —2[+ |y — 3| < ;}; n € N}, (z0,40) = (2,3).
Denotando por 77 a topologia cofinita, verifique se

(a) {] —0,0[; 0 > 0} é um sistema fundamental de vizinhangas de 0 em (R, 77);
(b) oconjunto {{1}U{k € N; k > n}; n € N} é um sistema fundamental de vizinhancas
de 1 em (N, 77).
Considere agora a topologia 7p = {] — 00,a[; a € R} U {0, R} em R e verifique se os

seguintes conjuntos sao sistemas fundamentais de vizinhangas de 7:

(a) {] =00, 7+ 5[ n € N}; (b) {] —o00,7+0]; 6 = 0}.

Sejam (X, d) um espaco métrico e 7 a topologia definida por d em X. Mostre que, para
cada v € X, B, = {B1(z);n € N} é um sistema fundamental de vizinhangas de =.

Suponha que, para cada ponto y de (Y, 7"), U, é um sistema fundamental de vizinhancas
de y, eseja f: (X,7) — (Y,7') uma funcao. Mostre que:

(a) f é continua em z se e sé se, qualquer que seja U € U (z), FHU) € Vy;

(b) f é continua se e s6 se, sempre que U € Up(,y, 1 (U) € V.

Considere a topologia usual em R. Prove que todo o subconjunto finito de R é fechado.

Conclua que a topologia cofinita é menos fina do que a usual.
Determine os fechados de (R, 7), onde 7 = {0} U {] — 00,a[;a € R} U {R}.
Considere Q munido com a topologia de subespaco de R.

(a) Como sabe, os tnicos subconjuntos de R que sao simultaneamente abertos e fecha-
dos sdo () e R. Indique um subconjunto de Q (diferente de () e de Q) que seja

simultaneamente aberto e fechado em Q.

(b) Mostre que toda a aplicacao continua f : R — Q é constante.
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Sejam (X, 7) um espago topoldgico e A e B dois subconjuntos de X. Mostre que:

(a) AUB=AUBeANBC ANB;
(b) int(AU B) D int(A) Uint(B) e int(A N B) = int(A) N int(B);

(c) as inclusoes anteriores podem ser estritas.

Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e A C X. Mostre que:
(a) A= X \int(X \ A); (b) A= AUfr4;
(c) frA=0 < A aberto e fechado; (d) X =int(A) UfrAUint(X\A).

Seja (X,7) um espaco topoldgico metrizavel, sendo 7 definida pela métrica d. Prove

que a bola fechada Bs[z] é fechada em X, mas nem sempre é o fecho de Bs(z).

Sejam (X,7) um espago topoldgico e A um subconjunto de X. Prove que as seguintes

equivaléncias nao se verificam, exibindo contra-exemplos:

(a) A é aberto se e 86 se A = int(A); (b) A é fechado se e s6 se A = int(A).

Calcule em R o interior, o exterior, o fecho, a fronteira e o conjunto derivado de:
(a) A =J0,1] U {2}; (b) B =R (€ C=0
(d) D={L:neN} (€) E={(-1)" - & |n e N}; (f) F=R\N.

(a) Mostre que o conjunto 7, constituido por N, pelo vazio e pelos conjuntos da forma

K, ={1,2,...,n}, é uma topologia no conjunto dos nimeros naturais.
(b) Determine o interior, o exterior, a fronteira, o fecho e o derivado dos conjuntos

A={1,23}e B={2n—1|n € N}.

Determine o interior, o fecho, a fronteira, o exterior, o conjunto derivado e o conjunto
dos pontos isolados de A = [7,+o0[, B=[3,7, C =N, D=Ze E =] —00,0] em (R, 7),
quando:

(a) 7 é a topologia euclidiana; (b) T = {0,R} U{]a, +c[;a € R};

() T = {A]AC] - 0,1 }U{R}.

Considere a topologia 7 = {0, X,{a},{b,c}} em X = {a,b,c} e a topologia 7' =
{0,Y,{u}} em Y = {u,v}. Determine uma base B da topologia produto em X x Y.

Determine uma base para a topologia produto em R x R de (R,7) e (R,7) quando 7
¢ a topologia da alinea (b) do Exercicio 53 (pég.6).

Sejam X e Y espacos topoldgicos e X XY o seu espaco produto. Dados AC X eBCY,
mostre que:
(a) int(A x B) = int(A) X int(B); (b) Ax B=Ax B.
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No espago topolégico (R, T) verifique se as sucessdes (2),en, ((—1)")nen € (n)nen sdo
convergentes, e, em caso afirmativo, para que nimeros reais convergem, quando:
(a) 7T é a topologia euclidiana;
(b) T é a topologia discreta;
(¢) T é a topologia indiscreta;
(d) 7 é a topologia cofinita;
(e) T ={0,R} U{]a,+o0[; a € R};
(f) T ={A]AC] - 00,0} U{R};
(g) T ¢ a topologia gerada pela base {]a,b]|a,b € R, a < b}.

Verifique se (R, 7) é separado quando 7 ¢é definida como em cada alinea do Ex. 57.

Considere, em R?, a topologia 7’ = {0, R?} U {U, ; r > 0}, onde
U. = {(z,9) ; V2 +y2 < r}. Mostre que (R%,7") ndo é separado.

Prove que, se X é finito, (X,7) é um espago separado se e sé se 7 é a topologia discreta.
(a) Mostre que, se f: X — Y é uma aplicacao continua e injectiva e Y é um espago
separado, entdao também X é separado.
(b) Conclua que todo o subespago de um espago separado é separado.

(¢c) Dé um exemplo de um espago nao separado com um subespago nao trivial separado.
Mostre que o produto de dois espacos separados é separado.
(a) Usando resultados tedricos, mostre que A = {(x,y) € R?; zy = 1} é um subcon-

junto fechado de R?.

(b) Conclua que as projecgdes de um espago produto nos factores nem sempre sao
aplicagoes fechadas.
ugestao: Considere o conjunto a alinea anterior e mostre que pg nao é
Sugestao: Consid junto A da ali teri t A) nao é
fechado.)

Verifique se (R, 7) é um espago conexo, quando:
(@) T = {0} U {la +ocl; a € R
(b) T={A; AC]—00,0}U{R};
(¢c) 7 tem como base {|a,b]; a,b € R, a < b}.

Sejam 77 e 75 topologias no conjunto X tais que 73 C 75. Verifique se as seguintes

afirmacoes sao verdadeiras ou falsas:

(a) (X,71) conexo = (X, 732) conexo;
(b) (X,72) conexo = (X, 7;) conexo.
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66 Quais dos seguintes subespacos de R? sdo conexos?

(a) Bi(1,0);

(b) B1(1,0) U Bi(—1,0);

(c) Bi(1,0) U Bi(-1,0);

(d) Bi(1,0) U Bi(—1,0);

(e) {(¢:y) eR*|geQeye[0,1]}U(Rx{1});

{
o conjunto de todos os pontos que tém pelo menos uma coordenada em Q;
{

2. . — 1
(z,y) eR*;x=00uy=00uy= _}.
67 Dé exemplos de:

(a) conexos de R? cuja interseccio seja desconexa;

(b) uma sucessdo decrescente de conexos de R? cuja interseccio seja desconexa.

68 (a) Dé um exemplo de um conexo de R? (diferente de () e de R?):

i. X; tal que o complementar de X; seja conexo;
ii. X5 tal que o complementar de X5 tenha duas componentes conexas;
iii. X4 tal que o complementar de X4 tenha quatro componentes conexas;
iv. X tal que o complementar de X tenha uma infinidade de componentes conexas.
(b) Se os problemas de (a) fossem postos relativamente a R (em vez de R?), que res-

postas daria? Porqué?

69 Mostre que se o espaco X, nao singular, é conexo e separado, entao nao tem pontos

isolados.

70 (a) Mostre que o gréfico de uma fungao continua f : R — R é um subespaco conexo de
R2.
(b) Sera necessariamente continua uma fungao f : R — R cujo grafico seja conexo?
71 Mostre que os seguintes conjuntos sao conexos por arcos:
(a) R™\ {0}, para n > 1;
(b) o anel {(z,y) € R?|1 < 22 + ¢y? < 2};
(c) 8" ={z e R"!||lz]| = 1}.
72 Usando resultados tedricos, mostre que:

(a) R e R? ndo sdo homeomorfos.
(b) Quaisquer dos seguintes subespacos de R? nio sio homeomorfos:
A = ([0,2] x {0,1}) U ({1} x [0,1]);

B = {(z,z)|[z] <1} U{(z, —2) | [x] < 1};
¢ = {l@2)[le] <1} U{(z, —2) |z € [-1,0]}.



Folha V - Topologia e Andlise Linear

73 (a) Mostre que todo o espaco finito é compacto.

(
(b

)

) Mostre que um espago topolégico discreto é compacto se e s6 se é finito.
(¢) Mostre que todo o espa¢o munido da topologia cofinita é compacto.

)

(d) Sejam 77 e 73 duas topologias definidas num conjunto A tais que 7; C 75. Mostre
que, se (A, 72) é compacto, também (A, 77) é compacto.
74 Quais dos seguintes subconjuntos de R ou R? sdo compactos?
@0, B O+o)k QN1 () {(5y) R 2?4y = 1)

(©) {(ry) € B2 a2 42 < 1); 0 {@ner oz 0sysi}

75 Verifique se os subconjuntos N, Z, {—2}U]—1,0[ e ]0, 1] de (R, 7") s@o compactos, quando:
(a) T ={0,R} U {Ja, +oo[; a € R};
(b) T={A; AC]— 00,0} U{R}.

76 Considere em R a topologia 7’ que tem como base B = {]a,b];a,b € R,a < b}. Mostre

que o intervalo [0, 1] (com a topologia de subespago de (R, 7)) nao é compacto.

77 Seja (ry)neN Uma sucessao que converge para o ponto x no espaco topoldgico X. Mostre

que S = {x,; n € N} U{z} é um subespaco compacto de X.
78 Defina uma topologia 7 em N de forma que o espago (N, 7) seja compacto e separado.
79 Seja X um espaco topoldgico. Mostre que:

(a) a reunido finita de subespacos compactos de X é um compacto;

(b) a interseccdo de um subconjunto fechado com um subconjunto compacto de X é

compacta;

(c) se X é um espago de Hausdorff, entdo a interseccao de qualquer familia de subes-

pacos compactos de X ¢é ainda um compacto;

(d) no resultado da alinea anterior é fundamental a hipdtese de que o espago topolédgico
X seja de Hausdorff;

(e) um subespago compacto nem sempre é fechado.

) Mostre que 7 = {0,N} U {{1,2,--- ,n}; n € N} é uma topologia em N.
(b) Verifique que (N,7) nao é compacto.

) Verifique que toda a fungao continua f : (N,7) — R é constante.

81 Seja A um subconjunto de R. Mostre que, se A nao é compacto, entao:
(a) existe uma aplica¢ao continua f : A — R que nao é limitada,
(b) existe uma aplicagao continua f : A — R que, embora limitada, ndo tem méaximo.
82 Considere em R a métrica d definida por d(z,y) = |z| + |y| se = # y.
Mostre que o conjunto | — 1, 1[:

(a) é fechado e limitado; (b) ndo é compacto.
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83 Considere o conjunto X = {a, 3,7, d, e} munido da topologia
T ={0, X {6}, {7}, {87}, {B.7,6}}. Seja Y ={B,7,¢}.
(a) Determine o conjunto das vizinhancas de 9.
(b) Determine o interior, o fecho e o derivado de Y.
(c) Verifique se o espago (X,7T):

i. é conexo; ii. é de Hausdorff; iii. é compacto.

84 Seja T a topologia em R que tem como base B = {la,b];a,b € R,a < b}.

(a) Determine o interior, o fecho e o conjunto dos pontos isolados de [0, 1].
(b) Verifique se a funcao f: (R,7) — (R,7) com f(x) = —x é continua.
(c) Verifique se {0} U{% |n € N} é um subconjunto compacto de (R, 7).

85 Seja (R, 7)) o corpo dos nuimeros reais munido da topologia euclidiana 7. Considere
T :={KCR; K=0ouR\ K ¢ compacto em (R,7)}.

(a) Mostre que 7’ é uma topologia em R estritamente menos fina do que 7.

(b) Verifique se a fungao f: (R,7") — (R,7’), com f(x) =z + 1, é continua.

(¢) Verifique se {[—9,d]|d > 0} é um sistema fundamental de vizinhangas de 0 em
(R, 7).

(d) Mostre que o espago (R,7") ndo é separado.

(e) Verifique se (R,7") é um espago conexo.

(f) O espaco (R,7") é compacto?

86 Em R2, considere a topologia 7 = {0, R?} U {U,.; r > 0}, onde
Ur ={(z,y); Va* +y> <r}.
(a) Determine o interior e o fecho dos seguintes subconjuntos de R?:
i. A={(1,0)};
i B={(z,y); |z] <2e |yl <2}
iii. C={(z,y); x>1}.
(b) Mostre que (R?,7) nio é compacto.
87 Para cada par de nimeros reais a,b, considere X, = {(z,y) € R% 2 >aey > b}, e
sejam A = {X,p;a,b € R} e T a topologia gerada por A.
(a) Mostre que A é uma base da topologia 7.
(b) Determine o fecho e o interior em (R?,7) de B = {(z,y) € R?;z > 0}.
(c) Verifique se (R2,7T)
i. é separado;
ii. é conexo;

iii. é compacto.
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88 Seja (X,d) um espac¢o métrico. Mostre que uma sucessao (x,)pen converge para T em

(X,d) se e s6 se a sucessao (d(xn,r))nen converge para 0 em R.

89 (*) Considere o espago métrico £([0,1],R) (munido da métrica do supremo).

n
n—+1

(a) Mostre que, se h € L(]0,1],R), a sucessao (hy,), definida por h,(x) = h(x) x

para todo o x € [0,1] e todo o n € N, converge para h.

(b) Conclua que, se g ¢ a fungao nula, entdo Bi(g) = Bi[g].

(c) Prove agora que, para todo o g € £([0,1],R) e para todo o r > 0, B,(g) = By[g].

90 Considere agora, no conjunto das fungoes continuas de [0,1] em R munido da métrica

do integral, a sucessao (fy : [0,1] — R),ecn definida por

0 sex € (0,3 — 3]
fu(z) = sex € [%,1]
nz+i-1) sexeli-11]

para cada n € N.

(a) Mostre que a sucessao (fp)nen € de Cauchy.

(b) (*) Mostre que esta sucessao nao é convergente.
91 Diga se o espaco métrico X é completo, quando:
(a) X ={1/m;n e N} U{0}
(b) X =QnI0,1];
(c) X ={(z,y) eR¥z>0ecy>1/z};
(d) X é discreto.
92 Mostre que o espago métrico do Exercicio 82 (pag.9) é completo.

93 Mostre que, num espacgo métrico:

a) a unido finita de subespacos completos é um subespaco completo;
iao finita de subespac pletos é bespacg plet
(b) a unido infinita de subespagos completos nem sempre é um subespago completo;
(c) a intersecgao de qualquer familia de subespacos completos é ainda um subespago
completo.
94 (a) A imagem de uma sucessao de Cauchy em X por uma fungio continua f : (X, d) —
(Y,d") pode nao ser uma sucessao de Cauchy em Y. Dé um exemplo.
(b) O que acontece se supusermos X completo?

95 Dé exemplos de dois espagos métricos homeomorfos, sendo um deles completo e o outro

nao.

96 Diga se é ou nao verdade que toda a fungao (entre espagos métricos) cujo dominio esta

munido da métrica discreta é uniformemente continua.

11
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97 Mostre que a aplicagdo f : R — R, com f(z) =z

2 é continua mas nio é uniformemente

continua.

98 Sejam (X, d;) e (Y, ds) espagos métricos nao vazios. Considere em X x Y a métrica

d: (X xY)x(XxY) — R
((w,y),(a:’,y’)) — max{dl(:v,a:’),dg(y,y’)}

Prove que px : (X xY,d) — (X,d;) é uma aplicacdo uniformemente continua.

Mostre que uma sucessao ((Zn,yn))nen em X X Y converge para (z,y) se e s6 se
)

(Zn)nen converge para z em (X, dy) e (Yn)nen converge para y em (Y, ds).

Prove que o espaco métrico (X x Y, d) é completo se e sé se (X,dy) e (Y,d2) sdo

espacos completos.

Mostre que, se f : (X,d) — (Y,d') é uniformemente continua e (z,,) é uma sucessao
de Cauchy, entao (f(z,)) é uma sucessao de Cauchy.
1

= 2, ¢ uniformemente continua.

Mostre que a fungao g : [1,4+00[—]0, 1], com g(x)
Conclua que a imagem por uma fun¢ao uniformemente continua de um espago com-
pleto pode nao ser um espago completo. (Note que g é uma bijec¢ao uniformemente
continua com inversa continua.)

Mostre, no entanto, que, se f : (X,d) — (Y,d") é uma aplicagao bijectiva, uniforme-
mente continua, com inversa uniformemente continua, entao (X, d) é completo se e

s6 se (Y, d') for completo.
Mostre que, se f :]a,b[— R é continua e tem imagem nao limitada, entdo f nao é
uniformemente continua.

Indique uma tal funcdo f e uma sucessao de Cauchy em Ja, b| cuja imagem por f

nao seja uma sucessao de Cauchy em R.

101 Mostre que, em R\ {0}, a métrica discreta é topologicamente equivalente, mas nao

uniformemente equivalente, & métrica do Exercicio 82 (pag.9).

102 (a)

(b)

Considere a seguinte métrica em ]0, 1[:

& ]0,1[x]0,1] — R
1 1‘

@) — |

Mostre que a métrica euclidiana d é topologicamente equivalente, mas nao uni-

formemente equivalente, a d'.
Considere agora a métrica
d:RxR — R

|z — |

x, -
(.9) 1+ |z —y|

em R. Mostre que a métrica euclidiana d ¢ uniformemente equivalente a d’.
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103 Seja X um espaco vectorial normado.

(a) i

ii.

Prove que todo o espago vectorial normado é um espago métrico com a métrica
definida por d(z,y) = |z — y|.
Mostre que o reciproco do resultado anterior nao se verifica em geral, exibindo

um espago métrico cuja métrica nao seja induzida por nenhuma norma.

(b) Seja X um espago vectorial normado e d uma métrica em X. Prove que d é induzida

por uma norma se e sé se

ii.

iii.

(Vz,y € X) (Va € R) d(x +a,y+a) =d(z,y) e dlax,ay) = |ald(z,y).

i. Verifique que, se X é um espaco vectorial normado, a € X e r > 0, entao

(Vx € X) z € B,[a] & inf{d(x,y);y € B.(a)} =0.

. Dé um exemplo de um espaco métrico que nao tenha esta propriedade.

i. Prove que, se X é um espago normado, a € A e r > 0, entdao B,(a) = a + rD,

onde D é a bola unitaria.

Conclua que num espago vectorial normado X duas bolas abertas (respectiva-
mente fechadas) com o mesmo raio sao isométricas, isto é, quaisquer que sejam
a,b € X, existe uma bijecgao B,(a) — B,(b) que preserva a métrica.

Mostre que para espacos métricos em geral este resultado é falso.

(e) Mostre que, se X é um espago normado e a € X, entdao {a +tD;t > 0} é um

sistema fundamental de vizinhancas de a.

f) i

ii.

Sejam X um espago normado, a € X e r > 0. Mostre que:

A. int(B,la]) = By(a);

B. B,(a) = By[a];

C. fr(By(a)) = fr(Byla]) = {x € X; d(x,a) =1}.

Dé exemplos de espago métricos onde as igualdades anteriores nao se veri-
fiquem.

(g) Se (X,d) é um espaco métrico e A C X, chama-se didmetro de A a

i.

ii.

diam(A) = sup{d(z,y); =,y € A} (que pertence a [0, +0o0]).

Mostre que em todo o espaco vectorial normado nao nulo o diametro de qual-

quer bola aberta é igual ao dobro do respectivo raio.

Dé um exemplo de um espago métrico onde esta propriedade nao seja valida.

104 Prove que, se X é um espaco normado, entao:

L. XxX —- X L. ,
(a) A aplicagao ¢ uniformemente continua;
(r,y) — x+y
. KxX — X
(b) a aplicagao é continua;
Nzx) — Az

13



Folha VII - Topologia e Anélise Linear

105

106

107

108

109

110

111

112

(c) anorma |- || : X — R* é continua.

Sejam X e Y espagos normados e seja L(X,Y") o espago vectorial dos operadores lineares

limitados (=continuos) de X em Y.

(a) Mostre que um operador linear T': X — Y é limitado se e s6 se {||T(z)||; ||| < 1}

¢ um subconjunto limitado de RT.

(b) Para cada T € L(X,Y), definimos
IT|| = inf{N > 0; Vo € X |T(x)] < Nz}
i. Verifique que a funcao assim definida é uma norma em L(X,Y).

it. Prove que |7 = sup{|T()||; o] < 1},

Nos exemplos seguintes verifique se T' é um operador linear limitado. Em caso afirmativo

calcule a sua norma.
(a) Sejam m,n € Ne T : 15 — [J" definido por T(x) = (z1, -+ ,,0,---,0), onde
x=(x1, - ,zy) €l =min(m,n).
(b) Para p € N, define-se T' : I, — [, por T'(x1,x2,---) = (0,21, 22, - -).
(c) Para p € N, define-se T : I, — I, por T'(x1, 2, ) = (22,23, ).
(d) No espaco CJ0, 1] das fungoes reais continuas definidas em [0, 1] munido da métrica
do supremo escolhe-se ty € [0,1] e define-se T : C[0,1] — R por T(f) = f(to).
(e) No subespaco de C[0, 1] das fungoes diferencidveis com derivada continua, define-se
T:X —C[0,1] por T(f) = f'.
Sejam Y e Z subespagos vectoriais de X tais que YNZ =0eY 4+ Z = X. Mostre que:

(a) X =Y @ Z se esdse X tem a topologia produto, quando identificado com Y x Z.
(b) Se X =Y @& Z, entao a projecgao X — Y induz um isomorfismo X/Z — Y.

Se X e Y sao espagos normados, prove que

I )l = 1Al Dl e 1@ 9)lloo = N[ Tyl

sao normas no espac¢o soma directa X @Y. Mostre que estas normas sao equivalentes.

Seja (|| |ly)ver é uma familia de normas no espago vectorial V. Prove que ||-|| = sup ||- ||
vyel

¢ uma norma em V', mas, em geral, inf || - ||, ndo é uma norma.
vyel

Seja Y um subespaco do espago normado X. Prove que Y é um subespaco fechado se e

s se a sua bola fechada unitaria é fechada em X.

(a) Seja Z um subespaco fechado do espago normado X. Verifique que a projecgao

X — X/Z no espago normado quociente é um operador linear limitado. Calcule a

sua norma.
(b) Sejam T : X — Y um operador linear limitado, Z = KerT e Ty : X/Z — Y o
operador linear limitado definido por T'. Prove que ||To|| = || T||-

Seja Y um subespago fechado do espaco normado X. Prove que, se dois dos espagos X,

Y e X/Y sao completos, o terceiro também o é.
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