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1 Categorias

1.1

Definicao.

Uma categoria C consiste em:

e uma classe de objectos A, B, C, ...

e para cada par (A, B) de objectos de C, um conjunto C(A, B) de morfismos de A em B, que se

denotam por f, g, ..., escrevendo ainda f : A — B quando f pertence a C(A, B);

e para cada terno de objectos (A, B,C) de C, uma lei de composi¢cdo

o:C(A, B) x C(B,C) —s C(A,C)

tais que:

Axioma 1: para f: A—- B,g: B—-C,h:C — D,

ho(gef)=(hog)of;

Axioma 2: para cada objecto A, existe um morfismo 14 : A — A € C(A4,A), a que se chama

1.2

1.

2.

identidade de A, tal que, para quaisquer f: A —> Beg:C — A,
lyog=g& foly=f.

Exemplos.
A categoria Conj dos conjuntos e aplicagoes, com a lei de composigao usual de aplicagGes.

A categoria Grp dos grupos e homomorfismos de grupos, com a lei composicao usual.

De forma andloga se definem as categorias Mon dos mondides e SGrp dos semigrupos.

A categoria Vecy dos espagos vectoriais sobre o corpo K e aplicagbes lineares, com a lei de
composicao usual.

A categoria Grf dos grafos (dirigidos) e homomorfismos de grafos (dirigidos), com a lei de
composicao usual.

. A categoria Metr dos espagos métricos e aplicagbes continuas, com a lei de composigao usual.

A categoria POConj dos conjuntos parcialmente ordenados e aplicacbes monétonas, com a lei
de composigao usual.

A categoria PConj dos conjuntos pontuados e aplicacées que preservam o ponto base; isto é,
PConj tem como objectos pares (X, xg), onde X é um conjunto e g € X, e como morfismos
f:(X,20) = (Y,yo) aplicacoes f: X — Y tais que f(x0) = yo.

A categoria P fn dos conjuntos e fungoes parciais (isto é, f € Pfn(X,Y) se f é uma aplicacdo
cujo dominio de definicao, DDy, é um subconjunto de X, e que tem codominio Y. A com-
posicdo go f € Pfn(X,Z) de f € Pfn(X,Y) e g € Pfn(Y,Z) tem dominio de definigdo
{reX;2€DD; & f(xr) € DDy}, sendo (go f)(x) = g(f(x)).

Se X é um conjunto qualquer, podemos considerar X como uma categoria discreta C: os
objectos de C sao os elementos de X, C(z,y) =0 se x #y e C(z,x) = {1,}.
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10.

11.

12.

1.3

Se (X, <) é um conjunto pré-ordenado, podemos considerar a categoria C(x,<) que tem como
objectos os elementos de X, sendo

<
Cix,<)(z,y) = { éx —yh sersy

caso contrario,
com a lei de composicao 6bvia.

Se (M, x,e) é um mondide, entdo podemos considerar a categoria Cp; que tem como tnico
objecto M, sendo Cpr(M, M) = M, e com a lei de composi¢ao x : M x M — M.

A categoria Matr que tem como objectos os niimeros naturais e como morfismos de n em m
as matrizes reais com n linhas e m colunas. A lei de composicao é o produto de matrizes.

Definigao.

Uma categoria diz-se pequena se a sua classe de objectos (e consequentemente, a sua classe de

morfismos) for um conjunto; diz-se finita se MorC for um conjunto finito.

1.4

Exemplos.

Sao exemplos de categorias pequenas (finitas):

1.

2.

3.

4.

a categoria 0, que tem como classe de objectos o conjunto vazio.
a categoria 1, que tem um unico objecto e um tnico morfismo (a identidade).
a categoria 2, que tem dois objectos, as respectivas identidades, e um morfismo nao trivial.

a categoria 1+1, que tem dois objectos e as respectivas identidades.

Sao também exemplos de categorias pequenas as definidas por conjuntos pré-ordenados ou por

mondides (como indicado anteriormente).

1.5

1.

Exercicios.
Verifique que as seguintes construgoes definem categorias:

(a) Para uma categoria C, a categoria C | C (também denotada por MorC ou C?) dos mor-
fismos de C que tem por objectos os morfismos de C, e por morfismos de f: A — B em
g : C — D os pares (h, k) de morfismos de C para os quais os diagramas

Al

Lok
B—t~D
sao comutativos, i.e. goh =ko f.
(b) Se A é um objecto de C, a categoria C | A (também denotada por C/A) cujos objectos
sao os morfismos em C de codominio A. Um morfismode f: B— Aem g: C — A é um

C-morfismo h : B — C tal que go h = f, ou seja, para o qual o diagrama seguinte

N

A

comuta.
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(c) Se (X, <) é um conjunto pré-ordenado considerado como uma categoria C(x <y e z € X,
interprete C'x <) | .

2. Um conjunto parcialmente ordenado (X, <) diz-se w-completo se toda a sucessao mondtona
(ou cadeia) em X tiver supremo.

Uma aplicagdo f : X — Y entre conjuntos parcialmente ordenados w-completos diz-se continua
se, sempre que s for o supremo de uma cadeia C' = (¢, )pen em X, f(s) é o supremo da imagem
de C por f.

(a) Mostre que toda a aplicacao continua entre conjuntos parcialmente ordenados w-completos
é monotona.

(b) Seja X um conjunto. Mostre que:

i. o conjunto P(X) das partes de X, ordenado pela inclusdo, é um conjunto parcial-
mente ordenado w-completo.

ii. O conjunto P das fungoes parciais de X em X, munido da relacao de ordem parcial
f<g % DDy C DDy e (VYx € DDy) f(x) = g(x),

é um conjunto parcialmente ordenado w-completo.

(c) Mostre que os conjuntos parcialmente ordenados w-completos e as aplica¢oes continuas,
com a lei de composicao de aplicagoes, formam uma categoria.

1.6 Definicao.

Uma subcategoria D de uma categoria C é constituida por uma subclasse ObD da classe de objectos
de C e por uma subclasse MorD da classe de morfismos de C' tais que:

e se f € MorD, entao o dominio e o codominio de f pertencem a ObD;
e se X € ObD, entao 1x € MorD;
e se f,g € MorD, entao go f € MorD (caso f e g sejam componiveis).

Note-se que D é, por si s0, uma categoria, que mantém as identidades e a lei de composicao de C.

1.7 Exemplos.

1. A categoria Fin dos conjuntos finitos e aplicagoes é uma subcategoria de Conj.
2. A categoria dos conjuntos e aplicagoes injectivas é uma subcategoria de Conj.
3. Conj é uma subcategoria de P fn.

4. A categoria AbGrp dos grupos abelianos e respectivos homomorfismos é uma subcategoria de
Ggrp, que é uma subcategoria de Mon, que por sua vez é uma subcategoria de SGrp.

5. A categoria dos grafos nao dirigidos é uma subcategoria de Grf.

1.8 Definicao.

Uma subcategoria D de C diz-se uma subcategoria plena se MorD tiver todos os morfismos de C com
dominio e codominio em D.
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1.9 Exercicios.

1. Quais das subcategorias referidas no exemplo anterior sao plenas?

2. Prove que C | A é uma subcategoria nao plena de C | C sempre que C(A, A) tem cardinal
maior ou igual a 2.

3. Verifique se a categoria A dos conjuntos parcialmente ordenados w-completos (e aplicagoes

continuas) é uma subcategoria plena da categoria POConj.

1.10 Definicao.

Dadas duas categorias A e B chama-se categoria produto a categoria que tem como objectos pares
ordenados (A, B), com A € ObA e B € ObB, e como morfismos pares ordenados (f,g) : (4, B) —
(C,D),onde f € A(A,C)ege B(B,D). A lei de composigao é definida componente a componente.

1.11 Definigao.

Dada uma categoria C, chama-se categoria oposta ou categoria dual de C a categoria C°P cuja classe
de objectos é exactamente ObC e com C°P(A, B) := C(B, A), sendo a lei de composigao definida &
custa da lei de composicao de C.

1.12 Exercicio.

Descreva a categoria dual das seguintes estruturas algébricas (consideradas como categorias):
1. um grupo,
2. um mondide,
3. um conjunto pré-ordenado,

e mostre que em cada um dos casos a categoria obtida é também definida pelo mesmo tipo de
estrutura. Verifique se em algum dos casos se obtém uma estrutura isomorfa a inicial.



2011/2012

2 Functores.

2.1 Definigao.

Um functor F' de uma categoria A numa categoria BB consiste em:

e uma funcdo ObA — ObB entre as classes de objectos de A e B (a imagem de A € ObA
designa-se por F'(A) ou simplesmente por FA),

e para cada par de objectos A, A’ de A, uma funcao A(A, A") — B(FA,FA’), que se costuma
designar por Fs 4/, sendo entao a imagem de f : A — A’ designada por F4 a/(f) (ou F(f), ou
simplesmente F'f),

tais que:
Fl.se fe A(A,A") e ge A(A',A"), entdo F(go f) = F(g) o F(f);

F2. para cada A € ObA, F(14) = 1pa.

2.2 Exemplos.

Sao exemplos de functores:

1. Para cada categoria C o functor identidade 1¢ : C — C, com 1¢(C) = C e 1¢(f) = f para cada
objecto C' e cada morfismo f de C.

2. Se A é uma subcategoria de C, o functor de inclusao I4: A — C com I4(A) = Ae IA(f) = f,
para cada objecto A e cada morfismo f de A.

3. Os functores de esquecimento

U:Grp—ConjcomU(G,x)=GeUf = f;

U : Veckx — Conj que a cada espago vectorial faz corresponder o seu conjunto subjacente e
a cada aplicacao linear a aplicagao subjacente;

U:Grf—ConjcomU(X,Kx)=XeUf = f; etc.

4. P : Conj — Conj que a cada conjunto faz corresponder o conjunto P(X ) das suas partes e cada
funcdo f : X — Y faz corresponder a funcao Pf = f(—) : PX — PY tal que Pf(S) = f(S5)
para todo o subconjunto S de X.

5. Para cada objecto C' de uma categoria C, C(C,—) : C — Conj que leva cada objecto A de C
no conjunto C(C, A) e cada morfismo f : A — B na aplicacao

cc,f)y:c(c,A) — C(C,B)
(9:C—>A) — fog:C—B

2.3

Dados dois functores F' : A — B e G : B — C, define-se de forma 6bvia o functor Go F': A — C.
Por outro lado, para cada categoria A, o functor identidade 14 : A — A é uma identidade para a lei
de composicao. Logo, embora nao se possa considerar, por problemas de “tamanho”, a categoria de
todas as categorias, podemos formar a categoria Cat de todas as categorias pequenas e respectivos
functores, com a lei de composi¢cado natural.
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2.4 Definigoes.

Cada functor F' : A — B define, para cada par de objectos A, A" de A, uma aplicagdo F 4’ :
A(AA) — B(FA, FA').
Um functor F': A — B:

1. diz-se fiel se a aplicacao F4 4 for injectiva, para todo o par de objectos A, A’ de A;

2. diz-se pleno se a aplicacdo F4 4 for sobrejectiva, para todo o par de objectos A, A" de A;
3. diz-se injectivo em objectos se a respectiva aplicacdo Ob.A — ObB for injectiva;

4. diz-se uma imersdo se for fiel, pleno e injectivo em objectos;

5. diz-se um isomorfismo se existir um functor G: B — Atalque GoF=14¢e FoG = 13.

2.5 Exercicios.
1. Mostre que definem functores:

(a) Para cada categoria C e cada objecto A de uma categoria A,

CA :C — A
C — A
(f:C=C") — (1p: A= A)
(A C4 chama-se functor constante.)
(b) A projecgao de um produto de categorias A x B num dos seus factores.
(c) Para cada categoria C e cada objecto A de C,
Us:ClA — C.
cLa — c
(C. )5 (' f)) — h

(d) SeY é um conjunto, Y x —: Conj — Conj,sendo (Y x —) X =Y xXe(Yx—)f =1y x f.

((egQ:Conj—>C0njcomQ(X):XxXeQ(f):fxf.
f
P :Conj® — Conj
X — PX
—1/_\ .
(fP:Y —>X) — F )'Pg : 7;_)5(5)‘
(8)
Q:Conj — Conj
X — 9X):=PX)
. Q(f) : P(X) — P()
e e A s {yey (i) cay
(h)

F:Ggrf — Conj
(X,Kx) — {reX|(z,z) € Kx}
Ff:FX — FY

(f: (X,Kx) = (Y,Ky)) r— r = f(z)
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(i) Se C' é um objecto de uma categoria C,

C(—,C):C® — Conyj.

A — C(A Q)
C(fr,C):C(A,C) — C(B,C)
. A—>B
/ ~ — (9g:A—=C) — gof
2. Interprete functor nos seguintes casos

(a) 1—-C,2—=C,
(b) F:Cx,<) — Cry,<), sendo (X, <) e (Y, =) conjuntos parcialmente ordenados,

(¢) F:C— D onde C e D sao categorias definidas por mondides,
e em cada caso estude o significado de fiel e pleno.

3. Indique quais dos functores estudados no primeiro exercicio sao fiéis e/ou plenos.

3 Isomorfismos

3.1 Definigao.
Um morfismo f : A — B em C diz-se um isomorfismo se existir um morfismo g : B — A em C tal
quegof=1ge fog=1p.
3.2 Proposigao.
Numa categoria:
1. Todo o morfismo identidade é um isomorfismo;

2. A composicdo de dois isomorfismos é um isomorfismo.

3.3 Exemplos.
1. Os isomorfismos em Conj sao as bijecgoes.

2. Os isomorfismos em Grf sao as bijecgoes f : (X, Kx) — (Y, Ky) tais que (z,2’) € Kx se e 86

se (f(z), f(z')) € Ky.

3. Os isomorfismos em Grp (AbGrp, Mon, SGrp) sao os homomorfismos bijectivos.

3.4 Exercicios.
Descreva os isomorfismos das categorias:
1. POCony;
2. C(x,<y quando (X, <) é um conjunto pré-ordenado;
3. C(x,<) quando (X, <) é um conjunto parcialmente ordenado;
4. Cpr onde M é um mondide;
5. Matg;

6. Pfn.
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4 Objectos inicial e terminal

4.1 Definigoes.

Seja C uma categoria.

1. Um objecto A de C diz-se um objecto inicial se, para todo o objecto C' de C, o conjunto C(A, C)

é singular.
2. Um objecto A de C diz-se um objecto terminal se, para todo o objecto C de C, o conjunto
C(C,A) é singular.
4.2 Proposigao.
Se C' e C’ sdo objectos iniciais (terminais) da categoria C, ent3o existe um isomorfismo h : C' — C’.
(Diz-se entao que o objecto inicial (terminal) é dnico a menos de isomorfismo.)
4.3

Os objectos inicial e terminal de uma categoria C (quando existem) costumam designar-se por 0 e
1, respectivamente. Para cada C € C, o inico morfismo de 0 em C' designa-se por Oc : 0 — C e o
unico morfismo de C' em 1 por !¢ : C — 1.

4.4 Exemplos.

1. A categoria Conj tem objecto inicial — o conjunto vazio — e objecto terminal — um (qualquer)
conjunto singular.

2. A categoria Grp (AbGrp, Mon) tem objecto inicial e terminal: {e}.

3. A categoria Grf tem objecto inicial — (0, ()) — e objecto terminal — ({0}, {(0,0)}).

4.5 Exercicios.
1. Identifique, caso existam, os objectos inicial e terminal da categoria:

(a) Cix,<), onde (X, <) é um conjunto parcialmente ordenado;
(by i ClC,
ii. Cl A,

onde C é uma categoria com objecto inicial 0 e objecto terminal 1, e A um objecto de C;

2. Um objecto zero é um objecto que é simultaneamente inicial e terminal.

(a) Prove que as seguintes condigoes sao equivalentes:
i. C tem objecto zero;
ii. C tem objecto inicial 0 e terminal 1, e 0 e 1 sdo isomorfos;
ili. C tem objecto inicial 0 e terminal 1, e C(1,0) # 0.

(b) Indique quais das categorias descritas em 1.2 tém objecto zero.
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5 Monomorfismos, epimorfismos e o Principio da Dualidade Cate-
gorial.

5.1 Definicao.

Um morfismo f : A — B de uma categoria C diz-se um monomorfismo se, qualquer que seja o par

u,v:C — A, se fou= fou, entdo u = v.

5.2 Proposicao.

Numa categoria C,

1. todo o isomorfismo é um monomorfismo; em particular, todo o morfismo identidade é um monomor-
fismo;

2. a composi¢cdo de dois monomorfismos é um monomorfismos.

5.3 Exemplos.

1. Um morfismo f: X — Y de Conj é um monomorfismo se e s6 se é uma aplicacdo injectiva.

2. Um morfismo f : (X, Kx) — (Y, Ky) de Grf é um monomorfismo se e s6 se f : X — Y é uma
aplicacao injectiva.

3. Um homomorfismo de grupos é um monomorfismo em Grp (AbGrp) se e sé se é injectivo.

5.4 Definigao.

Um morfismo f : A — B de uma categoria C diz-se um epimorfismo se, qualquer que seja o par
u,v: B — C de morfismos de C, se uo f =wvo f, entdo u = v.

5.5 Exemplos.

1. Uma aplicacao f: X — Y é um epimorfismo em Conj se e sé se é sobrejectiva.

2. Um homorfismos de grafos f : (X,Kx) — (Y, Ky) é um epimorfismo em Grf se e sé se a
aplicacao f é sobrejectiva.

3. Um homomorfismo de grupos é um epimorfismo em Grp se e s6 se é uma aplicagao sobrejectiva.

4. Consideremos a categoria C dos anéis comutativos com identidade e homomorfismos de anéis.
Em C os epimorfismos nao sao necessariamente sobrejectivos:

consideremos a inclusao ¢ de Z em Q, que nao é obviamente sobrejectiva; no entanto, dado
qualquer par de homomorfismos de anéis u,v : Q — A tal que uoi = voi (isto é, u e v
coincidem nos inteiros), entao, qualquer que seja % € Q,

w(®) = u(p- 1) = u(p) - u() = ulp) - ulg™!) = ulp) - ul@)" = v(p) - v(g) "L = v(2).

5.6 Observagao.

Um morfismo f de uma categoria C é um epimorfismo se e s6 se, como morfismo de C°P, é um
monomorfismo. Entdo podemos concluir imediatamente que os epimorfismos tém as propriedades
“duais” das enunciadas para monomorfismos.

Esta conclusao é um caso particular do:

10
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5.7

Principio da Dualidade Categorial.

Se um resultado for valido em qualquer categoria, também serd vélido o seu “resultado dual”, isto é,

aquele que se obtém do primeiro invertendo o sentido dos morfismos.

5.8

1.

2.

Exercicios.
Prove que, se g o f é um monomorfismo, entao f é um monomorfismo.

Mostre que, se 1 é um objecto terminal de C, entao qualquer morfismo em C com dominio 1 é
um monomorfismo.

(a) Mostre que, se m é um monomorfismo numa categoria C, ele é um monomorfismo em
qualquer subcategoria de C.

(b) Um monomorfismo numa subcategoria pode nao o ser na categoria. Dé um exemplo.
Um morfismo f : A — B de uma categoria C diz-se um monomorfismo cindido (ou sec¢3o) se
existir um morfismo g: B — A em C tal que go f = 14.

Mostre que:

(a) Todo o isomorfismo é um monomorfismo cindido e todo o monomorfismo cindido é um

monomorfismo.

(b) Se f é simultaneamente um monomorfismo cindido e um epimorfismo, entdo f é um
isomorfismo.

. Dualize os resultados dos exercicios anteriores.

(Nota: A nocao dual de monomorfismo cindido serd a de epimorfismo cindido ou retrac¢go.)

Descreva os monomorfismos, os monomorfismos cindidos, os epimorfismos e os epimorfismos
cindidos na categoria:

(a) Conj;

(b) se X é um conjunto, Conj | X;

(c) Conj | Cony;

(d)
)

(e) Pfn.

C(x,<), onde (X, <) é um conjunto pré-ordenado;

Um functor F': A — B preserva uma propriedade (P) de morfismos (de objectos) se F'f tiver essa
propriedade sempre que f a tenha (respectivamente F'A tiver essa propriedade se o mesmo ocorrer

em A).
Prove que:

(a) Todo o functor preserva isomorfismos.

(b) Um functor nao preserva, em geral, monomorfismos (epimorfismos). (E monomorfismos
cindidos?)

Um functor F': A — C reflecte uma propriedade se f goza dessa propriedade caso F'f a satisfaca
(e analogamente para objectos).

Prove (dando contra-exemplos) que as seguintes afirmagoes sao, em geral, falsas:

(a) Todo o functor reflecte isomorfismos.

(b) Todo o functor reflecte o objecto terminal.

11
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6 Produtos

6.1 Definicao.

Se A e B sao objectos de uma categoria C, chama-se produto de A e B a um par (P, (pa,pp)) onde
P é um objecto de C e py : P —» A e pgp : P — B sao morfismos de C tais que, para cada par
(Q, (g4,9B)) onde @ € ObC, qa € C(Q,A) e qp € C(Q, B), existe um unico morfismo ¢ : Q — P
satisfazendo as igualdades g4 = paot e gg =ppot (isto é, t é o inico morfismo que torna os dois
triangulos seguintes comutativos).

qA

6.2 Proposicao.

Numa categoria, o produto de dois objectos — quando existe — é (inico a menos de isomorfismo.

6.3 Definigao.

Se (C;)icr é uma familia de objectos de uma categoria C, chama-se produto da familia (C;);c; a um
par (P, (p; : P — C;)ic1), onde P € ObC e p; € MorC para cada i € I, tal que, dado qualquer
outro par (@, (g : @ — Ci)ier) com @ € ObC e g; € MorC, existe um tnico morfismo ¢ : Q — P
satisfazendo a igualdade ¢; = p; ot para todo o i € 1.

Se (P, (pi)ier) € o produto de (C;)ecr, é habitual designar o objecto P por H C;; os morfismos
el
p; : P — C; chamam-se projeccdes.
6.4 Exercicio.
Mostre que o produto de uma familia de objectos de uma categoria, quando existe, é iinico a menos
de isomorfismo.

6.5 Exemplos.

Seja I um conjunto.

1. Em Conj o produto de uma familia de conjuntos (X;);cr é exactamente o produto cartesiano

[1Xi = {(zi)ier | i € X3},
icl

com projecgoes p;((x;)ier) = ;.

2. Na categoria das categorias pequenas Cat o produto de duas categorias A e B é A x B como
definido em 1.10.

O produto de uma familia (\A;);cr de categorias é definido de forma andloga.

3. Na categoria Grp dos grupos (assim como em AbGrp) o produto de uma familia (G;, +;)ier
é ((H Gi,+), (pi : HGi — G)ier), onde HGi é o produto cartesiano dos conjuntos G; e a
iel iel il
operacao + ¢ definida componente a componente, isto é,

(xi)iel + (yz’)iel = (3«“@' +i yi)ie[-

12



Teoria das Categorias

4.

6.6

Na categoria Gr f dos grafos dirigidos e respectivos homomorfismos, o produto de uma familia
(Xi, Ki)ier é o par (X, K), (pi : (X, K) — (X, K;))ier), onde X é o produto cartesiano de
(Xi)ier e

K = {((xs)ier, (yi)ier) € X x X |para todooi € I, (x;,y;) € K;},

sendo cada p; a projecgao do produto cartesiano no factor respectivo.

Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Se (z;)ier é uma familia de elementos de X,
o seu produto em C(x <) é exactamente (quando existe) o infimo do conjunto {x;[i € I'}.

Na categoria dos conjuntos parcialmente ordenados POConj o produto de uma familia
(X, <i)ier é o par ((X,<),(pi : (X,<) = (Xi,<i))ier), onde X é o produto cartesiano da
familia de conjuntos (X;);es e a relagdo de ordem < é definida por:

(wi)ier < (Wi)ier & (Viel) z; <; yi,

sendo p; a projeccao do produto cartesiano no factor X;.

Observacao.

O produto de uma familia vazia de objectos de C é, quando existe, o objecto terminal de C.

6.7

Definigoes.

Diz-se que uma categoria C:

1.

2.

6.8

tem produtos bindrios se, dado qualquer par de objectos A e B, existir o produto de A e B.

tem produtos finitos se qualquer familia de objectos de C indexada por um conjunto finito tiver
produto.

tem produtos se qualquer familia de objectos de C indexada por um conjunto tiver produto em

C.

Observacoes.

.Se f:A— Beg:C — D sao morfismos em C e se existem os produtos (A x C, (pa,pc)),

(Bx D, (pp,pp)) de Ae B ede C e D respectivamente, o inico morfismo de A x C em B x D

que torna o seguinte diagrama comutativo

A< Aot ¢

designa-se habitualmente por f x g.

Se f:A— Beg:A— C sao dois morfismos em C e se existe o produto (B x C, (pp,pc)) de
B e C em C, o tinico morfismo de A em B x C' que torna o diagrama seguinte comutativo

A
/X
Y
B _pxo-tc

designa-se habitualmente por < f,g >.
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6.9 Exercicios.

1. Mostre que uma categoria tem produtos finitos se e s6 se tem objecto terminal e produtos
bindrios.
2. (a) Para o produto cartesiano de conjuntos prove que as seguintes fungoes sao bijecgoes:

i.c: X xY —Y xX, com c(z,y) = (y,z).
. a: X x (Y xZ)— (X xY)xZ, com a(z, (y,2)) = ((x,y), 2).

(b) Mostre que, se A, B, C sao objectos de uma categoria C, entao:
i. existe um isomorfismo de A x B em B X A;
ii. Ax (B xC(C)e(Ax B)x C sao isomorfos.

3. Seja C uma categoria com produtos bindrios. Mostre que, para cada objecto A de C,

—-xA:C — C
C — CxA
(f:C—=C") — (fx1ly:CxA—=C xA)

é um functor.

4. (a) Mostre que, se C tem objecto terminal 1, entao, para todo o objecto C' de C, o produto

de 1 por C existe e é isomorfo a C.

(b) Suponha agora que C tem objecto inicial 0. Verifique que em geral nao se verifica que
C x 0 seja isomorfo a 0 para todo o objecto C' de C.

E se 0 for objecto zero?

5. Considere em Conj os conjuntos 7Z e IR dos niimeros inteiros e reais, respectivamente. Sejam
7Z x IR o seu produto cartesiano, zg € Z, rg € IR,

Do xR — Z e pr:ZxR — IR.
(z,7) — z+4 2 (z,7) — T+710

Mostre que, quaisquer que sejam zg e ¢, (Z X IR, (p2y, Pry)) € um produto de Z e IR em Conj.

6. Sejam (G,+) um grupo abeliano e (G2, (71,m)) o produto cartesiano de G' por G. Mostre
que (G2, (m1,72)), (G2, (71, +)) e (G?, (w2, +)) sdo produtos de (G, G) na categoria dos grupos
abelianos AbGrp.

7. Mostre que a categoria P fn tem produtos finitos.

(Sugestao: Verifique que o produto de X e Y é (X]]Y, (px,py)), onde
X[[v=xxv)Ux Uy,

+
px : XY — X é afungao parcial com dominio de defini¢ao (X xY) U X, sendo px (z,y) ==
e px(z) =z, e py é definida de forma andloga.)

8. Seja C uma categoria com produtos finitos. Prove que C | C tem produtos finitos.
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6.10 Definicao.

Se (Cj)ier é uma familia de objectos de uma categoria C, chama-se coproduto de (C;);er a um par
(C,(c; : C; = C)ier), onde C € ObC e ¢; € MorC para todo o i € I, tal que, se (D, (d; : C; — D);er)
é um par com D € ObC e d; € MorC (i € I), entao existe um tinico morfismo ¢ : C' — D satisfazendo
a igualdade d; =t o ¢; para todoo i € I.

Se (C, (¢;)ier) é o coproduto de (C)ier, é habitual designar C' por H C; e chamar aos morfismos
el
¢; : C; — C coprojecgdes.

6.11 Exemplos.

Seja I um conjunto.

1. Em Conj o coproduto de uma familia de conjuntos (X;);c; é a sua reuniao disjunta
[Tx=U&Xix {i})
iel iel
com inclusoes ¢; : X; — ][ X, sendo ¢j(z) = (z, ), para todo o z € Xj.
2. Na categoria Grf, o coproduto de (X;, K;);er é o par (X, K) onde X é a reuniao disjunta de
(Xi) e
K ={((z,i), (y,1)) | (z,y) € K;, i € I}.

3. Na categoria dos grupos, o coproduto de uma familia (G;, +;,€;)icr é 0 seu produto livre, que
¢é construido da seguinte forma:
e considera-se a reuniao disjunta A dos conjuntos G; (a A chama-se alfabeto);

e considera-se em seguida o conjunto B de todas as sucessoes finitas (chamadas palavras)
de elementos de A;

e em B define-se a relagao de equivaléncia ~ gerada pelas condigoes:
. . . “ .
— quaisquer que sejam i,j € I, e; ~ e; ~ () (“palavra vazia”);
— sempre que G, € Gpy41 pertencam a um mesmo G,

a1a - Qplmi1 - Gn ~ aiag - (apy +; A1) - n.

B/ ~, munido da operagao de concatenagdo (ou justaposicao) é o produto livre de (G;);er, que
se designa habitualmente por [[;c; G;, sendo c;j(a) a sucessao singular a, para cada a € Gj,
jel

4. Em AbGrp o coproduto de uma familia (G;, +;, €;)ier é a sua soma directa

[1Gi = {(zi)icr |wi € Gi, {i € I|x; # e;} é finito},
iel

sendo a operacao de grupo exactamente a definida no caso do produto, e ¢; : G; — [[G;
definido por ¢;j(x) = (x;)ier com z; =z e x; = e; para i # j.
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6.12 Definicoes.

Tal como para produtos, dizemos que uma categoria C:

1. tem coprodutos bindrios se, dado qualquer par de objectos A e B, existir o coproduto de A e
B.

2. tem coprodutos finitos se qualquer familia de objectos de C indexada por um conjunto finito
tiver coproduto.

3. tem coprodutos se qualquer familia de objectos de C indexada por um conjunto tiver coproduto
em C.

6.13 Observacgao.

Se f: A— Beg:C — D sao morfismos em C e se existem os coprodutos (A + C,(ca,cc)),
(B+ D, (cg,cp)) de A e B ede C e D respectivamente, o tinico morfismo de A+ C em B + D que
torna o seguinte diagrama comutativo

designa-se habitualmente por f + g.

6.14 Exercicios.

Verifique se as seguintes categorias tém coprodutos e, em caso afirmativo, descreva-os:
1. C(x <), onde (X, <) é um conjunto parcialmente ordenado;
2. Pfn;

3. POConyj.

7 Igualizadores e co-igualizadores

7.1 Definicao.

Dado um par de morfismos f,g : A — B numa categoria C, um igualizador de f e g é um par
(M,m: M — A), onde M € ObC e m € MorC, tal que:

1. fom=gom;

2. se (D,d: D — A), com D € ObC e d € MorC, verifica f od = g o d, entdo existe um tnico
morfismo ¢t : D — M tal que d = mot.

7.2 Proposicao.

Quando existe, o igualizador de um par de morfismos é tinico a menos de isomorfismo.

7.3 Proposicao.

Todo o igualizador é um monomorfismo.
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7.4

Proposicao.

Se f € C(A, B), entdo o igualizador de (f, f) existe em C e é a identidade em A.

7.5

1.

7.6

Exemplos.

Em Conj o igualizador de duas aplicagoes f,g: X — Y é um par (M, m) onde

M ={x e X[ f(z) = g(x)},

e m é a inclusao.

. Em Grp (e AbGrp) o igualizador de dois homomorfismos f, g : (G, +) — (G, +') é (M, +r), m),

onde (M, +ys) é o subgrupo {z € G| f(z) = g(x)} de G e m a inclusao.

Em Grf o igualizador de dois morfismos f,g : (X, Kx) — (Y, Ky) é o par ((M, Kjs), m), onde
M={zecX|f(z)=g(x)}, Ky = KN (M x M) e m é a inclusao.

Definigao.

Dado um par de morfismos f,¢g : A — B numa categoria C, um co-igualizador de f e g é um

igualizador de (f, g) em C°P. Isto é, um co-igualizador de f,g: A — Bem C é um par (Q,q: B = Q),
onde @ € ObC e q € MorC, tal que:

1.

2.

7.7

7.8

qof=qouy;

se (R,7: B — R), com R € ObC e r € MorC, verifica r o f = r o g, entao existe um unico
morfismo £ : Q — R tal que r =t ogq.

Exemplos.

. Na categoria dos conjuntos para definir o co-igualizador (@, ¢) de um par de morfismos f, g :

X — Y considera-se a relagao de equivaléncia ~ gerada pelos pares (f(x), g(x)) para todo o
elemento = de X e o conjunto () das classes de equivaléncia desta relagao; a aplicacao q € a
projeccao de Y em Q =Y/ ~.

. Na categoria dos grafos dirigidos, dado um par de morfismos f,g: (X, Kx) = (Y, Ky), o seu

co-igualizador é o par ((Q, K),q), onde @ e g sao definidos como em Conj e

K ={(a,b) € Q x Q| existe (y,z) € Ky tal que q(y) = a & q(z) = b}.

Na categoria dos grupos abelianos, se f : G — G’, o co-igualizador de (f,0) é o quociente
G — G/f(GQ); se f,g : G — G', entdo o co-igualizador de (f,g) é o co-igualizador de
(f -9 O)

Exercicios.

. Enuncie os resultados duais das Proposigoes 7.2 - 7.4.

. Mostre que na subcategoria plena de Conj constituida pelos conjuntos nao vazios ha pares de

morfismos que nao tém igualizador.

Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Identifique os morfismos em C(x,<) que sao
igualizadores.
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4.

5.

Um monomorfismo m : M — X diz-se monomorfismo extremal se, sempre que m = go f sendo

f um epimorfismo, f é necessariamente um isomorfismo.

(a) J& provdmos que todo o monomorfismo cindido é um igualizador. Mostre que todo o

igualizador é um monomorfismo extremal.

(b) Prove que todo o morfismo que é simultaneamente um epimorfismo e um monomorfismo

extremal é um isomorfismo.

(c) Mostre que, na categoria dos conjuntos, todo o monomorfismo é um igualizador, embora
nem todo o monomorfismo seja cindido.

(d) Dé exemplos de categorias onde nem todo o monomorfismo seja um igualizador.

* Mostre que P fn tem igualizadores.

6. ** Mostre que P fn tem co-igualizadores.

8 Produtos fibrados e somas amalgamadas

8.1

1.

8.2

Definicgoes.

O produto fibrado de um par de morfismos f : A — B, g : C' — B numa categoria C consiste
num par (P,(¢': P = A, f': P — C)), onde P € ObC e f', ¢ € MorC, tal que fog =go f
e, para cada par (@, (u:Q — A, v:Q — C)) tal que f ou = go v, existe um unico morfismo
t: Q@ — P que torna o seguinte diagrama

BN f/
P——C
g’i 9
A*f>B

comutativo. A f’ (resp. ¢’) chama-se o produto fibrado de f (resp. g) ao longo de g (resp. f).

A nocao dual de produto fibrado chama-se soma amalgamada.

Exercicios.

. Mostre que as seguintes categorias tém produtos fibrados:

(a) Conj;
(b) Grf;

. Considere, na categoria dos conjuntos, um morfismo f : X — Y, um subconjunto M C X e a

sua inclusao m : M — X. Identifique o produto fibrado de m ao longo de f.

Mostre que, qualquer que seja o morfismo f: A — B em C, o diagrama

A—f>B

1Ai 1
A#B

é um produto fibrado.
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4. Prove que num produto fibrado
f/

pP—C
g’l g
f
A——B
se f for um monomorfismo (isomorfismo, resp.), entdo f’ serd também um monomorfismo
(isomorfismo, resp.).

5. Chama-se par nicleo de um morfismo f : A — B ao produto fibrado (quando existe) de f por
f.
Seja f : A — B um morfismo na categoria C. Mostre que as seguintes condi¢oes sao equiva-
lentes:

(a) f é um monomorfismo;

(b) o par nicleo de f existe e é dado por (4, (14,14));

(¢) o par ntcleo (P, («, 3)) de f existe e é tal que o = 3.
6. Mostre que, se os quadrados seguintes

Al 2.C

! /
AL 9o
sao diagramas de somas amalgamadas, entao o diagrama exterior ainda é uma soma amalga-
mada.

7. Enuncie os resultados duais dos exercicios 3 a 6 anteriores.

9 Limites e colimites

9.1 Definigoes.
Seja F': D — C um functor.

1. um cone de F consiste num par (C,(pp : C — FD)pecopp), onde C' € ObC e pp € MorC para
todo o D € ObD, tal que, para cada morfismo f : D — D’ em D, o seguinte diagrama

FD
%
C Ff
ot FD'

é comutativo, isto é, F'f opp = ppr.

2. Um cone (L, (pp : L = FD)peonp) diz-se um cone limite de F' (ou simplesmente limite de F')
se, para cada cone (M, (¢gp : M — FD)peobp) de F, existir um tinico morfismo ¢t : M — L
tal que gp = pp ot para todo o objecto D € D:

L

AK
f
M%
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9.2 Proposicao.

Quando um functor F' : D — C tiver limite, este é (nico a menos de isomorfismo; isto é, se (L, (pp))
e (M, (gqp)) sdo cones limite de F', entdo existe um isomorfismo h : M — L tal que pp o h = qp para
todo o D € ObD.

9.3 Proposigao.
Se (L,(pp : L = FD)peobp) é um limitede FF': D —Ce f,g: M — L sdo morfismos em C tais que

ppo f=ppog paratodoo D e ObD, entdo f = g.

9.4 Definigoes.

Seja F': D — C um functor.

1. um co-cone de F' consiste num par (C,(cp : FD — C)peobp), onde C é um objecto de C
ecp: FD — C é um morfismo em C para todo o D € ObD, tal que, para cada morfismo
f:D — D' em D, o seguinte diagrama

FD
/
C Ff
cp/ FD/

¢ comutativo, isto é, cpr o F'f = cp.

2. Um co-cone (Q,(cp : FD — Q)pecobp) diz-se um co-cone colimite de F' (ou simplesmente
colimite de F') se, para cada co-cone (M,(qp : FD — M)peconrp) de F, existir um tnico
morfismo ¢ : Q — M tal que qp =t o cp para todo o objecto D € D:

Q‘X
t} FD

Ag%

9.5 Exemplos.

1. Se I é um conjunto interpretado como uma categoria discreta Z, um functor F' : Z — C consiste
exactamente numa familia (F);c; de objectos de C indexada por I, e o seu limite, quando
existe, é o produto da familia (Fi) em C.

2. Seja D a categoria que tem dois objectos D e Da, e dois morfismos distintos nao triviais
d,d : D1y — Dy. Um functor F : D — C consiste na escolha de dois morfismos f,g: A — B
em C, e o seu limite é exactamente o igualizador de (f, g).

3. Seja D a categoria que tem trés objectos, D1, Do e D3 e dois morfismos nao triviais d : Dy — Ds

ed : Dy — Ds. Um functor F' : D — C consiste na escolha de dois morfismos com codominio
comum, f: A— Beg:C — B, e o seu limite, quando existe, é o produto fibrado de f e g.
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9.6 Definigoes.

Seja C uma categoria.

1. C diz-se completa se, para qualquer categoria pequena D e qualquer functor F': D — C, existir
o limite de F'.

2. C diz-se finitamente completa se, para qualquer categoria D com MorD finito e qualquer functor
F :D — C, existir o limite de F'.

9.7 Observacgao.

O seguinte resultado justifica a nossa restricdo a categorias pequenas na definicao de categoria
completa:

9.8 Teorema.

Se numa categoria C existir o limite de qualquer functor F': D — C para toda a categoria D, ent3o entre
cada dois objectos de C existe no maximo um morfismo.
(Ou seja, C = C(x,<) para alguma classe pré-ordenada (X, <).)

9.9 Teorema de existéncia de limites.

Seja C uma categoria. As seguintes afirmacbes s3o equivalentes:
(i) C é completa;

(ii) C tem produtos e igualizadores.

9.10 Teorema de existéncia de limites finitos.

Seja C uma categoria. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(i) C é finitamente completa;
(ii) C tem objecto terminal, produtos binarios e igualizadores;

(iii) C tem objecto terminal e produtos fibrados.

9.11 Exercicios.

1. Seja C uma categoria. Verifique se os seguintes functores tém limite e colimite em C:

(a) F:1—C;
(b) F:2—=C.

2. Mostre que, se (A, (fp : A — HD)peobp) é um cone do functor H: D —- Ae F: A— Bé
um functor, entdao (FA, (F fp)) é um cone do functor F o H.

3. Considere o conjunto IN dos nimeros naturais com a relagao de ordem usual <. Verifique se
C(v,<) € completa e cocompleta.
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4. Sejam X um conjunto e P(X) o conjunto das partes de X. Considere o functor

F C(P(X),g) — COTL]
S — S
S—S — S5

onde S < S’ é a funcao de inclusao. Calcule o limite e o colimite de F'.
5. Um par (A, <) diz-se um conjunto orientado se < for uma relagao bindria em X tal que:
(1) < é reflexiva;
(2) < é transitiva;
(3) dados «, 8 € A existe y € A tal que a <y e <.

Considere um conjunto orientado (A, <) como uma categoria D que tem como classe de ob-
jectos A e

{x§} seB<a
D = B
(o, 8) { 0 caso contrario.

Seja F' : D — Conj um functor. Prove que (P,(po : P — F(a))), onde P = {(z,) €
[L, F(@); F(x3)(wa) = 5} e cada p, é a projecgao 6bvia, é um cone limite de F'.

(Nota: A imagem de F' chama-se sistema inverso e ao seu limite limite do sistema inverso ou
simplesmente limite inverso.)

6. Mostre que as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) A tem objecto inicial;

(ii) o functor id4 : A — A tem limite.

7. Um functor G : A — B preserva limites se, quaisquer que sejam a categoria pequena D e o
functor F': D — A, sempre que (L, (pr. : L — FD)peopp) for um cone limite de F', também
(GL,(Gpp : GL — GFD)peonp) € um cone limite do functor GF. Mostre que:

(a) Todo o functor que preserva limites preserva necessariamente monomorfismos.

(b) Se A é uma categoria e A um objecto de A, entao o functor A(A, —) preserva limites.

10 Transformacoes naturais

10.1 Definigao.
Sejam F,G : A — B functores.

1. Uma transformagdo natural a : F' — G de F' em G é uma classe de morfismos (aq : FA —
GA) acoba em B, indexada pelos objectos de A, e tal que, para cada morfismo f: A — B em
A, o diagrama

FA oA GA

o o

FB a5 GB

é comutativo, isto é apo F'f = Gf o ay.

2. Uma transformagao natural « : F' — G diz-se um isomorfismo natural se existir uma trans-
formacao natural 8 : G — F tal que foa=1peaof =1g.
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10.2 Propriedades.

1. Se F,G,H : A — B sao functores e a : ' — G e f : G — H sdo transformacoes naturais,
entdo (o «, definida por (foa)q := S40as (A € ObA), é uma transformacao natural de F'
em H.

2. A lei de composicao de transformacoes naturais atras definida é associativa e tem unidade:
para cada functor F' : A — B, 1p : F — F é definida obviamente por (14 : FA — FA) pscobA-

3.SeF: A— B, G,H:B—CeK:C— D sao functores e a : G — H é uma transformagao
natural, entao podemos definir transformagoes naturais aF : GoF - HoF e Ka: Ko G —
KoH,onde aFy =aps: GFA— HFAe Kap = K(ap): KGB — KHB.

10.3 Proposicao.

Sejam A uma categoria pequena e 3 uma categoria qualquer. Os functores de A em B e as transformacdes
naturais entre eles constituem uma categoria, Fun(A, B). Esta categoria é pequena desde que B o seja.

10.4 Exercicio.

Mostre que as seguintes condigbes sao equivalentes, para uma transformacao natural o : F' — G,
onde F,G : A — B sao functores:

(i) @ é um isomorfismo natural.

(ii) para todo o objecto A de A, acsq : FA — GA é um isomorfismo em B.

10.5 Exemplos.
1. Seja C a categoria dos espagos vectoriais sobre um corpo K, e seja ( )** : C — C o functor
bidual; isto é, V** = C(C(V,K), K) e, se f € C(V,W), entao
(fy=:CC(V,K),K) — C(C(W,K),K)
(f)*(9):CW,K) — K
H

g:C(V,K) - K +— o(uo f).

U

Os morfismos candnicos

ay:V — V¥
C(V,K)
!

—
v
—

K

f)
formam uma transformacao natural o : 1¢ — ()**.

2. O determinante é uma transformacgao natural:
Consideremos a categoria C dos anéis com identidade, e os functores

U:C — Grp
A +— UA (grupo multiplicativo dos elementos invertiveis de A)

GL,:C — Grp
A — GLy(A) (grupo das matrizes n X n invertiveis com entradas em A)

As “fungdes determinante” dety : GL,(A) — UA definem uma transformagao natural

det : GL, — U.
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3. Seja A uma categoria. Cada morfismo f : B — A em A define uma transformagao natural

A(f; =)+ A(A, =) = A(B, —), sendo A(f, =) = (A(f, C))ceoba, onde

A(f,C) : A(A,C) —s A(B,C)
g:A—C +—— gof

10.6 Exercicios.

L. Sejam (X, <) e (Y, X) dois conjuntos pré-ordenados. Dados functores F,G : C(x <) — C(v,<),
interprete transformagao natural p: F — G.

2. Se G e G’ sao grupos e H, K : Cq — Cqr sao functores, mostre que existe uma transformacao
natural 3: H — K se e s6 se H e K sao homomorfismos conjugados, i.e. se existe um = € G’

tal que
H(g) =z -K(g) -z

para todo o g € G.

3. Considere os functores

P:Conj — Conj
X — PX)
P(f) : P(X)

%
(f: X—=Y) — PN

PY)
f(4)

Q:Conj — Conj.
X — 9(X):=PX)
Q(f): PX) — P)

(f:X=¥) = A o yeY /i cA)

(a) Verifique que A = (Ax : X — P(X))xeconj, onde Ax(z) = {z} para cada € X, é uma
transformacao natural do functor identidade no functor P.

(b) Mostre que o mesmo X = (Ax)xecon; Na0 é uma transformacao natural de 1¢o,; em Q.
4. Seja S um conjunto. Considere os functores

F=—-—x58:Conj — Conj e G=Conj(S,—):Conj — Conj
X — Xx8 X +— Conj(S,X)=: X°.

Prove que as fungoes “avaliacao”

ax : X5x8 — X

(frs) — f(s)

definem uma transformacao natural o = (ax)xecon; de FG em lcop;.

10.7 Teorema.
Se A é uma categoria pequena, podemos considerar o functor

Y: AP — Fun(A,Conj)
A — A(A -)
feAPAB) — A(f,—): A(A,—) — A(B,—).

O functor Y é uma imers3o, a que se chama Imersio de Yoneda.
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10.8 Observacgoes.

A injectividade de Y em objectos é imediata. O ser pleno e fiel significa que toda a transformacdo
natural de A(A, —) em A(B, —) é definida por um dnico morfismo em A de B em A, isto é, por um
dnico elemento de A(B,—)(A) = A(B, A).

Este resultado é ainda vélido quando substituimos A(B, —) por um functor arbitrério F': A —
Conj.

10.9 Lema de Yoneda.

Sejam A uma categoria e F': A — Conj um functor. Consideremos um objecto A de A e o functor

A(A,—): A — Conj.

1. Existe uma bijeccdo
0F 4 : Nat(A(A,—), F) — FA

entre as transformagdes naturais de A(A, —) em F e os elementos do conjunto F'A.

2. As bijecgbes 0 4 constituem uma transformacdo natural na varidvel A; isto é, 0 = (0 4) acoba
¢ uma transformac3o natural do functor

N: A — Conj I
A s Nat(AA,—),F) "
onde, se f: A — B,
N(f):Nat(A(A,—-),F) — Nat(A(B,—-),F)
a — aoA(f,-)

3. Além disso, se A é uma categoria pequena, as bijec¢des O 4 constituem uma transformagdo natural
na varidvel F’; isto &, 04 = (0F,4) FeFun(A,conj) € Uma transformacdo natural do functor

M : Fun(A,Conj) — Conj em ev : Fun(A,Conj) — Conj

F +— Nat(A(A,—), F) F — FA
onde, para cada transformac3o natural o : F' — G,
M(«) : Nat(A(A, —),F/@)) : gitéA(A, -),G) e ev(a) = aa.
10.10 Exercicios.
1. Demonstre as afirmagoes 2 e 3 do Lema de Yoneda.

2. Identifique a categoria Conj? = Fun(D,Conj), quando:

(a) D é a categoria discreta com dois objectos;
(b) D = 2 (definida no Exemplo 1.4);

(c) D é a categoria definida por um mondéide M.
3. Seja C uma categoria pequena. Verifique se a categoria Conj¢ tem

(a) objecto terminal,

(b) produtos bindrios,

e, em caso afirmativo, construa-os.
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11 Functores representaveis

11.1 Definigao.

Um functor F' : A — Conj diz-se representavel se existir um objecto A de A e um isomorfismo natural
de Fem A(A,—).

Diz-se entdo que o objecto A representa o functor F'.

11.2 Corolario do Lema de Yoneda.

Se um functor F' : A — Conj for representado por dois objectos, A e A’, da categoria A ent3o existe
um isomorfismo h: A — A’ em A.

11.3 Exemplos.

1. O functor identidade 1 : Conj — Conj é representavel, sendo representado por qualquer
conjunto singular.

2. O functor de esquecimento U : Grf — Conj é representavel, sendo representado pelo grafo

L= ({}, {(x,)})-

3. (a) O functor de esquecimento U : SGrp — Conj é representiavel, sendo representado pelo
semigrupo aditivo IN (que nao contém o 0).

(b) O functor de esquecimento U : Mon — Conj é representével, sendo representado pelo
monodide INg.

(¢) O functor de esquecimento U : Grp — Conj é representavel, sendo representado pelo
grupo 7.

11.4 Exercicios.

Verifique se os seguintes functores sao representaveis:
1. O functor de esquecimento U : POConj — Conj.

2. O functor de esquecimento U : PConj — Conyj.

3. O functor
F:Grf — Conj
(X,Kx) +— {zeX|(z,z) € Kx}
. Ff.:FX — FY
(f (X, KX) — (Y, Ky)) z —  f(z).
4. O functor

G:Grf — Conj
(X,Kx) — Kx
) Gf:KX — Ky
R SN 1)
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12 Functores e limites

12.1 Definigao.

Um functor G : A — B preserva limites se, quaisquer que sejam a categoria pequena D e o functor
F :D — A, sempre que (L, (pr, : L — FD)peopp) for um cone limite de F, também (GL, (Gpp :
GL — GFD)peobp) ¢ um cone limite do functor GF.

12.2 Lema.

Todo o functor que preserva limites preserva necessariamente monomorfismos.

12.3 Proposicao.

Sejam A uma categoria (finitamente) completa e B uma categoria qualquer. Um functor F' : A — B
preserva limites (finitos) se e sé se preserva produtos (finitos) e igualizadores.

12.4 Proposigao.

Sejam A uma categoria e A um objecto de A. O functor A(A, —) preserva limites.

12.5 Corolario 1.

Sejam A uma categoria e A um objecto de A. O “functor contravariante”
A(—,A): A— Conj

transforma colimites (que existam) em limites.

12.6 Corolario 2.

Todo o functor representdvel preserva limites.

12.7 Definigao.

Seja G : A — B um functor. Diz-se que G reflecte limites quando, quaisquer que sejam a categoria
pequena D e o functor F : D — A, se (L,(pp : L — FD)peopp) é um cone para F e (GL,(Gpp :
GL — GFD)pecobp) ¢ um cone limite de GF, entao (L, (pp)) ¢ um cone limite de F.

12.8 Lema.

Todo o functor que reflecte limites reflecte necessariamente isomorfismos e monomorfismos.

12.9 Proposicao.

Sejam A uma categoria completa e ' : A — B um functor que preserva limites. As seguintes condicdes
sdo equivalentes:

(i) F reflecte limites;

(ii) F' reflecte isomorfismos.

12.10 Proposigao.

Todo o functor fiel e pleno reflecte limites.
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12.11 Observacgao.

Embora os functores representdveis nao reflictam em geral limites, eles reflectem conjuntamente

limites, como se indica em seguida.

12.12 Proposicao.

Os functores representdveis reflectem conjuntamente limites; isto é, se F' : D — A é um functor e
(L,(pp : L — FD)peopp) € um cone para F', entdo este cone é um cone limite se e sé se, para cada
objecto A de A,

(A(4, L), (A(A; pp) - A(A, L) = A(A, F D)) peovp)

é um cone limite de A(A, F—) em Conj.

12.13 Exercicio.

Demonstre a Proposicao 13.10.

13 Functores Adjuntos
13.1 Definicoes.
Sejam G : A — B um functor e B um objecto de B.

1. Um morfismo universal de B para G é um par (np, Ag), constituido por um objecto Ap de A
e um morfismo np : B — G(Ap) em B, tal que, para cada f : B — GA’, existe um unico
morfismo f: A — A’ em A para o qual o diagrama

B 5 G(Ap) Ap
|

_ -

\ J/Gf Vf

GA' A’

é comutativo.

2. Um morfismo universal de G para B é um par (op, Ap), constituido por um objecto Ap de A
e por um morfismo op : G(Ap) — B em B, tal que, para cada g : GA" — B, existe um unico
morfismo g : A’ — A em A para o qual o diagrama

Ap G(Ap) 7z B
A
: 7 GgT /
A GA

é comutativo.

13.2 Proposicao.

Seja G : A — B um functor tal que, para cada objecto B de B, existe um morfismo universal (ng, Ap)
de B em (G. Ent3o existe um functor F' : B — A tal que FB = Ap para todo o B € ObB, e
n = (np: B — GFB)pcobs é uma transformagio natural de 1z em G o F'.
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13.3 Definigao.

Diz-se que um functor F' : B — A é adjunto a esquerda do functor G : A — B se existir uma
transformacao natural n : 13 — GF' tal que, para cada objecto B de B, np é um morfismo universal
de B para G.

Neste caso G diz-se um adjunto a direita de F', e escreve-se F' 4 G.

A (F,G;n) chama-se adjuncio.
13.4 Proposicao.

Dada uma adjun¢do (F': B — A,G : A — B;n), existe uma transformagdo natural € : FFG — 14 tal

que, para cada objecto A de A, €4 : FGA — A é um morfismo universal de F' para A. Além disso,
tem-se que, para cada A € ObA e cada B € ObB,

Gegonga=1lga e eppolFnp=1pp.

13.5 Definigao.

Numa situagéo de adjuncao como a da proposicao anterior, chama-se unidade da adjuncdo a trans-
formacao natural 7, e co-unidade da adjuncdo a transformacao natural €.

Dizer que (F,G;n,¢) é uma adjungao significa que F' 4 G, e que 1 é a unidade e € a co-unidade
da adjuncgao.
13.6 Exercicios.

1. Mostre que, se F': B — A é adjunto esquerdo de G : A — B, com unidade 7 e co-unidade ¢,
entao G°P : A°P — B°P é adjunto esquerdo de F°P : B°P — A°P  com unidade £°P e co-unidade
n°P.

2. Mostre que, se F' e F' : B — A sao adjuntos & esquerda do functor G : A — B, entao F e F’
sao naturalmente isomorfos.

3. Mostre que, se FF: B — Ae G: A — Bsao functoresen: 1g > GF ee : FG — 14 séo
transformagoes naturais tais que, para todo o objecto A de A e todo o objecto B de B,

Geaonga=1lga e erpoFnp=1pp,

entdao (F,G;n,¢e) é uma adjuncao.

13.7 Teorema.

Dadas categorias A e B e functores G : A — B e F : B— A, as seguintes condi¢cdes sdo equivalentes:

(i) Existe uma transformagdo natural 7 : 15 — GF tal que, para cada B € ObB, np : B — GFB é
um morfismo universal de B para G.

(ii) Existe uma transformagdo natural ¢ : FG — 14 tal que, para cada A € ObA, 4 : FGA — A é
um morfismo universal de F' para A.

(iii) Existem transformagdes naturais ) : 13 — GF e ¢ : FG — 1 4 tais que
Geaonga=1lga e eppoFnp=1lpp.

(iv) Os functores A(F—,—),B(—,G—) : B°®? x A — Conj sdo naturalmente isomorfos.
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13.8 Exercicios.
1. Mostre que, se F, G, H e K sao functores,

At op—=" =0,
F H

elFFH4GeH-HK,entao FoH 4K o(G.

2. Descreva situagao de adjuncao para functores entre conjuntos parcialmente ordenados consi-
derados como categorias.

3. Sejam X e Y conjuntos, e P(X) e P(Y) os conjuntos das partes de X e Y respectivamente,
ordenados pela inclusdo, e considerados como categorias. Seja f : X — Y uma aplicagao

qualquer.

Considere o functor

Mostre que:

(a) o functor

é adjunto esquerdo de f~1( );

(b) o functor
1) :PX) — PY)
A —

é adjunto direito de f~1( ).
4. Mostre que:

(a) o functor C — 1 tem adjunto direito se e s6 se C tem objecto terminal;

(b) o functor A : C — C x C, com A(C) = (C,C) e A(f) = (f, f), tem adjunto direito se e
s6 se C tem produtos bindrios.

5. Prove que, para todo o conjunto S, o functor F = — x S : Conj — Conj tem por adjunto a

direita o functor Conj(S, —) : Conj — Conj.

13.9 Proposigao.

Todo o functor adjunto direito (isto é, que tem adjunto esquerdo) preserva limites.

13.10 Corolario.

Todo o functor adjunto esquerdo preserva colimites.

13.11 Observagao.

A preservacao de limites por um functor G : A — B nao garante a existéncia de adjunto esquerdo
de G, excepto quando a categoria é pequena e completa. Esta afirmagao resulta do Teorema que
enunciamos em seguida.
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13.12 Teorema do Functor Adjunto de Freyd.

Sejam A uma categoria completa e G : A — B um functor. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(i) G tem adjunto esquerdo;
(ii) G preserva limites e satisfaz a seguinte “Condi¢do de conjunto solugdo":

Para cada objecto B de B existe um conjunto Cp de objectos de A tal que, para cada
objecto A de A e cada morfismo f: B — GA em B, existem A’ € Cp, f': A— A’ e
h:B — GA" em B tais que Gf' oh = f:

B h GA'
\ le
GA

13.13 Exercicios.

1. Considere o functor de inclusao g : IN < IN4, (onde os conjuntos bem ordenados IN e INo, sao

interpretados como categorias). Mostre que:
(a) g preserva limites;
(b) g nao é adjunto direito.

2. Mostre que o functor f( ) : P(X) — P(Y) considerado no Exercicio 13.8 nao tem adjunto
direito.

3. Mostre que o functor de esquecimento U : Grp — Conj nao tem adjunto direito.
4. Sejam C uma categoria e A um objecto de C. Considere o functor
Ups:ClA — C.
cLa — c
(C.)) B (Cf)) = h
(a) Mostre que, se C tem produtos, entdo Uy tem um adjunto a direita.

(b) Mostre que, em geral, U4 nao tem adjunto esquerdo.

(c) Caracterize os objectos A de C para os quais U4 tem adjunto esquerdo.

13.14 Teorema.
Seja G : A — Conj um functor. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) G tem adjunto esquerdo;

(ii) G é representdvel, e o objecto A de A que o representa tem coprodutos em A.

13.15 Exercicio.

Verifique se o functor
G:Grf — Conj
(X,Kx) — {rzeX|(z,x) € Kx}
Gf:FX — FY
(X, K Y, K
(f: (X, Kx) = (Y, Ky)) v o @)
tem adjunto esquerdo.
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13.16 Proposicao.

Se (F:B— A,G: A— B;n,e) é uma adjun¢do, ent3o:
(a) G é fiel se e sé se, para todo o objecto A de A, €4 é um epimorfismo;
(b) G é pleno se e s6 se, para todo o objecto A de A, £4 é um monomorfismo cindido.

(c) G é fiel e pleno se e s6 se, para todo o objecto A de A, €4 € um isomorfismo.

13.17 Corolario.
Se (F:B—A,G: A— B;n,e) é uma adjungdo, entdo:
(a) F é fiel se e s6 se, para todo o objecto B de 3, ng é um monomorfismo;
(b) F' é pleno se e s6 se, para todo o objecto B de B, np é um epimorfismo cindido.

(c) F é fiel e pleno se e sé se, para todo o objecto B de B, np € um isomorfismo.

14 Subcategorias reflectivas.

14.1 Definigoes.

Sejam A uma subcategoria de B, e I : A — B o functor de inclusao.

1. A subcategoria A diz-se repleta se for fechada para isomorfismos; isto é, se, sempre que
h : A — B for um isomorfismo e A pertencer a A, também B pertence a A.

2. A subcategoria A diz-se reflectiva (co-reflectiva) se o functor de inclusao I tiver adjunto esquerdo
(direito). Ao adjunto esquerdo (direito) de I chamaremos reflector (co-reflector).

14.2 Lema.

Se A for uma subcategoria plena de B e o functor de inclusdo I : A — B for adjunto direito, entdo
podemos definir um adjunto esquerdo R : B — A de I tal que R, quando restrito a A, é o functor
identidade.

14.3 Observacao.

De agora em diante, sempre que I tiver adjunto esquerdo, tomaremos para R - I um functor nas
condicoes referidas no Lema.
Se n é a unidade da adjuncao R - I, diz-se que np : B — RB(= IRB) ¢ a reflexdo de B em A.

14.4 Teorema.

Seja A uma subcategoria reflectiva, plena e repleta, de B.
(a) Se B for uma categoria completa, entdo .4 é completa.

(b) Se B for uma categoria cocompleta, entdo .A é cocompleta.
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14.5 Exercicios.

1.

Considerando a relagao de ordem natural < em IN e em 7, verifique se a categoria Cn <) €
uma subcategoria (co-)reflectiva de Cz <).

. Verifique se a categoria dos conjuntos finitos e aplica¢oes é uma subcategoria (co-)reflectiva

de Conj.
* Verifique se a categoria Conj é uma subcategoria (co-)reflectiva de P fn.

Seja B a subcategoria (plena) de Grf constituida pelos grafos reflexivos (isto é, grafos (X, Kx)
tais que, para todo o z € X, (z,2) € Kx).
Seja I : B — Grf o functor de inclusao.

(a) Para cada grafo (X, Kx), considere X' = {z € X |(z,2) € Kx} e K' = {(z,y) €
Kx |z,y € X'}. Mostre que

E(X,KX) : (X/aK/) — (XaKX)
r —
¢ um morfismo universal de I para (X, Kx).

(b) B é uma subcategoria co-reflectiva de Grf. Justifique.

(c) Mostre que B é também uma subcategoria reflectiva de Grf.

. Seja A a subcategoria (plena) de Gr f constituida pelos grafos dirigidos simétricos (i.e., os grafos

(X, Kx) tais que, se (x,y) € Kx, também (y,x) € Kx). Mostre que A é uma subcategoria
simultaneamente reflectiva e co-reflectiva de Grf.

Se G é um grupo abeliano, chama-se torsao de G ao subgrupo de G
Tor(G) ={g € G|g tem ordem finita}.

Um grupo abeliano G diz-se grupo de torsdo se G = Tor(G) e grupo sem torsdo se Tor(G) =
{0}.
Sejam A e B as subcategorias (plenas) de Ab dos grupos abelianos de torsao e dos grupos
abelianos sem torsao. Mostre que:

(a) A é uma subcategoria co-reflectiva de Ab;

(b) B é uma subcategoria reflectiva de Ab.

Seja B uma categoria com dois objectos A, B e que, além das identidades, tem morfismos
f:A—>Beg:B—Ataisqueg-f=14¢e f-g=1p. Prove que a subcategoria A de B com

objectos A e B e morfismos 14,1p, f é reflectiva mas o functor reflector R : B — A, quando
restrito a A, ndo pode ser a identidade.

33



2011/2012

15 Adjuncoes versus equivaléncia de categorias

15.1 Definigao.

Duas categorias A e B dizem-se equivalentes se existirem functores FF : A - Be G : B — Ae
isomorfismos naturais o : 14 - Go Fe f: 13 — FoQ.
Diz-se entao que F' (e entdao também G) é uma equivaléncia de categorias.

15.2 Exemplos.

1. Sejam A uma categoria com um unico objecto, A, e um unico morfismo, 14, e B uma categoria
com dois objectos, B e Bs, e com dois morfismos nao triviais, f : By — Bs e g : Bs — By,
tais que go f = 1p, e fog = 1p,. Entao as categorias A e B sao equivalentes.

2. Os functores F' e G dados em seguida definem uma equivaléncia entre a categoria Pfn e a

categoria PConj dos conjuntos pontuados:

F:PConj — Pfn e G:Pfn — "PConj
(X,20) — X\ {zo} X — (XU {oo},0)
[ — Ff g — Gy

onde, para f € PConj((X,x0),(Y,y0)), DDpy = X \ fY(yo) e Ff(z) = f(x) para todo o
x € DDpy, e, para g € Pfn(X,Y), Gg(x) = g(x) se v € DDy e Gg(x) = oo se x & DDy.

15.3 Teorema.

Seja G : A — B um functor. As seguintes afirmac8es sdo equivalentes:
(i) G é fiel e pleno e tem adjunto esquerdo fiel e pleno;
(i) G é uma equivaléncia de categorias;

(iii) G é fiel e pleno, e cada objecto B de B é isomorfo a um objecto da forma G A para algum A € Ob.A.

15.4 Corolario.

Seja F' : A — B uma equivaléncia de categorias. Ent3o, se A for (finitamente) completa, também B

serd (finitamente) completa.

16 Categorias cartesianas fechadas

Para cada conjunto A, o functor F': — x A : Conj — Conj tem adjunto direito, G = Conj(A, —) :
Conj — Conj, sendo a co-unidade da adjuncao dada pelas fungoes “avaliagao”
evp:Conj(A,B)x A — B
(f,a) — fla).

16.1 Definigao.

Diz-se que uma categoria C é cartesiana fechada se tiver produtos finitos e, para cada objecto A de
C, o functor — x A : C — C tiver adjunto direito.

Nesse caso, se G4 for o adjunto direito de — x A, a G4(B) chama-se objecto exponencial — ou
exponencial de B com expoente A —, e denota-se por B4 ou [A — B].
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16.2 Proposicao.
Uma categoria C é cartesiana fechada se e sé se os seguintes functores tém adjunto direito

C — 1, A:C — CxC e —xA:C — C (paracadaobjecto A de A).
Cc — (C,0)

16.3 Exercicios.

1. Seja C uma categoria cartesiana fechada com objecto inicial 0.

Prove que, se A é um objecto de C,

a) 0=0xA;

(

(b) se C(A,0) # 0, entao A = 0;
(c
(d

(e) Al A, A0=1¢e14 21,

)
)
) se 0 2 1, entdo a categoria C é degenerada, isto é, todos os objectos de C sao isomorfos;
) todo o morfismo 0 — A é um monomorfismo;

)

16.4 Exemplos.

1. As seguintes categorias sdo cartesianas fechadas:

(a) Cony; (b) Conj x Cony;
(¢) Conj | Cony; (d) Conj | I, para qualquer conjunto I;
(e) Cat; (f) Grf.

2. As seguintes categorias nao sdo cartesianas fechadas: SGrp, Vecg, Mon, Grp, Ab, T op.

16.5 Exercicios.

1. Mostre que a categoria dos conjuntos finitos e aplicacoes é cartesiana fechada.
2. Um conjunto parcialmente ordenado (X, <) diz-se uma algebra de Boole se:

e tiver infimos e supremos finitos,
e A for distributiva em relagao a Vv

(isto é: (Vz,y,z€ X) zA(yVz)=(xAy)V(xAz)) e
e todo o elemento x de X tiver complemento —x em X

(istoé: xA-z=0exV-x=1).
Mostre que, se (X, <) é uma &lgebra de Boole, entao a categoria C(x,<) € cartesiana fechada.

3. Se (X, <) é uma cadeia com elemento mdximo 1, entdao C(x <) ¢ uma categoria cartesiana

fechada, sendo

p'_{l sep<q
q" =
qg seq<np.

4. Mostre que, se C é uma categoria cartesiana fechada e A e B s@o objectos de C, existe uma
bijeccao entre os conjuntos C(A, B) e C(1, B4).

(Aos elementos de C(1, X) chama-se pontos de X.)
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17 Topos

17.1 Definigao.

Se C é uma categoria com objecto terminal 1, chamamos classificador de subobjectos de C a um par
(Q,T:1—Q), onde Q é um objecto de C e T : 1 — Q é um morfismo de C, tal que:

Para cada monomorfismo f: A — B, existe um e um s6é morfismo xs : B —  tal que o
diagrama seguinte

J.pB

A
n
1— -0

é um produto fibrado.

(A xs é usual chamar morfismo caracteristico — ou caracter — de f.)

17.2 Exercicios.

1. Mostre que um classificador de subobjectos, se existir, é tinico a menos de isomorfismo.

2. Prove que, se a categoria C tem classificador de subobjectos e f: A - Ceg: B — C séo
monomorfismos em C, entao: =9 & Xx5r=Xqg

17.3 Definigao.

Uma categoria C diz-se um topos (elementar) se
(a) C é finitamente completa;
(b) C é finitamente cocompleta,
(c) C é cartesiana fechada,

(d) C tem classificador de subobjectos.

17.4 Observagao.

Na definigao anterior a condigao (b) é consequéncia de (a), (c) e (d).

17.5 Exemplos.

1. Cony.

2. A categoria dos conjuntos finitos e aplicagoes.
3. Conj x Conj.

4. Conj | Conj.

5. Conj | I, qualquer que seja o conjunto I.

6. A categoria M-Conj das acgoes de um mondide M sobre conjuntos e fungoes equivariantes.
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17.6 Proposicao.

Seja C um topos.

1. Todo o monomorfismo em C é um igualizador.

2. Em C, um morfismo é um isomorfismo se e sé se € monomorfismo e epimorfismo.

17.7 Teorema.

Num topos todo o morfismo tem uma factorizagdo (epi,mono) essencialmente Unica; isto &,

1. para cada morfismo f : X — Y existem um epimorfismo ¢ : X — M e um monomorfismo
m: M — Y taisque f =moe;

2. se f = moe = m'oe/, com m, m’ monomorfismos e e, ¢’ epimorfismos, entio existe um isomorfismo
h:M — M talquem’och=mehoe=2¢.

17.8 Observagao.

Na prova deste teorema usamos o seguinte Teorema, que nao provaremos neste curso:

Teorema. Se C é um topos e A é um objecto de C, entdo C | A é um topos.

17.9 Corolario.

Num topos todo o epimorfismo é um co-igualizador.

17.10 Exercicio.

Mostre que, num topos, se no diagrama comutativo seguinte e é um epimorfismo e m é um monomor-

U Vv
X Y

entdo existe um tnico morfismo d: V — X tal que mod=v e doe = u.

fismo,

e
>

m
—_—

17.11 Proposigao.

Em todo o topos ndo degenerado (isto é, com 0 2% 1), com classificador de subobjectos (T : 1 — ), o
objecto {2 tem pelo menos dois pontos:

e o0 morfismo “verdade” T :1 — €,

e o morfismo “falsidade” 1 :1 — €, que é o morfismo caracteristico do monomorfismo 0 — 1.

17.12 Exercicio.

Seja C um topos. Os pontos de 2 chamam-se valores de verdade do topos C.
Indique os valores de verdade dos seguintes topos:

1. Conj x Conj;

2. Conj | Cony;

w

. Conj | I (onde I é um conjunto);

e

. M-Conj.
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17.13 Definicao.
Um objecto de nlimeros naturais num topos ¢ um diagrama
1—2>N—"2sN
tal que, para qualquer outro diagrama do mesmo tipo
11— XXX
existe um unico morfismo f: N — X tal que o seguinte diagrama
1—>N-—2sN
Nl
X —=X
comuta.
17.14 Proposigao.
Se

12> NS5 N
€ um objecto de nimeros naturais num topos, ent3o:

1. 1—2> N<2—N é um diagrama de coproduto.

2. N:SZN*> 1 é um diagrama de co-igualizador.
1n

17.15 Teorema.

As propriedades 1. e 2. da Proposicdo anterior caracterizam o objecto de nlimeros naturais num topos.

17.16 Teorema.

Se existir num topos um objecto X tal que X = X []1, entdo existe objecto de nlimeros naturais.

17.17 Exercicios.

Verifique se existem objectos de niimeros naturais nos topos estudados anteriormente.

18 Categorias Abelianas

18.1 Definigoes.

Seja C uma categoria com objecto zero. Para cada par de objectos A e B de C, chama-se morfismo
zero, de A em B, ao morfismo A —— 0 —— B . Definimos nicleo do morfismo f : A — B como
o igualizador de f e do morfismo zero; designamo-lo por kerf. De modo dual define-se conlicleo.

18.2 Exemplos

1. Na categoria Conj, dos conjuntos pontuados, e na categoria Ab dos grupos abelianos, todo o
monomorfismo é um nicleo. Em Conj, nem todo o epimorfismo é um contcleo.

2. Na categoria T op, dos espacos topoldgicos pontuados, e na categoria Grp dos grupos, nem
todo o monomorfismo é um nrcleo.
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18.3 Observagao.

Suponhamos que a categoria C tem objecto zero, nicleos e contcleos. Para cada objecto C' de C
consideramos

PY = {f|codf = C}/ ~ e Qc = {f|domf = C}/ ~,
onde as relagoes de equivaléncia ~ sao definidas por f ~gseesése f <geg< f,earelacao de
pré-ordem < é a seguinte: dados f, g, ambos com codominio C, ou ambos com dominio C, f < g
se f se factoriza através de g. Entdo (P, <) e (Qc¢, <) sdo parcialmente ordenados (podendo ser
classes proprias), e as fungoes u +— keru e f +— cokerf definem functores adjuntos

c coker op
Q T Py
ker

(omitiremos a referéncia a classes de equivaléncia desde que isso seja claro do contexto). Isto é,

f <keru <= wu < cokerf.

18.4 Exercicio.

Prove que, para todo o u € Q¢ e todo o f € Pg,
ker(coker(keru)) = keru e coker(ker(cokerf)) = cokerf.

Conclua que todo o nicleo é nticleo do seu conticleo e todo o contcleo é conticleo do seu nicleo.

18.5 Proposicao.

Se C tem objecto zero, nicleos e conlicleos, entdo todo o morfismo f : A — B se factoriza através de
m := ker(cokerf); isto é, existe ¢ tal que f = m o q. Esta factorizagdo tem a seguinte propriedade: se
f =m'oq’, com m’ niicleo, ent3o existe um tinico morfismo ¢ que torna o diagrama seguinte comutativo:

q
—

q/l t . im:ker(cokerf)
v

s S
m/

Se, além disso, C tiver igualizadores e todo o monomorfismo em C for um niicleo, entdo g é um epimor-
fismo.
18.6 Definicao.

Uma categoria C diz-se enriquecida em Ab (ou Ab-categoria) se todo o conjunto de morfismos C(A, B)
tiver uma estrutura de grupo abeliano compativel com a lei de composicao, isto é, tal que a com-
posicao de morfismos é bilinear:

(Vf.f"€C(A,B)) (V9,9 €C(B,C)) (g+g)o(f+[)=(g0f)+(gof)+ (g 0f)+ (g o f)

18.7 Exercicio.

Prove que, se C' é um objecto numa Ab-categoria, entdo as seguintes condigoes sdo equivalentes:
(i) C é inicial;
(ii) C é terminal;
(iii) 1¢ é o morfismo zero;
)

(iv) C(C,C) é o grupo trivial.
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18.8 Definigao.
Um diagrama de biproduto dos objectos A, B da categoria Ab-enriquecida C é um diagrama da forma

A p1 C p2 B (1)

il i2

tal que pyoi; =14, proia=1geijop; +izopy =1c.

18.9 Exercicio.

Prove que, se o diagrama (1) é um biproduto, entao p; oia = 0 e py 0i; = 0.

18.10 Teorema.

Numa Ab-categoria dois objectos tém produto se e sé se tém biproduto. Em particular, dado o

diagrama de biproduto (1), A2 c-2.B ¢o produto de A e B, enquanto que, dualmente,

A—2~C0<2_B éum coproduto. Em particular, existe o produto de A e B se e s se existe o seu
coproduto.

18.11 Definigao.

Uma Ab-categoria diz-se aditiva se tiver objecto zero e biprodutos.

18.12 Definigao.

Numa categoria aditiva podemos definir um functor (produto tensorial):

CxC C

(A, B)—>A® B

(f,g)l J{fﬁBg

(A", B)—— A' & B’

onde A @ B é o (objecto do) biproduto de A e B, e f @ g pode ser definido como f x g ou f + g, &
custa da propriedade universal de A & B como produto e coproduto de A e B, respectivamente.

18.13 Exercicio.

Prove que f x g = f + g, na defini¢ao dada acima.

18.14 Proposigao.

Se f, f': A — B s3o morfismos numa categoria aditiva C, ent3o:

Al gy =42 a4l Bep Yo By,

onde Ay : A— Ax Aéomorfismo (14,14) e Vp: B+ B — B é o morfismo [15,15]: B+ B — B.

18.15 Exercicio.

Demonstre a Proposicao anterior.
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18.16 Definicao.

Um functor T' : A — B, entre duas categorias enriquecidas em Ab, diz-se um functor aditivo se
preservar a soma de morfismos, isto é, para f, f': A— Bem A, T(f+ ) =T(f)+T(f).

18.17 Proposigao.

Se A e B forem categorias aditivas, entdo um functor 7' : A — B ¢ aditivo se e sé se preserva biprodutos.

18.18 Definigao.

Uma Ab-categoria diz-se abeliana se:
(1) tiver objecto zero;

(2) tiver biprodutos;

(3) tiver nicleos e contcleos;

(4) todo o monomorfismo for o nicleo e todo o epimorfismo for um conrcleo.

18.19 Observacoes.

(a) Atendendo ao Exercicio 18.7, em (1) basta exigir a existéncia de objecto terminal.
(b) Atendendo ao Teorema 18.10, em (2) basta exigir a existéncia de produtos, ou de coprodutos.

(c¢) O conceito de categoria abeliana é auto-dual; isto é, uma categoria C é abeliana se e s se CP
o é.

(d) Se substituirmos (2) por
(2’) tiver produtos e coprodutos bindrios;

nao precisamos de impor & partida que a categoria seja Ab-enriquecida. Pode definir-se a adigao
de morfismos como indicado na Proposicao 18.14 [prova nao trivial, que omitiremos neste curso|.

18.20 Lema.

Toda a categoria abeliana é finitamente completa.

18.21 Exercicio.

Prove que, se A é uma categoria pequena e C uma categoria abeliana, entao a categoria Fun(.A4,C)
¢é abeliana.

18.22 Proposicao.

Se C é uma categoria abeliana, entdo todo o morfismo f tem uma factorizagdo f = moe, com m
monomorfismo e e epimorfismo, sendo m = ker(cokerf) e e = coker(kerf). Além disso, se g =m/ o€’
é uma factorizacdo do mesmo tipo e o diagrama

hiflk

-
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comuta, entdo existe um tnico morfismo ¢ que torna o diagrama seguinte comutativo:

Designamos esta factorizagao de f, que é Unica a menos de isomorfismo, por f = imf o coimf,
sendo m = ker(cokerf) = imf e e = coker(kerf) = coimf.

18.23 Definicgao.

, f g . . ~ .
Um par componivel de morfismos —— B —— diz-se exacto em B se imf = kerg, ou, equivalen-

temente, coker f = coimg.

18.24 Exercicio.

Prove que 0 at.p g C 0 éexactoem A, Be C seesdse f=kergeg=cokerf.
18.25 Definigoes.
1. Um diagrama 0 A ! B—1-C 0 diz-se uma sucessdo exacta curta se for exacto

em A, Be C;isto é, f =kerg e g = cokerf.
f

. g . ~ . .
2. Diz-se que 0 A B C é uma sucessdo exacta curta a esquerda se f = kerg, isto

é, se for exacta em A e B.

. f g . ~ N .
3. Diz-se que A B C 0 ¢é uma sucess3o exacta curta a direita se g = cokerf, isto
é, se for exacta em B e C.

18.26 Definicgao.
Um functor T' : A — B entre duas categorias abelianas diz-se exacto se preservar limites finitos e
colimites finitos. Diz-se exacto a esquerda se preservar limites finitos.
18.27 Teorema.
As seguintes condicdes sdo equivalentes, para um functor T : A — B entre categorias abelianas:
(i) T é exacto;
(i) T é aditivo e preserva niicleos e conticleos;

(iii) T é aditivo e preserva sucessdes exactas curtas a esquerda e a direita.

18.28 Definigao.

Numa categoria abeliana C, um complexo (em cadeia) é uma sucessao de morfismos componiveis

On+1 0,
)

C:(H n+14>cn4n>cn—14>"'
Define-se a homologia do complexo C' por:
H,(C) = ker(0y,)/im0p+1.

(Nao vamos estudar homologia aqui; fica apenas a nota de que é possivel estudar homologia em

categorias abelianas em geral.)
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18.29 Short Five Lemma: O Lema dos Cinco para Sucessoes Exactas Curtas.

Num diagrama comutativo numa categoria abeliana

onde as linhas s3o sucessdes exactas,

(1) se f e h sdo monomorfismos, entdo g é um monomorfismo;

(2) dualmente, se f e h sdo epimorfismos, entdo g é um epimorfismo;

(3) logo, se f e h sdo isomorfismos, entdo g é um isomorfismo.

18.30 Proposigao.

Numa categoria abeliana, consideremos um diagrama de produto fibrado:

f/

— =

D
g’i 9
A f

‘. B

1. Se f for um epimorfismo, entdo também f’ é um epimorfismo.

2. Além disso, kerf = ¢’ - ker f’.
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