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Sumarios Alargados
CAPITULO I: FUNDAMENTOS — O RIGOR E A DEMONSTRACAO EM ANALISE!

1. Conjuntos e funcdes.

1.1. Definicdo. Um conjunto A é uma colecgao de objectos, a que chamamos elementos de A. Se
2 é um elemento de A, dizemos que x pertence a A e escrevemos x € A.

1.2. Definicdo. Dizemos que um conjunto A € parte de B, ou que A estd contido em B, se todo
o elemento de A pertencer a B; isto é,
Ve € A = x € B.

Escreve-se entdo A C B.
Dois conjuntos A e B sao iguais se e s se tiverem exactamente os mesmos elementos; logo

A=B & ACBeBCA.

Se A C B mas A # B (isto é, se existe um elemento = de B que nao pertence a A), dizemos que A
estd estritamente contido em B, ou que A € uma parte prépria de B e escrevemos A C B.

Por exemplo,
NcZcaQ;

e para todo o conjunto A, § C A.

1.3. Definicdo. Dado um conjunto X, designa-se por P(X) o conjunto das partes de X:
P(X)={4; AC X}.
1.4. Exemplos.
1. Note-se que se tem sempre § € P(X) e X € P(X).
2. P(0) = {0}.
3. Se X ={1,2,3}, entao P(X) tem 8 elementos:
P(X) =A{0,{1},{2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}.

!Para os temas
e O papel do rigor em Matematica
e O papel das demonstragées em Matemética
e Quantificadores
e Como demonstrar e como usar assergoes contendo quantificadores e operadores 16gicos

recomenda-se a leitura dos Capitulos 0 e 1 do livro de J. Lewin/M. Lewin, An Introduction to Mathematical Analysis.
2Recomenda-se a leitura do Capitulo 1 do livro de Elon Lages Lima, Curso de Anilise, vol. 1.
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1.5. Defini¢cdes. Dados dois subconjuntos A ¢ B de um conjunto X, a sua reunido é o conjunto
AUB={r € X;z € Aouz € B}

a sua interseccdo é o conjunto
ANB={rxeX;x€Aex € B}.

Se AN B = (), dizemos que A e B sao conjuntos disjuntos.

1.6. Propriedades da reunido e da interseccdao. Se A, B, A’, B’ sao subconjuntos de um conjunto

X, entao:
ACAUB ANBCA
AUd=A AND=10
AUA=A ANA=A
AUB=BUA ANB=BnNA
(AUB)UC =AU (BUCQ) (ANB)NC=ANn(BNCQC)
AUB=A & BCA ANB=A & ACB
ACBeACB = AUA CBUB ACBeACB = AnA CBNnHB
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO).

1.7. Exercicio. Demonstre as propriedades enunciadas.

1.8. Definicdo. Dados subconjuntos A e B de um conjunto X, a diferenca entre A ¢ B é o
conjunto

A-B={z;xcAex ¢ B}.

Chamamos complementar de A ao conjunto X — A, que também designamos por X \ A ou A°.

1.9. Propriedades do complementar. Se A e B sao subconjuntos de X, entao:

A=) = A=X A=X & A=
(4)° = A
(AUB)¢ = AN B° (AN B)¢ = A°U B°

1.10. Definicdo. Dados conjuntos A e B, podemos formar o conjunto
Ax B={(a,b);a€ Aebec B}.

A Ax B chama-se produto cartesiano de A e B; cada elemento (a, b) de Ax B chama-se par ordenado,
sendo a a primeira coordenada e b a seqgunda coordenada.
Note-se que (a,b) = (a’,b') seesésea=d eb=1V.

1.11. Observacdo. Se A= 0 ou B=10, entao A x B = ().
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1.12. Definigdo. Uma funcao f: A — B é constituida por:
— um conjunto A, a que se chama dominio de f, e que se designa habitualmente por Dy,
— um conjunto B, a que se chama conjunto de chegada de f, e

— uma lei de correspondéncia, que permite associar a cada elemento z de A um (tinico) elemento
f(x) de B; a f(x) chama-se o valor de f em x.

Duas fungées f: A— Beg:C — D sao iguaisse A=C, B=D e

Ve € A f(x) = g(x).

1.13. Definicao. O grdfico de uma fungao f: A — B é o subconjunto do produto cartesiano de
AeB

G(f) ={(a,b) € Ax B; b= f(a)},
que também se costuma designar por I'(f).
1.14. Definigdes. Uma funcgio f: A — B diz-se:

— injectiva se

Vee AVa € A f(z) = f(2') = z=1;
isto é, a elementos diferentes f atribui valores diferentes;

— sobrejectiva se

YyeB dx e A : f(x)=uy;
— bijectiva se for simultaneamente injectiva e sobrejectiva; isto €,

VyeB Iz cA . flx)=uy.

1.15. Definicdes. Dada uma funcao f : A — B, para cada subconjunto X de A podemos consi-
derar o seguinte subconjunto de B

f(X)={f(2); z € X},
e para cada subconjunto de B podemos considerar o subconjunto de A
JHY)={z e A; f(z) eV}
Estas correspondéncias definem duas fungoes entre os conjuntos de partes de A e de B:

fC):PA) — PB) ef():P(B) — P4
X — f(X) Y —  fUY).

A f( ) chamamos fun¢do imagem directa de f e a f~1( ) chamamos fun¢do imagem inversa de f.
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1.16. Propriedades das fun¢des imagem directa e imagem inversa. Se f: A — B ¢ uma fungao
e X, X' sao subconjuntos de A e Y, Y’ sdo subconjuntos de B, entao:

f(0)=10 fH0) =0

f(A)CB [7i(B) =4

XCX = f(X)Cf(X) Yov = fY)cfi(y)

FIXUX') = f(X)U f(X') Yoy =) u i)

F(XNX')CFX)NFX) Y nY) = Y)n fH(Y)
7Y =(Hy))e

1.17. Definicdo. Se f: A — B e g: C — D sdo fungoes com B = C (isto é, o dominio de g
coincide com o conjunto de chegada de f), define-se a fun¢do composi¢ao

gof:A — D
z = (g0 f)(z):= g(f(2)).

1.18. Proposicao. A composi¢io de duas fungoes injectivas (respectivamente sobrejectivas; bijec-
tivas) é uma funcgao injectiva (respectivamente sobrejectiva; bijectiva,).

1.19. Proposicdo. A atribuicio das imagens directas e das imagens inversas preserva a com-
posi¢do de fungoes; isto €, se f: A — B eg: B — C, entdo a funcao imagem directa de g o f
€ a composicao das funcoes imagem directa de f e de g, e analogamente para as funcoes imagem

muersa:

(gof)()=g( )of() e (o)) =f"()og ()

1.20. Observacdo. Toda a funcao f: A — B se pode escrever como:

— composi¢ao de uma fungao injectiva com uma sobrejectiva: f =if4)oh, onde h: A — f (A)
é definida por h(z) := f(z), e iya) : f(A) — B é a inclusdo.

— composi¢ao de uma funcao sobrejectiva com uma injectiva: f = mog, comg: A — A X B,
g(x) = (z, f(z)) e 1y : A x B — B a segunda projeccao.

1.21. Definicoes.

1. Chama-se restrigao de f : A — B a X C A a fungao g : X — B com g(z) = f(x) para todo o
z € X. Denota-se por vezes por f|x.

2.5 f:A—-Beg: X —>BcomXCAe
Ve e X f(x)=g(x),

diz-se que f € uma extensdo de g.

1.22. Observacdo. Note-se que a restricaio de uma funcao a um subconjunto dado é tnica, en-
quanto que cada funcao tem em geral diversas extensoes a todo o conjunto que contém o dominio.
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1.23. Definigdes. Sejam f: A — Be g: B— A duas fungoes.
1. A fungao g diz-se inversa a esquerda de f se go f =id4.
2. g diz-se inversa a direita de f se fog=idp.

3. A funcéo g diz-se inversa de f se go f =ida e f o g =idp.

1.24. Proposicdo. Seja f: A — B uma fungdo.
1. Se A#0, entdo [ tem inversa a esquerda se e s6 se € injectiva.
2. A funcdo f tem inversa a direita se e sé se é sobrejectiva.

3. f tem funcao inversa se e sé se € bijectiva. Nesse caso a inversa de f € unica.

1.25. Definigdo. Dados conjuntos L e X, uma familia de elementos de X indexada por L é uma
funcao
rz:L — X
ATy,

que habitualmente designamos por (x))er-

1.26. Exemplos.

1. Familias definidas por L = {1,2} nao sao mais do que pares ordenados. Podemos pois identi-
ficar X x X com o conjunto das familias de elementos de X indexadas por {1,2}.

2. Se L ={1,2,--+,n}, uma familia L — X diz-se um n-uplo de elementos de X, e denota-se por

(f]}'l,.TQ, T 7:1771)-

3. Para o caso de L ser infinito, obtemos como caso particular importante L = IN, sendo entéao
uma familia no conjunto X exactamente uma sucessdo em X.

1.27. Definigbes. Dada uma familia (A))xer de subconjuntos de X (isto é, uma fungao a : L —
P(X) com a(A) = Ay), podemos definir a sua reunido

U Ay:={zeX;3I el : ze€ A},
AEL

e a sua intersec¢ao

(] Av={ze€X;VAEL z€A,l}.
AeL

1.28. Exercicio. Enuncie e demonstre as propriedades da reuniao e interseccao de familias tendo
por base as propriedades enunciadas em 1.6.

1.29. Definicdo. Dada uma familia (A))xer de conjuntos, definimos o seu produto cartesiano

H Ay = {(a,\)AeL; VAe L aye€ A)\},
AEL

onde cada (ay)xer é uma familia; isto é,

HA)\::{a:L—> UAA;aéumafungéoeV)\eL a(\) € Ay}
AeL AEL
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2. Relacoes de ordem

2.1. Definigdo. Dados conjuntos A e B, uma relagio bindria de A em B é um subconjunto de
A x B. Dada uma relagao p C A x B, escrevemos indiferentemente (x,y) € p ou zpy.

Se A = B, dizemos apenas que p é uma rela¢ao bindria em A. Isto é, uma relagdo binaria em A
é um subconjunto de A x A.

2.2. Exemplo. Se f: A — B éuma fungao, entao o grafico de f (definido em 1.13.) é uma relacao
binaria de A em B.

2.3. Defini¢cdes. Se p é uma relacao bindria num conjunto A, diz-se que:

1. p é reflexiva se
Ve A zpzx;

2. p é simétrica se

Ve,y € A zpy = ypx;

3. p é anti-simétrica se

Ve,y € A xpyeypr = =1y,

4. p é transitiva se

Vr,y,z € A xpy e ypz = xpz.

2.4. Definicdo. Uma relagao bindria que seja simultaneamente reflexiva, simétrica e transitiva
diz-se uma relacdo de equivaléncia. Dados uma relacdo de equivaléncia p em A e um elemento x de
A, chama-se classe de equivaléncia de x, relativamente a p, ao conjunto

{2’ € A; zpa'}.

2.5. Definigoes.

1. Uma relagao de ordem (ou relagao de ordem parcial) é uma relacao reflexiva, anti-simétrica e
transitiva. Se p é uma relagdo de ordem parcial no conjunto A, ao par (A4, p) chama-se conjunto
parcialmente ordenado.

2. Uma relagao de ordem p em A diz-se total se
Ve,y e A xpy ou ypx.
O par (A4, p) diz-se entdao um conjunto totalmente ordenado ou cadeia.
2.6. Exemplos.
1. Em Q) {0}, a relagao definida por
zpy se zy >0

é uma relacao de equivaléncia.
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2.

2.7.

Em Q, a relacdo definida por
zpy se [z] = [y],

onde [a] é o maior inteiro menor ou igual a a, é uma relagao de equivaléncia.

. O par (N, <) é um conjunto totalmente ordenado, isto é, a relacao < é uma relacao de ordem

total em IN.

. De modo anélogo, (Q, <) é um conjunto totalmente ordenado.

. Para todo o conjunto X, a relacao de inclusao C é uma relacao de ordem parcial no conjunto

P(X). Note-se que (P(X), <) nao é em geral totalmente ordenado.

. A relacao

xzpy se x divide y

é uma relacao de ordem parcial em IN.

Defini¢des. Sejam (A, <) um conjunto parcialmente ordenado, X um subconjunto de A e a

um elemento de A. Diz-se que:

1.

2.

3.

a ¢ minorante de X se
Ve X a<uz.

a é elemento minimo de X se a for minorante de X e pertencer a X.

a é infimo de X se a for minorante de X e

Vo' e A(Vx e X d' <z) = d <a).

De modo andlogo, diz-se que:

1.

2.

3.

2.8.

a é majorante de X se
Vee X z<a.

a é elemento mdzrimo de X se a for majorante de X e pertencer a X.
a é supremo de X se a for majorante de X e

Vo' e A(Vze X x<d) = a<d).

Proposicao. Sejam (A, <) um conjunto parcialmente ordenado, X um subconjunto de A e a

um elemento de A.

1.

2.

2.9.

Quando existe, o minimo (respectivamente infimo; maximo; supremo) de X ¢é unico.

Se a é elemento minimo (respectivamente mdzimo) de X, entdo a é infimo (respectivamente
supremo) de X.

Quando existe, o infimo de X € o maior dos minorantes de X, enquanto que o supremo de X
€ o menor dos majorantes de X.

Definicdo. Um conjunto parcialmente ordenado (A, <) diz-se bem ordenado se todo o sub-

conjunto nao vazio de A tiver minimo.

O Principio da Boa Ordenagao dos nimeros naturais garante-nos que (IN, <) é bem ordenado.
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3. Conjuntos finitos e infinitos

3.1. Definicdo. Dois conjuntos A e B dizem-se numericamente equivalentes se existir uma bijeccao

A — B, e escreve-se A ~ B.

3.2. Definicdo. Diz-se que o conjunto A é numericamente inferior ou igual ao conjunto B, ou
que o cardinal de A € menor ou igual ao o cardinal de B se existir uma funcao injectiva de A em
B. Neste caso escreveremos A <! B.

3.3. Proposicdo. Se X,Y e Z sio conjuntos, entao:
(1) X <t X;
(2 X<'YeY <X = X~Y;
B) X<tyevy<tz = X<fZ

A propriedade (2) segue do seguinte resultado.

3.4. Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder. 3 Se existirem funcées injectivas f : A — B e
g: B — A, entdo existe uma bijeccio A — B.

3.5. Definigdes. Um conjunto A diz-se finito se for vazio ou for numericamente equivalente a
{1,2,---,n} para algum nuimero natural n. Diz-se entdo que A tem n elementos, ou que A tem
cardinal n.

Um conjunto diz-se infinito se nao for finito.

3.6. Definicdo. Um conjunto diz-se numerdvel se for finito ou numericamente equivalente a IN.

Caso contrario, diz-se ndo numerdvel.

3.7. Proposicio. Se X C IN, entio X € finito ou numericamente equivalente a IN. Logo, um
conjunto é numerdvel se e so se é numericamente equivalente a uma parte de IN.

3.8. Proposicdo. Seja f: X — Y uma fungao.
1. Se f for injectiva e Y for numerdvel, entdo X é numerdvel.

2. Se f for sobrejectiva e X for numerdvel, entdo Y é numerdvel.

3.9. Coroldrio.
1. O conjunto N x IN € numerdvel.
2. O produto cartesiano de dois conjuntos numerdveis é numerdvel.
3. Q € numerdvel.

4. A reuniao de uma familia numerdvel de conjuntos numerdveis é numerdvel.

3.10. Teorema. O cardinal de IN é menor ou igual ao cardinal de qualquer conjunto infinito.

3Pode consultar a demonstracio deste resultado no livro de P.R. Halmos, Naive Set Theory.
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3.11. Teorema de Cantor. Se X for um conjunto arbitrdrio e Y for um conjunto com pelo menos
dois elementos, entdo o cardinal de X € estritamente inferior ao do conjunto F(X;Y) das fungoes
de X em Y isto €, nao existe uma funcao sobrejectiva de X em F(X;Y).

3.12. Corolario. O produto cartesiano de uma familia indexada por IN de conjuntos infinitos nu-

merdveis nao € numerdvel.

3.13. Corolario. Todo o conjunto tem cardinal estritamente inferior ao cardinal do conjunto das
suas partes.

3.14. Corolario. O conjunto das partes de IN nao é numerdvel.

4. A recta real
4.1. Subconjuntos de IR. Seja X um subconjunto de IR.

1. X diz-se limitado superiormente se tiver um majorante em IR; isto é, se existir b € IR tal que,
para todoo x € X, z < b.

2. X diz-se limitado inferiormente se tiver minorante em IR;
3. X diz-se limitado se for limitado superior e inferiormente;
4. X diz-se um intervalo se tiver a seguinte propriedade:
Va,be X VcelR a<c<b = ce X.

Um intervalo X pode escrever-se numa das formas, com a,b € IR:

a,b) = {reR;a<z<0b} la,b] = {reR;a<z<0b}
[a,b] = {zreR;a<z<b} [a,+00] = {ze€R;a<zx}
la,4+0[ = {xr€eR;a<z} ] —o00,0] = {zeR;z<0b}
] —o00,b] {reR;z<b} | —o00,4x] = R

4.2. Algumas propriedades de IR.
Completude: Todo o subconjunto nao vazio de IR limitado superiormente tem supremo.

Propriedade Arquimediana: IN nao é limitado superiormente em IR.

4.3. Proposicdo. As sequintes condi¢oes equivalem-se:
(i) IN € ilimitado superiormente;
(ii) para cada par a,b de nimeros reais com a > 0, existe um nimero natural n tal que na > b;

(iii) para cada a > 0, existe n € N tal que 0 < % < a.
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4.4. Definicdes. Seja X um subconjunto de TR.

1. Um ponto = € X diz-se ponto interior de X se existir um intervalo aberto |a,b[ tal que
zr€la,b[C X.

2. Um numero real x diz-se ponto aderente de X se todo o intervalo aberto ao qual x pertenca
intersectar X.

3. O conjunto X diz-se aberto se todo o seu ponto for interior.

4. O conjunto X diz-se fechado se o seu complementar em IR for aberto.

45. Lema. Sejam X um subconjunto de X e x € IR.
1. x € ponto interior de X se existir ¢ > 0 tal que |zt —e,x +¢[C X.

2. x € ponto aderente de X se, para todo o e >0, |z —e,x+e[NX # (.

4.6. Exemplos. Todo o intervalo aberto (resp. fechado) é um subconjunto aberto (resp. fechado)
de IR. Para todo o z € IR, {z} é um subconjunto fechado de IR.

4.7. Lema. Os tnicos subconjuntos de R que sao simultaneamente fechados e abertos sio () e IR.

4.8. Proposicao. Um subconjunto X de IR € fechado se e sd se coincide com o conjunto dos seus
pontos aderentes.

4.9. Definicdo. Um subconjunto X de IR diz-se denso se o conjunto dos seus pontos aderentes for
R.

4.10. Proposicao. Q e IR\ Q sao subconjuntos densos de IR.

4.11. Definicdo. Um ponto z diz-se ponto de acumulagio de X C IR se todo o intervalo aberto
ao qual x pertenga intersecta X \ {z}.

4.12. Lema. Dados X CIR ez € IR, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) = € ponto de acumulagdo de X ;
(ii) para todo o e > 0, o conjunto X N|x —e,x + €[ contém algum ponto diferente de x;

(iii) para todo o € >0, o conjunto X N|x — e,x + €| € infinito.
4.13. Lema. Se A ¢ um subconjunto finito de IR, entdo A ndo tem pontos de acumulagdo.

4.14. Teorema de Bolzano-Weierstrass. Todo o subconjunto infinito limitado de IR tem algum
ponto de acumulacdo.
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CapiTuLo II: LIMITES

5. Limites de sucessoes

5.1. Definicdes. Uma sucessdo num conjunto X é uma funcao z : IN — X; é habitual designarem-

se as imagens da sucessao T por x, e a propria sucessao por (z,)neN Ou apenas por (x,).
Chama-se subsucessdo da sucessao x : N — X uma sucessao que se obtenha como composicao

de x com uma funcao ¢ : IN — IN tal que, para todo o par de nimeros naturais j, k, se j < k entao

©(7) < p(k).

De agora em diante vamos falar apenas de sucessoes de nimeros reais, isto €, de sucessoes em IR.

5.2. Definigdo. Uma sucessao (z,,) de ntimeros reais diz-se limitada superiormente (resp. limitada
inferiormente, limitada) se o conjunto das suas imagens {z,; n € IN} é um subconjunto limitado
superiormente (resp. limitado inferiormente, limitado) em IR.

5.3. Definigbes. Uma sucessio (z,) em IR diz-se:
1. crescente (ou estritamente crescente) se, para todo on € N, x,, < Xp41;
2. nao decrescente (ou crescente em sentido lato) se, para todo o n € N, x,, < @y y1;
3. decrescente (ou estritamente decrescente) se, para todo o n € IN, z,, > Xy41;
4. nao crescente (ou decrescente em sentido lato) se, para todo o n € IN, x,, > Xp41.

A sucessdo (x,,) diz-se mondtona se tiver uma das propriedades anteriores.

5.4. Definicdo. Diz-se que um nimero real a é limite da sucessao (xy,)neN S€
Ve>0 dJpeIN : Vne Nn>p = |z, —al <e.

Neste caso diz-se que (x,,) converge para a, e escreve-se lim x, = a ou x,, — a.
n—oo
Em geral, se (z,,) tiver algum limite em IR, diz-se que (z,,) é uma sucessio convergente.
Se uma sucessdo nao for convergente, diz-se divergente.

5.5. Teorema. Uma sucessio (zy)nen converge para a se e s se toda a sua subsucessio converge
para a.

5.6. Teorema: Unicidade do limite. Uma sucessao de numeros reais tem no mdzrimo um limite
em IR.

5.7. Proposicao. Toda a sucessao convergente € limitada.
5.8. Teorema. Toda a sucessdo mondtona e limitada € convergente.

5.9. Proposicao. Se (z,) é uma sucessao limitada e (y,) € uma sucessao que converge para 0,
entdo a sucessao (rnyn) converge para 0.

5.10. Lema. Se (zy,) é uma sucessio e a € R, entao lim x, = a se e sé se lim (x, —a) = 0.
n—oo n—oo
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5.11. Teorema. Se (zy) e (yn) sdo sucessoes convergentes, para a e b respectivamente, entdo:
(1) lim (zn +yn) = a+b;
(2) nh_{go(xn —Yn) =a—b;

(3) lim (zpyn) = ab;

n—oo

(4) seb#0, lim n_2

5.12. Teorema das sucessoes enquadradas. Se (z,), (yn) € (2,) sGo sucessoes tais que
VneN z, <y, < 2y,

e lim z, = lim z, = a, entdo lim y, = a.
n—oo n—oo n—oo

5.13. Proposicao. Se (z,) € uma sucessao que converge para a > 0, entao

peNVReEN n>p = z, >0.

5.14. Corolario. Se (z,) e (yn) sdo sucessoes convergentes e tais que T, < yn para todo on € IN,
entéo lim x, < lim y,. Em particular, se (x,) € uma sucessido convergente que sé toma valores
n—oo n—oo
iguais ou inferiores a um numero real a, entdo lim x, < a.
n—oo

5.15. Defini¢des. Seja (x,) uma sucessao divergente.
1. Diz-se que (xy,) tende para +oo (ou diverge para +00) se
Vir>0 dJpelN : VneIN n>p = z, >,

e escreve-se lim x, = +oo0.
n—oo

2. Diz-se que (z,,) tende para —oo (ou diverge para —oo) se
Vr>0 dpelN : VnelNn>p = x, < —r,

e escreve-se lim x, = —oo.
n—oo

3. Diz-se que (z,,) tende para oo (ou diverge para co) se a sucessao (|z,|)nen divergir para +oo;
isto é, se
Vr>0 3pelN : VneN n>p = |z,| >,

e escreve-se lim x, = oo.
n—oo

5.16. Teorema. Sejam (xy,) e (yn) sucessoes de nimeros reais.
(1) Se nlingo Tp = 400 e (yyn) € limitada inferiormente, entdo JHEO(:U” + yn) = +o0.

(2) Se lim z, = +00 e (yy) € limitada inferiormente por um nimero real ¢ > 0, entdo
n—oo

lim (2, yn) = +00.
n—oo

L , Lo 1 .
(3) Se (x,) ndo tiver nenhum termo igual a 0, entdo lim — =0 se e s6 se lim xz, = co.
n—oo :En n—oo
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5.17. Definicgdo. Um ntimero real a diz-se valor de aderéncia (ou ponto de acumulagdo) da
sucessao (zy) se
Ve>0VnelN ImelN : m>n exy €la—c,a+e].

5.18. Proposicdo. Se (z,) € uma sucessio e a € R, as sequintes condigoes equivalem-se:
(i) a € valor de aderéncia de (x,);

(ii) existe uma subsucessdo de (x,) que converge para a.
5.19. Proposicdo. Toda a sucessdao limitada tem um valor de aderéncia.

5.20. Teorema: Critério de convergéncia de Cauchy. Uma sucessio (x,) de nmimeros reais é
convergente se e s6 se

Ve>0 dpeN : VmnelN m>p e n>p = |z, —a,| <e.

5.21. Teorema. Seja X um subconjunto de IR. As sequintes condig¢oes sao equivalentes:
(i) X € fechado e limitado;
(ii) Todo o subconjunto infinito de X tem um ponto de acumulagio que pertence a X ;

(iii) Toda a sucessao com valores em X tem um valor de aderéncia que pertence a X.

6. Limites de funcdes

Ao longo deste paragrafo f : X — IR é uma fungéo cujo dominio X é um subconjunto de IR e @ é um

ponto de acumulagao de X. (De agora em diante denotaremos o conjunto de pontos de acumulagao
de X por X))

6.1. Definicdo. Se a € IR é um ponto de acumulacao de X, dizemos que o ntimero real L € o
limite de f(x) quando x tende para a, e escrevemos lim f(z) = L, se
r—a

Ve>030>0:VeeX0<|z—al|<d = |f(x)-L|<e.

6.2. Proposicao. Sejam f: X — R, Y C X, a um ponto de acumulagio de Y e lim f(x) = L.
r—a

A restricao de f a Y, g: Y — IR, com g(y) = f(y) para todo o y € Y, ainda tem limite L quando

y tende para a.

6.3. Teorema. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) O limite de f(x) quando x tende para a é L.

(ii) Qualquer que seja a sucessao (Tp)nen em X \ {a} com limite a, lim f(x,) = L.
n—oo

6.4. Teorema. Selim f(x)=1L; e lim f(z) = Lo, entdo Ly = Ls.

r—a
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6.5. Teorema. Se existe lim f(x), entao f € limitada numa vizinhanga de a; isto é,
r—a

JA>030>0 :VzeX 0<|z—al<d = |f(z)| < A.

6.6. Teorema. Sejam f,g,h: X — IR funcdes e a um ponto de acumulacdo de X. Se, para todo o
elemento x de X diferente de a, f(z) < g(z) < h(z) e lim f(x) = lim h(x) = L, entao lim g(x) = L.
r—a T—a r—a

6.7. Corolarios.

(1) Se lim f(x) = L > 0, entdo existe 6 > 0 tal que, sex € X e 0 < |x —a| <9, entdao f(x) > 0.

r—a

(2) Se f(x) < g(x) para todo o x € X \ {a}, %%f(m) =Le ilgag(x) =M, entdo L < M.

6.8. Teorema. Sejam X CIR,a€ X' e f,g: X - R. Selim f(zr)=L e %irrlllg(X) = M, entdo:

r—a

(1) im(f(z)£g(x)) =L+ M;

(2) lim(f(x)g(z)) = LM;
. . flx) L
(3) Se M # 0, entao a%lgzlzﬁ =

Além disso, se %12% f(z) =0 e g for uma funcao limitada, entdo %12% f(z)g(z) =0.

6.9. Teorema: Critério de Cauchy para fungées. Se X CIR, a € X' e f: X — IR, as sequintes
condicdes sao equivalentes:

(i) Eziste 11:11)1(11 f(x).

(i) Ve>030>0 : Vo,ye X 0< |z —a|<del0<|y—al|<d = |f(z)— fly)| <e.

6.10. Teorema. Sejam X,Y C R, f: X - R eg:Y — R tais que f(X) C Y, ea € X'.
Se lim f(z) =beY'NY e lin%)g(y) = g(b), entdo lim(go f)(x) = g(b).
r—a y— r—a

6.11. Definicdes.

1. Um ponto a de IR diz-se um ponto de acumulacdo a direita de um conjunto X se for ponto
de acumulacao do conjunto XN]a,+oo[. Analogamente, a diz-se um ponto de acumulagdo a
esquerda de X se for ponto de acumulagao de XN| — oo, a[. Denotamos o conjunto dos pontos
de acumulacao & direita (respectivamente & esquerda) de X por X/, (respectivamente por X" ).

2. Se a € X!, dizemos que o nimero real L ¢ o limite a direita de f(x) quando x tende para a,

e escrevemos lim f(x) = L, se
r—a

Ve>0 30>0:VzeXa<z<a+d = |[f(z)—L|<e.

Analogamente se define limite a esquerda de f(x) quando x tende para a, que se denota por

lim f(z).

r—a
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6.12. Teorema. Sejam X CR, f: X =R eac X\. SejaY = XN|a,+oo[ e g = fly. Entdo
lirn+ f(x) =L se e sése lim g(z)=L.

Tr—a Tr—a

6.13. Teorema. Sejam X CIR, f: X - R ea € X\, NX"_. Entdo lim f(z) = L se e s6 se
r—a
lim f(z)= lim f(z)=L.
+ T—a~

z—a
6.14. Definicbes. Uma fungao f: X — IR diz-se:
1. estritamente crescente se, para todo o par z,y € X, x < y implica f(z) < f(y);
2. crescente (em sentido lato) se, para todo o par x,y € X, x <y implica f(z) < f(y);
3. estritamente decrescente se, para todo o par z,y € X, z < y implica f(z) > f(y);
4. decrescente (em sentido lato) se, para todo o par z,y € X, x <y implica f(z) > f(y);

5. mondtona se verificar alguma das propriedades anteriores, isto é, se for crescente ou decrescente.

6.15. Teorema. Sejam X C IR, f : X — IR mondtona e limitada, a € X/ e b € X' . Entao
existem os limites laterais lim f(z) e lirlr} f(z).
r—a T—b"

6.16. Definicbes. Sejam f: X — IR, com X C IR ilimitado superiormente, e L € IR. Diz-se que
lim f(X)=Lse

Tr——400

Ve>0 dJA>0VeeX 2> A = |f(z)—L|<e.

Define-se de modo andlogo lim f(z) = L.

6.17. Teorema. Se X for ilimitado superiormente e f : X — IR for mondtona limitada, entdo
existe lim f(x).

2400
6.18. Definicbes. Dados X CIR, f: X — IR e a € X', diremos que ilg}b f(z) = +oo se
VA>030>0:VeeX 0<|z—a|<d = f(x)> A
De igual modo, diz-se que:
lim f(z) = —o0 se

VA>030>0:VzeX 0<|z—a|<d = f(x)<—-A
%iiraf(x):oose

VA>030>0:V2eX 0<|z—a|<d = |f(z)] > A.

De forma andloga, definem-se lim f(z) = 400, —00,00, lim f(z) = 400 (—00,00),
T—+00 T——00

lim, f(z) = 400 (=00,00) e lim f(x) = +00 (—00,00).
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6.19.

(1)
(2)

3)
(4)

Resultados que envolvem limites infinitos.
Se eziste lim f(x), este limite € unico, independentemente de ser real ou infinito.
r—a

Sef: X -, ac X, %iLI}Lf(a:):—l—oo,g:Y—dRéarestm'gdodef aY eacY’, entio
%in}lg(:v):ﬂ—oo.

Se lim f(z) = 400 (—00,0), entdo a fungao f nao € limitada.
r—a

Se f,g: X =R, ae X, f(x) < g(x) para todo o z € X e %m%tf(z:) = 400, entao
lim g(z) = 4o0.

r—a

Logo, se f,g: X - R, ac X/, %Hréf(x) =Le %urég(m) = +00, entao

I>0:VeeX 0<|z—al<d = f(z)<g(x).

As sequintes condi¢des sdo equivalentes:

(i) lim f(z)= +o0;

x——+00
(ii) para toda a sucessio (x,) em X \ {a}, se lim z, = a, entao lim f(z,) = +o0.
n—oo n—oo

Se %gr}lf(x) = 400 e
lim g(f(z)) = +00).

m g(y) = L (ou lim g¢g(y) = 4+o00), entao lim g(f(x)) = L (ou

li
Yy——+00 Yy——+00 r—a

Se f: X — R é mondtona e a € X! ebe X', entao existem (sendo possivelmente infinitos)
os limites laterais lim+ f(x) e hril f(x).
T—b"

Tr—a
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CapriTuLO III: CONTINUIDADE

7. Definicoes.
Uma fungao f: X — IR é continua em a € X se
Ve>030>0:VeeX |[z—a|<d = [f(x)— fla)] <e.

A fungao f: X — IR diz-se continua se for continua em todos os pontos de X.
Se f nao for continua em a, entao f diz-se descontinua em a e a diz-se um ponto de descon-
tinuidade de f. A funcdo f diz-se descontinua se for descontinua nalgum ponto do dominio.

7.1. Observagbes. Seja f: X — IR uma funcao.

1. Repare-se que, contrariamente & situacao do estudo do limite de f num ponto a, s6 faz sentido
falar de continuidade de f em a se a pertencer ao dominio de f.

2. Se a pertencer a X, mas nao for ponto de acumulacao de X, entdao f é continua em a.
3. Seae X NX' entdao f é continua em a se e 86 se existir o lim f(z) e for igual a f(a).
r—a
7.2. Proposicdo. Sejam f: X — IR uma fungdo, g : Y — IR a restricao de f a um subconjunto
YdeX eacY.
(1) Se f for continua em a, entdo g € continua em a.

(2) SeY =X NI, onde I é um intervalo aberto, entao f € continua em a desde que g o seja.

7.3. Proposicdo. Se f: X — IR € continua em a, entio f é limitada em X NI, onde I é um
intervalo aberto contendo a.

7.4. Teorema. Se f,g: X — R sdo continuas no ponto a € X, entdo as funcoes f +gq, f —g e

f X g sao continuas no ponto a. Se g(a) # 0, entdo também 5 € continua em a.

7.5. Exemplos.
1. Toda a funcao constante é continua.
2. A funcdo f: R — IR com f(x) = z é continua.
3. Pelo Teorema anterior, todo o polinémio

p:IR — R
r — px)=a,2" +ap_ 12"+ arr + ag

é continuo.

4. Ainda pelo Teorema anterior, toda a funcao racional

f: X — R
L )
)7

q(w

onde p e ¢ sao polinémios e X = {z € IR; q(x) # 0}, é uma fungao continua.
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7.6. Teorema. Sejam f: X — R ea € X. As sequintes condi¢oes equivalem-se:
(i) f € continua em a;

(ii) se (zp)neN € uma sucessao em X que converge para a, entdo lim f(x,) = f(a).
n—oo
7.7. Teorema. A composta de duas fungoes continuas é continua.

7.8. Definicoes. Seja a € X um ponto de descontinuidade da funcao f : X — IR; isto é,
>0:¥6>03TzxeX : |[z—al<d A |f(x)— fla)] >e.
Diz-se que f tem:
1. uma descontinuidade removivel em a se existir %15% f(x) e for um nimero real for diferente de
f(a).
2. um pdlo em a se %gr}l f(z) = oo (isto é, %13% |f(x)] = +00);
3. uma descontinuidade essencial em a se nao for removivel nem pdlo.

As descontinuidades essenciais dividem-se em dois tipos:

(a) descontinuidade essencial de 1* espécie, se existirem os limites laterais em a e forem

diferentes;

(b) descontinuidade essencial de 2* espécie, se nao existir o limite & esquerda de f em a, sendo
a um ponto de acumulacao a esquerda de X, ou se nao existir o limite a direita de f em

a, sendo a um ponto de acumulacao a direita de X.

7.9. Teorema. Se f: X — IR é mondtona e f for descontinua em a € X' N X', , entdo f tem

uma descontinuidade essencial de 1* espécie em a.
7.10. Teorema. Se f:X — IR é mondtona e f(X) é um intervalo, entao f € continua.

7.11. Lema. Se f:X — IR € continua em a, d € R e f(a) > d, entdo

0>0:VeeX |[z—al<d = f(x)>d

7.12. Teorema do Valor Intermédio. Seja f : [a,b] — IR uma func¢do continua. Se f(a) < d <
f(b), entao existe ¢ €a,b| tal que f(c) = d.

7.13. Observagdo. O resultado ainda ¢ vélido se se tiver f(a) > d > f(b). Resulta imediatamente
da aplicacao do Teorema & funcao continua —f : [a,b] — IR.)

7.14.  Corolarios.
(1) Se f:[a,b] = R € continua e f(a)f(b) <0, entdo eziste c €]a,b] tal que f(c) = 0.

(2) Sejam I um intervalo e f: I — IR continua. Se a,b €1 e f(a) < d < f(b), entdo existe c € 1
tal que f(c) =d.

(3) Se I é um intervalo e f: 1 — IR € continua, entao f(I) € um intervalo.
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7.15. Teorema. Seja f : I — IR continua e injectiva, definida num intervalo I. Entao f €
mondtona, com imagem J = f(I) um intervalo, e a sua fun¢do inversa g : J — IR é continua.

7.16. Teorema. Seja f : X — IR continua. Se X ¢é um subconjunto fechado e limitado de IR,
entao f(X) € também um subconjunto de IR fechado e limitado.

7.17. Teorema de Weierstrass. Se f : X — IR € continua e X € um subconjunto fechado e
limitado de IR, entdo f tem mdximo e minimo.

7.18. Observacdo. A hipétese de que X ¢ fechado e limitado é essencial no Teorema de Weier-
strass. De facto:

1. Se X nao for limitado, entao a fungao

¢ continua mas nao tem maximo, se X for ilimitado superiormente, ou nao tem minimo, se X
for ilimitado inferiormente.

2. Se X nao for fechado e a for um ponto aderente de X que nao pertence a X, entao a fungao

X — R
1

r—a

€T

é continua mas nao tem maximo, se a for um ponto de acumulacao a direita de X, ou nao tem
minimo, se a for um ponto de acumulacao a esquerda de X.

7.19. Teorema. Se f:X — R € continua e injectiva e X € fechado e limitado, entio f(X) =Y
€ fechado e limitado e a fun¢ao inversa g : Y — IR € continua.
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CapriTuLo IV: CALCULO DIFERENCIAL

8. Conceito de derivada

8.1. Definigoes.

1. Sejam f: X - IRea € XNX'. Dizse que f é derivdvel no ponto a se existir lim M,
z—a  x—aq

que se designa habitualmente por f’(a). Note-se que

fa) — 1 T =@ _ o flat ) = f(a)

r—a xr—a h—0 h

2. Para cada funcao f : X — IR, define-se a func¢ao derivada de f, que tem como dominio o
conjunto Y dos pontos de X N X’ onde f é diferencidvel:

Yy - R
xr — f’(x)zlimM.

Z—T zZ — X

8.2. Aproximacgdo linear da funcao f. Se f: X — IR € derivdvel em a € X N X', entdo, para
todo o x € X,

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + r(x)

com lim riz) = 0. Reciprocamente, se f(x) = f(a) + L(z — a) + s(z), para todo o v € X, com
—ax—a
lim @) =0, entao f é derivavel em a e f'(a) = L.

xﬁax—a

8.3. Método de Newton. Se f: X — IR for derivavel no seu dominio, com derivada limitada,
x1 € X e a sucessao definida por

TIn+1 = Tn — f’($ )
n

convergir para a € X, entao f(a) = 0.

8.4. Proposicdo. Se f: X — R € derivdvel em a, entio f é continua em a.

9. Regras de derivagao

9.1. Teorema: Derivacdo da soma, do produto e do quociente de funcbes. Sejam f,g: X — R

funcoes derivdveis em a € X N X'. Entao as fungoes f+gq, f—g, [ X g e g (se g(a) # 0) sao

diferencidveis em a, e
L (f+9)(a) = f(a) + 4'(a),
2. (f=9)(a) = f'(a) = ¢'(a),

3. (f x 9)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g/(a),
1Y ) Fad() ~ f(a)g'(a)
4'<g>”‘ G@?
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9.2. Coroldrio. Se f ¢ derivdvel em a e ¢ € R, entdo
L (cf)(a) =cf'(a),
1y f'(a)
2. <> a) =———+—5, se f(a 0.
7 (a) (Fa))? fla) #
9.3. Teorema: Derivada da fungcdo composta. Sejam f: X - R, g: Y — R com f(X) CY,
a€e XNX" eb= f(a) e YNY'. Se existirem f'(a) e ¢'(b), entao a fungio go f : X — IR € derivdvel
ema e

(g0 f)(a) =g'(f(a))f (a).

9.4. Coroldrio: Derivada da funcdo inversa. Seja f : X — IR uma fungdo que possui inversa
g:Y =f(X)—RR. Se f éderivdvel ema € XNX' eg € continua em b= f(a), entao g € derivdvel

em b se e sé se f'(a) # 0. Nesse caso, tem-se

g'(b) ! !

~ @) Fle)

9.5. Derivada da fun¢ao implicita. Suponhamos que queremos obter a derivada de uma funcao
f que nos é apresentada, nao na sua forma explicita, mas como solugao de uma equacao dada (em
f(x) e na varidvel z). Dizemos entdao que a equacdo define implicitamente a fun¢ao f.

A equagao estabelece uma igualdade entre funcoes (as definidas pelo primeiro e segundo membros
da equagao). Derivando essas fungoes, obtemos uma igualdade entre as suas derivadas, e que é uma
equacao que ja envolve a fungao derivada. A este processo chama-se derivacdo implicita da func¢ao
f.

Este cédlculo é por vezes muito util. Por exemplo, se quisermos calcular a derivada da funcao
f(z) = %, com « ntmero real nao nulo fixo, fazendo y = y(z) = f(x), se x # 0 a fungao é solucao
da equacao

Inly| = aln|z|.
Derivando implicitamente ¥, obtemos
/ 1 «

x _
Y—oa- o y’:ag:a—:axo‘ L
Yy x x x

E é 6bvio que esta férmula é também valida quando z =0 e a > 1.

10. Uso da derivada no estudo de maximos e minimos de funcoes

10.1. Definicdes. Seja f: X — R.
1. Se a € X N X!, definimos a derivada a direita da fungao f no ponto a como

fa) =t JE @ Sat )~ 1)

z—at r—a h—0+ h

b
quando este limite existir.

2. De igual modo, se a € X N X', definimos a derivada & esquerda de f em a por

' (a) = lim flz) = fla) _ . fla+h)—f(a)

r—a~ Tr—a h—0— h ’

quando este limite existir.
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10.2. Definigdes. Sejam f: X - Rea€ X.
1. Diz-se que f possui um mdzrimo local no ponto a se
>0 :VeeX z€la—d,a+d[= f(z) < f(a).

Se se tiver f(z) < f(a) para todo o elemento z, diferente de a, do intervalo |a —d, a4+ ¢[, diz-se
que f possui um mdzimo local estrito em a.

2. De modo andalogo definem-se minimo local e minimo local estrito.

10.3. Lema.
1. Se f é crescente e derivdvel em a, entao f'(a) > 0.
2. Se f é decrescente e derivdvel em a, entao f'(a) < 0.

10.4. Observagdo. Note-se que, de f’(a) > 0, nao se pode concluir que f é crescente. Por exemplo,

a funcao
h:IR — IR

r - f(w):{

2 in 1 T
rosing + 4§ sex #0,

0 se x =0,
tem derivada em 0, igual a %, mas nao é crescente em nenhum intervalo aberto contendo 0.
10.5. Teorema. Seja f: X — IR derivdvel a direita no ponto a € X N X'. Se f (a) > 0, entdo

30>0:VeeX a<zx<a+d = f(a) < f(x).

10.6. Coroldrio. Seae XNX, NX" e f:X — IR € derivivel em a e possui um mdzimo ou

minimo local em a, entao f'(a) = 0.

11.  Funcgodes derivdveis em intervalos

Ao longo deste pardgrafo I é um intervalo.

11.1. Definicdo. Se f: I — IR é derivavel em I e a sua fun¢ao derivada f': I — IR é continua, a
funcdo f diz-se de classe C' (ou continuamente derivdvel).

11.2. Observagdes.

1. Uma funcio pode ser derivével em todo o seu dominio e nio ser de classe C! (veja, por exemplo,
a funcdo h definida em 10.4.).

2. Se f : [a,b] — IR for de classe C!, o Teorema do Valor Intermédio aplicado & funcio f’ : [a,b] —
IR diz-nos que f’ toma todos os valores entre f’(a) e f’(b). O préximo resultado diz-nos que
esta afirmacao é valida mesmo quando f’ nao é continua.

11.3. Teorema de Darboux. Seja f : [a,b] — IR derivdvel em [a,b]. Se f'(a) < d < f'(b), entdo
eziste ¢ €]a, b| tal que f'(c) = d.
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11.4. Coroldrio. Se f:I — IR € derivdvel em I e f': I — IR € descontinua em ¢ € I, entdo essa
descontinuidade é essencial de sequnda espécie.

11.5. Teorema de Rolle. Seja f : [a,b] — R continua, com f(a) = f(b). Se f € derivdvel em
la,b[, entdo existe um ponto c € la,b[ tal que f'(c) = 0.

11.6. Teorema do Valor Médio de Lagrange. Seja f : [a,b] — IR uma fun¢ao continua. Se f é
f(b) — f(a)

derivdvel em |a,b|, existe ¢ €]a,b| tal que f'(c) = b
—a

11.7. Coroléarios do Teorema de Lagrange.

1. Se f:[a,b] — IR € continua e possui derivada nula em todos os pontos de |a,b[, entdo f € uma
funcao constante.

2. Se f,g : [a,b] — R sdo fungdes continuas, derivdveis em la,b[ e f'(x) = ¢'(z) para todo o
x €la,b[, entdo erxiste k € R tal que f(x) = g(x) + k para todo o = € [a,b].

3. Seja f : I — R derivdvel no intervalo aberto I. Se existir k € R tal que |f'(x)| < k para todo
o x € I, entao, quaisquer que sejam x,y € I, |f(z) — f(y)| < k|lz — y|.

4. Seja f : [a,b] — IR continua em [a,b] e derivdvel em |a,b[. Se lim+ f'(z) = L € R, entdo
existe f! (a), e € igual a L.

5. Seja f :]a,b[— IR continua em |a,b] e derivdvel em |a,b[\{c}, com ¢ €]a,b]. Se glclnr}:f'(:v) =
L € R, entao existe f'(c) e € igual a L.

6. Seja f: I — IR derivdvel no intervalo I.

(a) Tem-se f'(x) > 0 para todo o x € I se e sé se f for crescente em I.

(b) Se f'(x) > 0, entdo f € estritamente crescente em I. Neste caso, [ possui inversa g :

f(I)=J — R derivdvel em J, com ¢'(y) = f’gx) = f’(gl(y))’ para todo oy = f(x) € J.

7. Sejam ¢ €]a,b[C X e f: X — IR continua em ]a,b| e derivdvel em |a,b[\{c}.

(a) VeeX (a<z<c = fl(z)>0) A (c<xz<b = fl(r)<0) =
= f(c) é mazimo local de f.

b)VieX (a<z<ec = fl(z)<0) A (c<z<b = f(z)>0) =
= f(c) € minimo local de f.

(c) Se f' nao muda de sinal em ¢, entao f(c) nao é extremo local de f.

11.8. Teorema do Valor Médio de Cauchy. Se f,g: [a,b] — IR sdo continuas em [a,b] e
diferencidveis em ]a,b[, e se ¢’ nao se anula em la,b|, entdo existe ¢ €|a,b| tal que
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11.9. Regra de Cauchy.

(a) Sejam f,qg:[a,b] — IR continuas em [a,b] e derivdveis em |a,b[\{c}, com ¢ €]a,b]. Se ¢’

/
nao se anula em Ja,b[\{c}, se lim fz) = i}g}:g(m) =0 e se existe o lim gég, entao
!
lim M = lim f/(x)
r—c g(m) z—c g (g;)

(b) Sejam f,g :]a,b[\{c} — R derivdveis em ]a,b[\{c}, com ¢ €]a,b[. Se ¢’ nao se anula, se
!

lim f(x) = lim g(z) = +o0 e se existe o lim ———=, entdo
T—cC T—C r—c g (iL‘)
f(z) f'(=)

lim —% = lim .
e=cg(z)  voe g'(2)

(c) Se f,g: I — IR sdo derivdveis no intervalo 1, ilimitado superiormente, se g’ nao se anula
em I ese lim f(z)= lim g(xr) =0 ou lim f(x) = lim g(x) = +oo e eziste o
r—+00 r—+00 r—+00 r—+00

f'(@)

e o (2) , entao

S~

(z)

. o fl=)
lim = lim .
o (@) e g (@)

~—

A demonstragao da alinea (b) é delicada, e usa o seguinte

11.10. Lema. Nas condigoes da alinea (b) de 11.9., existe uma fun¢do u :Jc — d,¢+ 6[\{c} — R
tal que glcgnlcu(x) =ce
f(z) - g(x)
= lim =
flu(z)) — w=e g(u(z))

lim
Tr—C

12.  Férmula de Taylor

Para cada n € IN, a n-ésima derivada de uma fungéo f designa-se por f ™ ¢ & definida POt f(”) N
(f™=1Y": denotamos neste caso f por f(©.

12.1. Defini¢cdes. Seja f : I — IR. Dizemos que:
1. f é n vezes derivdvel no intervalo I se existir f(")(x) para todo o = € I;

2. f én vezes derivdvel no ponto a € I se existir f(")(a); para isso, é necessario que exista um
intervalo aberto J contendo a tal que fj;n; seja (n — 1) vezes derivavel em J e que exista

(n—1) _ £(n—1)
lim ! () = f (a);
T—a T —a

3. f é de classe C" se f for derivavel n vezes e f(™ : I — IR for continua;

4. f é de classe C* se for de classe C" para todo o n € IN.
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12.2. Exemplos.
1. A fungdo f : IR — IR definida por f(z) = |x|z" é de classe C" mas ndo é de classe C" 1.

2. A fungao g : IR — IR, definida por

g(x):{ efm% se x # 0,

0 se x = 0,

é de classe C*°, sendo ¢(™(0) = 0 para todo o n € IN.

12.3. Observagdo. Um polinémio de grau n
p(x) = ag + a1z + a2x2 + a3x3 + -+ apz®

é completamente determinado pelas suas derivadas, até & ordem n, no ponto 0: ag = p(0), a; = p/(0),
@ PO e

a2 = , U3 — s 2y U = .

2 3-2 n!

12.4. Definigdo. Dada uma fungao f : I — IR n vezes derivdvel no ponto a, chama-se polindmio
de Taylor de ordem n de f no ponto a ao polindmio

f"(a) ¥ (a)
2 3!

Note-se que a diferenca entre a funcéo f e o seu polinémio de Taylor é uma funcdo que tem

M) (q
f ( )(x_a)n.

(x—a)+-- + o

(x —a)’> +

p(z) = f(a) + f'(a)(z — a) +

derivadas nulas, até a ordem n, no ponto a.

12.5. Lema. Para uma fungio r : I — IR n vezes derivdvel (n > 1) no ponto 0 € I, as sequintes

condicdes sao equivalentes:

(i) Tim “) o,

—0 "

12.6. Teorema: Férmula de Taylor Infinitesimal. Seja f : I — IR n vezes derivdvel no ponto
a € I. Para todo o x € I, tem-se

f"(a)

5 (x —a)* +

f@) = f(a) + f'(a)(z — a) +

onde lim ﬂ
z—a (r — a)”

=0.

12.7. Teorema: Férmula de Taylor com Resto de Lagrange. Seja f: I — IR de classe C™, (n+1)
vezes derivdvel no intervalo |a,b] e seja x €a,b[. Entao existe ¢ € |a, x| tal que

" (3) (n) (n+1)
@) = s+ @+ E D map e D e e O gy F e
equivalentemente, para todo o h €10,b — al, existe 6 €]0,1[ tal que
Flath) = fa) + Flap+ L Dp2  TO@ iy JO@ TV 00)
- 2 3! n! (n+1)! '



