Capitulo 2

Nocoes de Teoria dos Conjuntos

2.1 A nocao de conjunto

Como se disse, sempre que se usa uma variavel supoe-se que ela pode ser subs-
tituida por certos valores. A nocao de variavel é, pois, inseparavel da totali-
dade das entidades que representa. Nao € possivel reduzir esta nogao a nogoes
mais simples; quando muito, em vez de “totalidade”, podem empregar-se
sindénimos: “coleccao” ou, mais habitualmente, “conjunto”. Pensamos num
conjunto quando pensamos colectivamente em certas entidades e cada uma
delas é elemento desse conjunto.

Por exemplo: o conjunto das pessoas que estao nesta sala, o dos nimeros
naturais, 1,2,3,..., que habitualmente se representa por N, o dos niimeros
inteiros, Z, e o dos niimeros racionais, Q, (nimeros cujas propriedades supo-
mos conhecidas), o conjunto dos pontos de uma recta, o das letras do alfabeto
portugues, etc.

Para indicar que a é elemento do conjunto C' escreve-se a € C' “a pertence
a C; b & C significa ~ (b € C) “b nao pertence a C”.

Sendo x variavel que admita como valores todos os elementos de C e
possivelmente outros, x € C' é uma f.p. que se torna proposicao verdadeira
quando x é elemento de C' e s nesse caso.

A reciproca, isto é, que a cada expressao proposicional A(x) corresponde
um conjunto, nao se pode afirmar sem certas restri¢oes de ordem logica de que
nao nos podemos ocupar aqui. Mas convém dar um exemplo das dificuldades
que podem surgir (paradoxo de RUSSELL-ZERMELO)!.

'Ernst ZERMELO (1871 - 1956), alemdo, a quem se deve a teoria axiomética dos con-
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Representemos por {z : A(z)} o conjunto formado por todos os valores
de = que verificam A(x) (e s6 esses).

Suponhamos que A(x) é x € x e que os valores da varidvel x sdo todos
os conjuntos possiveis. Entao, z ¢ x significa que x nao é elemento de si
proprio (o que se verifica por exemplo para o conjunto N pois o conjunto dos
nimeros naturais nao é um numero natural). Seja C' o conjunto formado por
todos os conjuntos que satisfazem x ¢ x, isto é, seja

C={z:x¢gz}

Pode entao perguntar-se se C' € C ou se C ¢ C. Mas, se fosse C' € C', C
seria um dos elementos do conjunto C, logo satisfaria z ¢ z, logo terfamos
C ¢ C; contradi¢ao. Analogamente, se C' ¢ C', C' nao satisfaria = ¢ x, logo
terfamos C' € C.

Teém-se construido diversas teorias que permitem eliminar este e outros
paradoxos da teoria dos conjuntos — sem garantia alidas de que outros nao
possam surgir. Neste curso apenas podemos tomar a precaucao de nao usar
nenhuma variavel, x, sem supor previamente conhecido o conjunto de todos os
seus valores possiveis (o conjunto percorrido por z), que serd geralmente um
conjunto bastante elementar, e confiar em que nao aparecam contradigoes.
De um modo geral, em cada teoria matematica supoe-se que as variaveis sé
podem tomar valores em certo conjunto universal, U, que abrange todas as
entidades que nessa teoria é necessario considerar. Alids, o significado de
{z : A(z)} depende do da varidvel z, isto é, do conjunto percorrido por
x. Assim, por exemplo, conforme x designe um niimero real ou complexo,
assim o conjunto {z : ¥ = 1} tem como elementos os nimeros —1 e 1 ou os
nameros —1, 1, 7 e —i.

Quando um conjunto é indicado por uma notagao como {x : A(x)}, diz-se
que estd definido em compreensao.

Se um conjunto tem poucos elementos, também pode ser definido em
extensao escrevendo os seus elementos um a um, por qualquer ordem, entre
chavetas e separados por virgulas. Por exemplo, os dois conjuntos acima
indicados sao

{1,-1} e {1,-1,i,—i}.

juntos e em particular o chamado axioma de escolha, de que adiante falaremos. Bertrand
RUSSELL, nascido em 1872 e morto h& poucos anos, inglés que se dedicou de 1902 a 1919
a légica matematica e depois a diversas questoes.
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2.2 Operacoes sobre conjuntos

Consideremos dois conjuntos, A e B, e as respectivas f.p., t € Aex € B.
Combinando-se por operacoes do calculo proposicional, obtemos novas
f.p., a que corresponderao novos conjuntos.
Interessam-nos trés casos:

{z :~ x € A}, conjunto complementar de A que se escreve \ A?%;

{z : x € ANz € B}, intersec¢ao ou produto légico, ou parte comum de A
e B, que se escreve AN B;

{z:x € AV x € B}, reuniao ou soma logica de A e B, AU B.

Exemplos: sendo
A=A{abc} e B=H{a,eio0,u},

AN B é o conjunto {a}, com um s6 elemento e A U B é o conjunto
{a,b,c,e,i,0,u}.

\A é o conjunto constituido por todas as entidades do conjunto universal,
excepto as que sao designadas por a, b e ¢. O complementar de U, \U, é
um conjunto sem elemento nenhum, o conjunto vazio , que se escreve ()
(ou 0, ou ) e que pode aparecer em numerosos casos, por exemplo, como
{a,b,c} N{d, e} ou como {z : z é inteiro A z? = —1}.

A implicagao e a equivaléncia interessam-nos quando sao formais; as ex-
pressoes

a) V, (r € A=z € B)

b) V. (x € A& x € B)

sao proposicoes que afirmam que os conjuntos A e B satisfazem certas relagoes.
A primeira escreve-se A C B (ou A C B) e significa, como a expressao a) in-
dica, que todo o elemento de A é também elemento de B; a segunda escreve-se
A = B e significa que os elementos de A sao precisamente os mesmos de B.
Estas relacoes chamam-se, respectivamente, “inclusao” e “igualdade” de
conjuntos e léem-se “A estda contido em B” (ou “A é parte de B” ou “A é

2Por vezes usam-se outras notacdes menos convenientes: ~ A, A,C A.
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subconjunto de B”3, podendo ainda escrever-se B O A e ler-se “B contém
A7) e “Aéigual a B”, quer dizer, consideram-se iguais dois conjuntos, mesmo
definidos por f.p. diferentes, se tiverem exactamente os mesmos elementos.

As operagoes \, N e U sobre conjuntos tém propriedades que vamos estu-
dar sumariamente.

Em geral, dados varios conjuntos A, B,C, ..., e construidas varias ex-
pressoes em que figuram algumas destas letras e sinais daquelas operacoes?
(por exemplo, A, B,\A,\B,AUB,ANC,BNC,...) tratar-se-4 de provar
que uma destas expressoes € igual ou esta contida noutra, eventualmente sob
a hipdtese de certas outras expressoes serem também iguais ou satisfazerem
as relacoes de inclusao.

Por exemplo, podemos querer provar que

ACAUB
ACB = ANCCBNC

ACB & \BC\A, etc.

Todos os problemas deste tipo se podem reduzir a questoes de calculo das
proposicoes ou dos predicados. Atendendo as definicbes das operacoes e
relacoes entre conjuntos, trata-se de provar, respectivamente, que

Ve(re A=x€ AUB), isto é, V,(r € A=2x € AV e B)
Vo(xreA=axeB)=V,(r€eANzeC =2 BANxeC)

Vite A=z eB)eV, (~reB=~azcA)

Exemplifiquemos com a demonstracao da segunda destas expressoes (as
equivaléncias reduzem-se, como se sabe, a duas implicagoes). Uma das ex-
pressoes logicamente validas que se indicaram no fim do capitulo anterior
mostra que basta provar

Vi[t€eA=areB)=(xc ANzeC=ze€BAxel);

3Chama-se “parte trivial de B” o conjunto vazio, “parte imprépria de B” o préprio
B, “parte prépria de B”, qualquer que nao seja imprépria. O conjunto das partes de A
escreve-se P(A), ou B(A), (B é a inicial de BOOLE; ver nota da pagina ??), ou 24.

4Quanto ao uso de paréntesis, convencionaremos que a ordem de prioridade é: \,N,U.
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basta, portanto, provar que a expressao dentro de paréntesis rectos € sempre

V. Ora, nesta expressao s6 figuram simbolos do calculo proposicional aplica-

dos as proposigoes (mais propriamente, sao f.p., mas, para cada valor fixo de

x, s@o proposicoes) x € A, x € B e x € C, que representaremos por P, Q, R.
Basta, pois, ver que

P=Q=(PNR=QAR)

¢ uma tautologia, o que é facil, por construcao de uma tabela de valores
l6gicos (com oito linhas).

Damos a seguir uma lista de propriedades importantes das operagoes e
relagoes entre conjuntos, que se poderiam demonstrar pelo método acima
indicado e também em muitos casos deduzir de outras expressoes, ja de-
monstradas, da mesma lista.

1. propriedades reflexiva e transitiva da inclusao:
(a) ACA
(b ACBABCC=ACC
2. inclusoes triviais:
(a) S A
(b) ACU
3. aigualdade como dupla inclusao:
() ACBABCA& A=B
4. propriedades reflexiva, simétrica e transitiva da igualdade:
(a) A=A
(b)) A=B=B=A
(c) A=BAB=C=A=C

5. complementos triviais:

(a) \\A=4
(b) \0=U
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(c) \U=10
6. ACB<\BC\A
7. idempoténcia, comutatividade e associatividade da interseccao:

(a) ANA=A
(b) ANB=BnNA
(c) ANB)NC=AnNn(BNC)

8. interseccoes triviais:

(a) AND =1
(b) ANU=A
(c) AN\A=10

9. monotoniadaN: ACB=ANCCBNC
10 AnNBCA

11. idempotencia, comutatividade e associatividade da reuniao:

(a) AUA=A
(b)) AUB=BUA
(¢c) (AUB)UC =AU (BUC)

12. reunioes triviais:

(a) AUD=A
(b) AUU = U
(¢) AUNA=U

13. monotoniada U: AC B=AUC C BUC
14. ACAUB

15. mutua® distributividade entre a reuniao e a interseccao:

SH4, pois, esta diferenca importante entre as operagdes U e N (soma e produtos 16gicos)
e a adigao e multiplicagao de ntimeros, em que s6 a segunda é distributiva em relagao a
primeira. Na disciplina de Sistemas Légicos estudam-se dlgebras em que se verifica esta
dupla distributividade, chamadas Algebras de BOOLE. A George BOOLE (1815-1864),
inglés, e a DE MORCAN, se devem as primeiras matematizagoes da légica (1847).



2.2. OPERACOES SOBRE CONJUNTOS 21

(a) AN(BUC)=ANBUANC
(b AUBNC =(AUB)N(AUC)

16. dualidade entre a reuniao e a interseccao por passagem aos comple-
mentares:

(a) \(ANB) =\AU\B
(b) \(AUB) =\AN\B.

Observacoes:

1. Convém nao confundir os sinais € e C. O primeiro estabelece uma
relacao entre uma entidade e um conjunto a que pertence; o segundo,
uma relacao entre dois conjuntos. E distingue-se também entre um
conjunto, {a}, com um sé elemento, e esse elemento, a. De modo que
se escreve a € {a} e {a} C {a} mas ndo inversamente. Alids, nada
impede que os elementos de um conjunto sejam por sua vez conjuntos.

Por exemplo, podemos falar de um conjunto de rectas, que por sua
vez estamos considerando como conjunto de pontos. Mas o conjunto
de todos os pontos pertencentes a essas rectas é uma entidade distinta
do conjunto das rectas (os elementos deste conjunto, sdo rectas; os do
outro, pontos). Do mesmo modo, é preciso distinguir entre

{{1,2,3},{4,5}} e {1,2,3} U {4,5}, que é = {1,2,3,4,5}

2. Dado um conjunto, A, passa a ter um sentido preciso a nocao de variavel
que percorre A (isto é, cujos valores sao todos os elementos de A e s6
esses). Isto permite simplificar as expressoes dos tipos

Ve[t € A= B(x)] e 3,[x € AN B(z)]

que se poderao escrever V,eca B(x) e 3,c4 B(x), respectivamente. Por
vezes até se omite a indicacao de que x pertence a A se isso constar do
contexto.

3. Além das operagoes acima referidas, também se considera a diferenga
de conjuntos, A\ B, definida por

A\B=AN\B

cujas propriedades se estabelecem facilmente a partir da definicao. Nao
é necessario que B C A.
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2.3 Produto cartesiano. Funcoes.

A nocao de par (ordenado), (a,b), que ji usdmos em exemplos anteriores,
difere da de conjunto com dois elementos, {a, b} com a # b, por dois motivos:

1.°) Se a #b, (a,b) # (b,a), ao passo que {a,b} é sempre = {b,a}.

2.°) (a,a) é um par — em que acontece que sao iguais ambos os elementos
— mas {a,a} nao é um conjunto com dois elementos.

A nocao de par nao é independente da de conjunto, pois pode tomar-se como
definigao de (a,b) o conjunto

{{a}, {a,b}}

Quer dizer: os conjuntos deste tipo tém todas as propriedades que nos
interessa que os pares tenham. Por exemplo, com a # b, (a,b) # (b,a)
porque entao {{a},{a,b}} # {{b},{b,a}}. Outra propriedade importante,
que também se pode demonstrar a partir da mesma definicao, é que, dados
dois pares (a,b) e (a’,1)

(a,b) = (d', V) a=d Nb=V.

Consideremos agora uma relagao bindria, isto é, uma f.p. com duas
varidves, R(x,y), em que supomos que z percorre X e y percorre Y5, Como
sabemos, esta relacao é satisfeita por alguns pares (z,y) eventualmente todos
ou nenhum.

O conjunto desses pares chama-se o grafico da relacao,

G ={(z,y): R(z,y)}

Por exemplo, sendo X = {1,2} e Y = {1,2,3} e sendo R(z,y) dada por
r+y=4,

G = {<1’ 3)’ (2’ 2)}
Se nenhum par (z,y) satisfaz R, G = 0); se todos satisfazem, escreve-se
G = X x Y, conjunto que se chama produto cartesiano de X por Y. Por
exemplo, com os conjuntos X e Y dados,

X xY ={(11), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3)}.

6Conjuntos que geralmente se supdem nao vazios; mas nao é obrigatério.
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A designagao de cartesiano vem do processo de representacao grafica que
se usa em geometria analitica. Supondo que os elementos de X e os de Y
estao representados por certos pontos de duas rectas do plano, uma para
cada conjunto, os elementos (x,y) de G ficam representados pelos pontos do
plano cujas projeccoes nos dois eixos sao os pontos correspondentes a x e y.

e} +92 °
3+ ° o
° +3 o ou 2+ o °
1+ e} o
o +1 ¢}
| | | |
1 2 1 2

Fig. 1

Na figura 1, os elementos de G sao os pontos representados pelos circulos
negros e os de X x Y, os representados pelos negros e pelos brancos.

Note-se que, como X e Y tém um numero finito de elementos (e poucos) a
correspondéncia entre os seus elementos e pontos de recta pode ser arbitraria.

Outro exemplo: sejam X e Y os préprios eixos, considerados como con-
juntos de pontos, e seja G o conjunto dos pontos de uma circunferéncia.

Podem distinguir-se trés espécies de elementos de X, conforme as parale-
las ao eixo Y que passam por tais pontos nao intersectam G, intersectam GG
em um ponto e um sé ou intersectam G em mais de um ponto. Sao os casos
de zg, x1 e x5 (figura 2).

Pode exprimir-se esta distin¢cao dizendo que zy nao satisfaz, mas x; e xo
satisfazem, a condigao 3, R(x,y) e que x5 nao satisfaz, mas z; satisfaz (e xg
também), a condicao YV, V, [R(z,y) A R(z,y") =y =1].

Pode, porém, acontecer, para certas relacoes, que s6 haja pontos do tipo
x1, isto é, que R satisfaca as duas condigoes

a) V, 3, R(z,y)
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Y2

yl ...................................

llo 1 X2 X

Fig. 2

b) V.V, V., [R(z,y) AN R(z,y) =y =]
ou, de outro modo, a condicao
V.3, R (z,y)

Nestas condigoes, diz-se que R(z,y) define uma fungao ou transformagao,
ou aplicagao, de X para Y: para cada x de X ha um tnico valor de y tal que
R(z,y) e este valor de y representa-se por uma notagao do tipo f(x), isto é,

Vo ¥y [R(z,y) <y = f(2)].

O facto de f designar uma funcao de X para Y indica-se escrevendo
f: X — Y; X chama-se o domifnio” de f e f(z) o transformado ou ima-
gem de x por f. Se S(z,y) é outra relagdo e se ¥, V, [R(z,y) < S(x,y)], os
graficos de R e S sao iguais e também S define uma funcao, g : X — Y,
mas V, Yy, [y = f(z) © y = g(z)] de modo que ¥, f(x) = g(z). Toma-se esta
propriedade como definigdo de igualdade de fungoes (ambas com o mesmo
dominio) escrevendo-se entao f = g.

"Se X for vazio, obtém-se em particular a funcdo vazia, cujo grafico é vazio.
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Uma fungao pode entao ser definida de muitos modos: ou explicitamente
por equagoes do tipo y = f(z), y = g(x),..., em que as expressoes desig-
natérias f(x), g(x),... (em que normalmente figurara x), podem ser diferen-
tes (embora conduzam sempre aos mesmos valores) ou implicitamente por
f.p., R(z,y), S(x,y),... (equivalentes entre si), que nao tenham aquela forma
explicita.

Por exemplo, com X = {1,2} e Y = {1,2,3}, G = {(1,3),(2,2)} é o
grifico de uma fungao que pode ser definida por x +y = 4, por [(x — 1)% +
(y—3)2] x[(x =2+ (y—2)*)|=0,pory=4—z, por y = /(4 — )3, etc.
Pode indicar-se esta func¢ao indicando o seu dominio, {1, 2}, o seu conjunto de
chegada, {1,2, 3}, e uma regra que permita passar de = para f(x) : x — 4—zx,
r— /(4 —1x)3, ete.

Sendo A C X, representa-se por f(A) 8 o conjunto {y : I, 2 € ANy =
f(z)} ou, como abreviadamente se costuma escrever, { f(z) : © € A}, que vem
a ser o conjunto dos transformados, por f, dos elementos de A; em particular
f(X) chama-se o contradominio de f. Em geral Y ndo é o contradominio; é
apenas o conjunto de chegada.

Sendo do mesmo modo A C X, GN (A xY) é o grafico de uma funcao,
h: A —Y, que se representa por fi4 e se chama a restricao de f a A.

Também se diz que f é um prolongamento de h a X. Quando uma relagao
R satisfizer b) mas ndo a), sendo Xy = {z : 3, R(z,y)}, GN (X x Y) éjd
o grafico de uma funcao, nao de X para Y, mas de X, para Y. Quando R
satisfizer a) mas nao b) ainda por vezes se diz que define uma fungao nao-
univoca (como no caso de z — y? = 0 que conduz a y = ++/7), mas quando
nada se disser, supoe-se que as fungoes de que se fala sao univocas.

Facilmente se demonstra que, se A C B C X, f(A) C f(B).

Consideremos agora trés variaveis, , y e z que percorrem respectivamente
os conjuntos X, Y e Z, e duas funcoes, f : X =Y eg:Y — Z°9.

Chama-se composta (ou produto) de g e f e representa-se por go f a
funcao de X para Z definida por

go f(x)=glf(z)]

Esta operacao de composicao de funcoes nao é comutativa, nem se poe
em geral esse problema (s6 se Z = X). Mesmo quando é possivel considerar

8Por vezes usam-se outras notacdes, como f < A >, para fazer notar que A nio é
elemento de X.

9Bastaria que o contradominio de f estivesse contido no domfnio de g, mas é costume,
quando se fala de g o f, convencionar que o conjunto de chegada de f é o dominio de g.
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go f e fog, em geral trata-se de fungoes diferentes porque g o f tem por
dominio X e f o g tem por dominio Y. Mas mesmo quando X =Y = Z

pode ser go f # fog.

Exemplo:

X=Y=2Z=N, f(x) =2z, g(y) = y+1. gof(z) = 2z+1, fog(z) = 2(x+1)
e fog+# go f porque, por exemplo para x =1, fog(x) =4 e go f(z) = 3.

Pelo contrério, esta operacao ¢é associativa. Dados quatro conjuntos e trés
funcoes de acordo com o esquema X Ty 4z T, tanto ho (go f)
como (hog)o f sao fungdes de X para T e, qualquer que seja x, ho(go f)(x) =
hlg o F(x)] = h{glf(2)]} = hoglf()] = (hog) o f(x), como era necessirio
provar.

Quanto a esta mesma operacao, ha funcoées que desempenham o papel de
elementos neutros a direita ou a esquerda, mas nao em relacao a qualquer
funcdo, poisse f : X - Y eiof = ftemdeseri:Y — Y. A funcao
iy : Y — Y definida por iy (y) = y chama-se a fun¢ao identidade do conjunto
Y e desempenha o papel de (tinico) elemento neutro a esquerda para qualquer
fungao cujo conjunto de chegada seja Y e, analogamente, o papel de (inico)
elemento neutro a direita para qualquer funcao, g, cujo dominio seja Y (g o
iy = g)

Também facilmente se demonstra que sendo A C X, go f(A) = g[f(A)].

O problema da existéncia de elementos neutralizadores da operacao de
produto é mais complicado. Diz-se que f é sobrejectiva, ou uma sobrejeccao,
se f(X) =Y (o contradominio coincide com o conjunto de chegada) e que
é injectiva, ou uma injeccao se nenhum elemento do conjunto de chegada é
imagem de mais de um elemento do dominio, isto é, se, respectivamente:

a’) V, 3, R(x,y)
b') ¥V, V. Ve [R(z,y) A R(2',y) = x = 2]
(naturalmente agora, tratando-se de fungdes, pode escrever-se

Vy Vo Vo (y = f(z) Ny = f(2) = a2 =2).

Se f é injectiva e sobrejectiva, diz-se que é bijectiva, ou uma bijecgao ou
uma correspondéncia biunivoca de X para Y. Neste caso, V,, 3,! R(z,y).

Neste caso, como a’) e b’) dizem o mesmo que a) e b), s6 com troca de x
por y, a relagao R define também x em fungao de y e esta funcao chama-se
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a inversa de f e representa-se por f1l. E claro que o dominio de fl1éYvYe
o seu conjunto de chegada (que agora coincide com o contradominio), é X.

Também ¢é facil ver que f~'o f =ix e fo f~! =iy, o que justifica a
designacao de funcao inversa.

Enunciemos algumas propriedades simples das sobrejeccoes e injecgoes:
1) f e g s@o injectivas = g o f é injectiva = f é injectiva;
2) f e g sdo sobrejectivas = g o f é sobrejectiva = g é sobrejectiva;

3) A composicao de bijecgoes e a inversa de uma bijecgao sao bijecgoes;
deste modo, as bijec¢oes: A — A formam um grupo.

4) Se f: X — Y é bijectiva e A C X, fj4 é uma bijeccao de A para f(A).
Demonstremos, por exemplo, 2).
Sendo f: X - Y eg:Y — Z se f ésobrejectiva, f(X) =Y, logo

go f(X) = glf(X)] = g(Y) = Z, porque g é sobrejectiva. Logo, go f é
sobrejectiva.

Suponhamos agora que g nao era sobrejectiva (demonstracao por ab-
surdo). Entao, g(Y) # Z; portanto,

= (ZO €Nz ¢ Q(Y))-

Como f(X)CY,go f(X)=g[f(X)] Cg(Y) e portanto zg € g o f(X).
Logo, g o f nao seria sobrejectiva, contra a hipétese.

Mesmo quando f : X — Y ndo satisfaz a’) e b’) se emprega a notagao
f~! nas seguintes condicoes:

fHy) ={zy = f(a)}
e,sendo BCY
f7(B)={x: f(z) € B}
Estes conjuntos podem ser vazios, por exemplo, se B = () ouse ~ 3,y = f(x).

E h4 certa incoeréncia na notagao f~'(y) que aqui representa um conjunto
e, quando f é bijectiva, um elemento, x; mais propriamente devia escrever-se

).
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Por vezes usam-se outras notagoes.

E ficil ver que, se B C C C Y, f7Y(B) C f~Y(C). Sendo A C X
e B C Y, pode ver-se que V4 A C f7'[f(4)], Verlﬁcando se a igualdade
destes conjuntos sse f ¢ injectiva e que Vg f[f '(B)] C B, verificando-se a
igualdade sse f é sobrejectiva.

Por exemplo, quanto as primeiras aﬁrma(;ées se x €A, f(x) € f(A) por
definicao de f(A), e por definigao de f~1, z € f~1[f(A)].

Supondo agora [ injectiva, se x € f~ [f(A)] f(x) € f(A), isto é, Fy(y €
f(A)Y Ay = f(x)), e, comoy € f(A), Ty (2 € AN f(2') = y), mas o facto de
ser f injectiva implica = 2/, de modo que x € A.

Finalmente, se V4 f'[f(A)] = A, isto verifica-se em particular para os
conjuntos com um sé elemento, como {z}, vindo

S {ab] = {a}
Se f(z) = f(«'), vem
{z} = D) = @)Y = A =

= [ = {2,

de modo que x = 2/, isto é, f é injectiva.

2.4 Familias. Familias de conjuntos.

Consideram-se dois conjuntos, I e X, percorridos pelas variaveis i e x, res-
pectivamente, e uma funcao de I para X que designaremos até pela prépria
letra x. O transformado de i serd entao z(7), mas é costume neste caso usar-
-se outra notacao, ;. Trata-se apenas de uma mudanca de notacao, que se
usa quando se pensa mais nos transformados, x;, que na funcao, x. I chama-
se neste caso o conjunto dos indices e a func¢ao x chama-se uma familia de
elementos de X (como esse conjunto, I, de indices) e indica-se por notagoes
do tipo (x; : i € I), que se devem distinguir de {z; : i € I} como a seguir se
explicara.

Ja conheciamos um caso particular de familia. Sendo I = {1,2}, um par
(x1,22) de elementos de X é, no fundo, uma funcdo que associa ao n.° 1 o
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elemento x; de X (primeiro elemento do par) e ao n.° 2 o elemento xs de X
(segundo elemento do par).

A distingao entre a familia (z; : i € I) e o conjunto {x; : i € I} é a mesma
que se faz entre um par e um conjunto de dois elementos.

Na familia nao interessa sé saber quais sao os elementos x; que a cons-
tituem mas também como correspondem aos diversos valores de i: pode ai
haver elementos repetidos (z; = x;; com i # i') e se 0os mesmos elementos
corresponderem aos valores do indice de dois modos diferentes, tratar-se-a de
duas familias distintas.

Por exemplo: — adoptando para fungoes z : {1,2,...,n} — X a notacao
(x1,22,...,2,) — (1,3,1) # (1,1,3) e (1,1,3) ndo é o mesmo que {1,1,3}
porque, se alguma vez se usar esta ultima notacao, é com o significado de
{1,3}.

Em particular, pode ser X um conjunto de conjuntos. Suponhamos que a
variavel que percorre X é designada por A. Teremos uma familia de conjuntos
(A; i € I) e poderemos definir as seguintes extensoes das operagoes de U e
N

UAZ = {.Tzlzejl'EAl}
(4 = {z:ViezeA}

para as quais se verificam certas propriedades analogas as das operacoes de
reuniao e interseccao de conjuntos °.

DViAi=A=A4=]A=4

3) Sendo p: J — I sobrejectiva, m Apjy = ﬂ A;, e 0 mesmo para U.
jeJ icl

104, N Ay é caso particular de ﬂ A;; com I = {1,2}; A1 U Ay U A3 sem paréntesis
iel
gragas a propriedade associativa é outro caso particular, com I = {1,2,3}, etc.; facilmente
se justificam estas afirmagoes.
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Demonstragao. Temos que provar V, (V; © € A,y © V; € A;). Seja
r qualquer que satisfaca V; x € Ap;); como p é sobrejectiva, qualquer que
seja 1, i ¢ um p(j) e o pertence ao correspondente A,;), logo x € A;, logo
V,- x € Az

Reciprocamente, se V; € A;, qualquer que seja j, p(j) € I, logo = €
Ap(y), logo ¥ & € Apy).

Ficou entao provado que os conjuntos definidos pelas f.p. V; z € A, e
V; x € A; sao iguais, isto é

) Ay =) A

jeJ iel

A demonstragao para o caso de |J é semelhante. No caso particular de
ser J = I e p uma bijeccao (p. permutagao de I) esta propriedade traduz a
comutatividade generalizada de U e N de conjuntos.

el icl icl el

icJ icl ieJ icl

6) Seja A; uma familia de partes de X e f: X — Y. Entao,
FYA) <) ra) e fU 4) =1 ra)
Em particular f(A; N As) C f(A1) N f(Az). A igualdade verifica-se se
f ¢é injectiva '2; contraexemplo:

f{ai, a2} — {b}, com A} = {a1} e Ay = {ay}, vindo

f(AINAy) =0 e f(A)N f(A2) = {b}.

H Costuma convencionar-se que ﬂ A;=Ue U A, = 0.
i€l i€l
12E, se a igualdade se verifica para todas as familias de partes de X, f é injectiva.
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7) Sendo B; uma familia de partesde Y e f: X — Y,

f*l(ﬂ B;) = mf*(Bi) ¢ f*l(U B;) = Uf*(BZ-)-

Em particular, considerando as familias (A, X \ A) e (B,Y \ B) com
AC X e BCY, deduz-se que

8) fTHY\B) = [TH(Y)\fTH(B) e, se f éinjectiva, f(X\A) = f(X)\f(A).

Dada uma familia (A; : @ € I) de conjuntos nao vazios (cada um deles
tem, portanto, pelo menos um elemento) e disjuntos 2 a 2, admite-se, geral-
mente, que é possivel considerar um conjunto C' constituido por um e um s6
elemento, z;, de cada conjunto A;. E o chamado axioma de ZERMELO, ou
axioma de escolha. Os matematicos da chamada escola intuicionista * ape-
nas admitem a existéncia de C' se for possivel indicar efectivamente x como
funcao de i, isto é, qual o x; que € A; N C. Algumas vezes faremos notar
que certas demonstracoes utilizam este axioma, que, em simbolos logicos, se
poderia escrever

ViV (i # = AiNAj = 0)AV; A # 0= (Jo(Vi ol 2 € 4NCAC C | A))

13Fundada por L.E.J. BROUWER (1881-1966), holandés.



