Sumarios Alargados

CapPiTULO I: FUNDAMENTOS — O RIGOR E A DEMONSTRAGAO EM ANALISE

1. Operadores légicos e quantificadores

Recomenda-se a leitura de:
Capitulos 0 e 1 de: J. Lewin/M. Lewin, An Introduction to Mathematical Analysis;
Capitulo 1 de: M. T. Oliveira-Martins, T'dpicos de Matemdtica Finita;

Capitulos 1 e 2 de: R. Pereira Coelho, Li¢oes de Andlise Infinitesimal.

2. Conjuntos

Para as Secgoes 2-6, recomenda-se a leitura de:

Capitulos 1 e 2 do livro de Elon Lages Lima, Curso de Andlise, vol. 1.

Capitulo 3 do livro de J. Lewin/M. Lewin, An Introduction to Mathematical Analysis.
2.1. Definicdo. Um conjunto X é uma coleccao de objectos, a que chamamos elementos de X. Se
x é um elemento de X, dizemos que x pertence a X e escrevemos = € X.
2.2. Definicdo. Se todo o elemento de X pertencer a Y, isto é, se

Ve r€X = x €Y,

dizemos que o conjunto X é um subconjunto de Y, ou uma parte de Y, ou que X estd contido em
Y, e escrevemos X C Y.
Dois conjuntos X e Y serao iguais se e s se tiverem exactamente os mesmos elementos; logo

X=Y & XCYeY CX.

Se X CY mas X # Y (isto é, se existir um elemento y de Y que nao pertence a X), dizemos que
X estd estritamente contido em Y, ou que X € uma parte propria de Y e escrevemos X C Y.

Por exemplo,
NCZcCQ;

para todo o conjunto X, () C X.

2.3. Definicdo. Dado um conjunto X, designa-se por P(X) o conjunto das partes de X:
P(X)={A; AC X}.
2.4. Exemplos.
1. Note-se que se tem sempre () € P(X) e X € P(X).
2. P(0) = {0} ¢ um conjunto singular, cujo tinico elemento é (.
3. Se X ={1,2,3}, entao P(X) tem 8 elementos:
P(X) ={0,{1},{2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}.
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2.5. Definicdes. Dados dois subconjuntos A e B de X, a sua reunido é o conjunto
AUB={ze X;x€ Aouz € B};

a sua intersec¢do é o conjunto
ANB={reX;rxecAexc B}.

Se AN B = (), dizemos que A e B sao conjuntos disjuntos.

2.6. Propriedades da reunido e da interseccdo. Se A, B,C, D sao subconjuntos de um conjunto

X, entao:
ACAUB ANBCA
AUpP=A AND=10
AUA=A ANA=A
AUB=BUA ANB=BnNA
(AUB)UC =AU (BUCQC) (AnB)NC=AN(BNCO)
AUB=A < BCA ANB=A < ACB
ACBeCCD = AUuCCBUD ACBeCCD = ANCCBND
AU(BNC)=(AUuB)N(AUQ) AN(BUC)=(ANB)U(ANCO).

2.7. Exercicio. Demonstre as propriedades enunciadas.

2.8. Definicdo. Dados subconjuntos A e B de um conjunto X, a diferenca entre A e B é o

conjunto

A-B={rzeX;zxecAecx ¢ B}

Chamamos complementar de A ao conjunto X — A, que também designamos por X \ A ou A°.

2.9. Propriedades do complementar. Se A e B sao subconjuntos de X, entao:

A=) & A=X A=X & A=0
(49)° = A
(AUB)¢ = A°N B° (AN B)¢ = A°U B“.

2.10. Definicdo. Dados conjuntos X e Y, podemos formar o conjunto
XxY={(z,y);zeXeyecVY}.

A X x Y chama-se produto cartesiano de X e Y; cada elemento (x,y) de X x Y chama-se par
ordenado, sendo x a primeira coordenada e y a sequnda coordenada.

Note-se que (z,y) = (a,b) se e sé se x =a e y = b.

2.11. Observacdo. Se X = ouY =0, entao X x Y = ().
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3. Funcoes

3.1. Definicdo. Uma funcdo f : A — B é constituida por:
— um conjunto A, a que se chama dominio de f, e que se designa habitualmente por Dy,
— um conjunto B, a que se chama conjunto de chegada de f, e

— uma lei de correspondéncia, que permite associar a cada elemento z de A um (tinico) elemento
f(z) de B; a f(x) chama-se o valor de f em x.

Duas fung¢ées f: A— Beg:C — D sao iguaisse A=C, B=D e

Vee A f(z)=g(z).

3.2. Definigdo. O grdfico de f : A — B é o subconjunto do produto cartesiano de A e B

G(f) ={(z,y) e Ax B;y = f(z)},

que também se costuma designar por I'(f).

3.3. Definicdes. Uma funcdo f : A — B diz-se:

— injectiva se
Vie AV € A f(z)=f(2') = z=1/,

o que é equivalente a

Vie AV e A x#a2 = f(x)# f(a');
isto é, a elementos diferentes f atribui valores diferentes;

— sobrejectiva se
Vye B dJx € A : f(x)=uy;

isto é, todo o elemento do conjunto de chegada é imagem por f de algum elemento do dominio;

— bijectiva se for simultaneamente injectiva e sobrejectiva; isto €,

VyeB IlzcA . f(z)=y.

3.4. Definigdes. Dada uma fungao f : A — B, para cada subconjunto X de A podemos considerar
o seguinte subconjunto de B

f(X) =A{f(z); x € X},
e para cada subconjunto Y de B podemos considerar o subconjunto de A
) ={z € A; f(x) eV}
Estas correspondéncias definem duas fungoes entre os conjuntos de partes de A e de B:

fO):PA) — PB) e f():PB) — P4
X = f(X) Y — fYY).

A f( ) chamamos fun¢do imagem directa de f e a f~( ) chamamos fun¢do imagem inversa de f.
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3.5. Propriedades das fun¢des imagem directa e imagem inversa. Se f: A — B ¢ uma funcao e
X, X’ sao subconjuntos de A e Y, Y’ sao subconjuntos de B, entao:

F0)=0 f7H0)y =0

f(A)CB fTHB) = A

XCX = f(X)C f(X) YCY' = YY) C (Y

FIXUX') = f(X)U f(X) A uY) = Y U YY)

FIXNX)CF(X)NFX) A ynY) = i) n YY)
fHY) = (U(y))e

3.6. Definicdo. Se f: A — Beg:C — D sao fungoes com B = C (isto é, o dominio de g
coincide com o conjunto de chegada de f), define-se a fun¢ao composi¢ao

gof:A — D
z = (gof)(x) = g(f(x))

3.7. Proposicao. A composicio de duas fungies injectivas (respectivamente sobrejectivas; bijecti-
vas) € uma fungao injectiva (respectivamente sobrejectiva; bijectiva).

3.8. Proposicdo. A atribuicao das imagens directas e das imagens inversas preserva a composi¢ao
de fungées; isto é, se f : A — B eg: B — C, entdo a fungdo imagem directa de go f é a composi¢do
das funcdes imagem directa de f e de g, e analogamente para as funcdes imagem inversa:

(go ) )=g( )of() e (go NN )=F1()og ()
3.9. Definigdes.

1. Se X é um subconjunto de A, chama-se restricao de f : A — B a X a funcdao g : X — B
definida por g(z) = f(z) para todo o z € X. Denota-se por vezes por fx.

2.8 f:A— Beg:X — B sao fungoes tais que X C A e, para todo o x € X, f(x) = g(x),
diz-se que f € uma extensao de g.

3.10. Observacdo. Note-se que a restricao de uma funcao a um subconjunto dado é tnica, en-
quanto que cada funcao tem diversas extensodes a todo o conjunto que contém o dominio. Por
exemplo, as fungoes

7 R, g: R R e hA:R — R
x 0 T 0

— —
— — x — sin(rz)
sao diferentes extensoes da funcao

N — IR.

z — 0
3.11. Defini¢ées. Sejam f: A— Be g: B — A duas fungoes.

1. A funcao g diz-se inversa a esquerda de f se go f = id4. Neste caso, f diz-se inversa a direita
de g.

2. A funcao g diz-se inversa de f se go f =ida e f o g =idp.
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3.12. Proposicao. Seja f: A — B uma funcao.
1. Se A# 0, entdo [ tem inversa d esquerda se e sé se é injectiva.
2. A funcao f tem inversa a direita se e s6 se € sobrejectiva.

3. f tem funcdo inversa se e sé se € bijectiva. Nesse caso a inversa de f € unica.

4. Familias

4.1. Definicdo. Dados conjuntos L e X, uma familia de elementos de X indexada por L é uma
funcao
z:L — X
A =Ty,

que habitualmente designamos por (z))xer-

4.2. Exemplos.

1. Familias definidas por L = {1,2} nao sao mais do que pares ordenados. Podemos pois identi-
ficar X x X com o conjunto das familias de elementos de X indexadas por {1,2}.

2. Se L={1,2,---,n}, uma familia L — X diz-se um n-uplo de elementos de X, e denota-se por

(.’El,.’EQ, o ’xn)-

3. Para o caso de L ser infinito, obtemos como caso particular importante L = IN, sendo entao
uma familia no conjunto X exactamente uma sucessdo em X.

4.3. Definigdes. Dada uma familia (A))xer de subconjuntos de X (isto é, uma fungéo a : L —
P(X) com a(A) = Ay), podemos definir a sua reunido

U Ay:={zeX;3I el : zec A},
AeL

e a sua interseccao

ﬂ Ay:={z e X;VAe L xe€ Ay}
AEL

4.4. Exercicio. Enuncie e demonstre as propriedades da reuniao e interseccao de familias tendo
por base as propriedades enunciadas em 2.6.

4.5. Definicdo. Dada uma familia (A))xer de conjuntos, definimos o seu produto cartesiano

1] Ar ={(a)rer; VAE L ay € Ay},
AeL

onde cada (ay)rer, ¢ uma familia; isto é,

HA,\::{a:L—> UA,\;aéumafungéoeV)\EL a(A) € Ay}
AEL AEL
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5. Relacoes de ordem

5.1. Definicdo. Dados conjuntos X e Y, uma relagdo bindria de X em Y é um subconjunto de
X x Y. Dada uma relacao p C X x Y, escrevemos indiferentemente (x,y) € p ou zpy.

Se X =Y, dizemos apenas que p é uma relacdo bindria em X. Isto é, uma relagdo bindria em
X é um subconjunto de X x X.

5.2. Exemplo. Se f: X — Y é uma funcao, entdo o gréfico de f (definido em 3.2.) é uma relacao
binaria de X em Y.

5.3. Exercicio. Identifique as relacoes bindrias de X em Y que sao graficos de fungoes.

5.4. Definigdes. Se p é uma relagao bindria num conjunto X, diz-se que:

¢ reflexiva se

=
s
o

Ve e X xpzx;

2. p é simétrica se

Vo,y € X xpy = ypx;

3. p é anti-simétrica se

Ve,ye X zpyeypr = x=1y;

4. p é transitiva se

Ve,y,z € X xpyeypz = xpz.

5.5. Definigdo. Uma relagao bindria que seja simultaneamente reflexiva, simétrica e transitiva
diz-se uma relacao de equivaléncia. Dados uma relagao de equivaléncia p em X e um elemento x de
X, chama-se classe de equivaléncia de x, relativamente a p, ao conjunto

{2z’ € X; xpa'}.

5.6. Definicoes.
1. Uma relagdo de ordem (ou relagiao de ordem parcial) é uma relacdo reflexiva, anti-simétrica
e transitiva. Se p é uma relagdo de ordem parcial no conjunto X, ao par (X, p) chama-se
conjunto parcialmente ordenado.
2. Uma relacdo de ordem p em X diz-se total se

Ve,y € X xpy ou ypx.

O par (X, p) diz-se entdo um conjunto totalmente ordenado ou cadeia.
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5.7. Exemplos.
1. Em Q )\ {0}, a relacao definida por xzpy se zy > 0 é uma relagdo de equivaléncia.

2. Em Q, a relagao definida por zpy se [z] = [y], onde [a] é o maior inteiro menor ou igual a a,
é uma relacao de equivaléncia.

3. O par (IN, <) é um conjunto totalmente ordenado, isto é, a relagdo < é uma relagao de ordem
total em IN.

4. De modo anélogo, (Q, <) é um conjunto totalmente ordenado.

5. Para todo o conjunto X, a relagao de inclusao C é uma relacao de ordem parcial no conjunto
P(X). Note-se que (P(X), C) ndo é em geral totalmente ordenado.

6. A relagao
zpy se z divide y

é uma relacao de ordem parcial em IN.

5.8. Defini¢des. Sejam (X, <) um conjunto parcialmente ordenado, A um subconjunto de X e x
um elemento de X. Diz-se que:

1. z é minorante de A se
Vac A z<a.

2. xg € X é infimo de A se for o maior dos minorantes de A; isto é,
Vx € X (z é minorante de A < x < x9),

ou ainda
Vee X (Va€e A z<a) & z < ).

3. x é elemento minimo de A se for infimo de A e pertencer a A, ou, equivalentemente, se for

minorante de A e pertencer a A.
De modo andlogo, diz-se que:

1. x é majorante de X se
Vae A a<uz.

2. x1 € X é supremo de A se for o menor dos majorantes de A; isto é,
Vr € X (z é majorante de A < z1 < x),

ou ainda
Vre X (Va€e A a<z) & x1 <ux).

3. x é elemento mdrimo de A se for supremo de A e pertencer ou A, o que é equivalente a ser
majorante de A e pertencer a A.

Observagdo. Quando existe, o minimo (respectivamente infimo; méximo; supremo) de A é tinico.
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5.9. Definicdo. Um conjunto parcialmente ordenado (X, <) diz-se bem ordenado se todo o sub-
conjunto nao vazio de X tiver minimo.

O Principio da Boa Ordenacao dos nimeros naturais garante-nos que (IN, <) é bem ordenado.

6. Conjuntos finitos e infinitos

6.1. Definicdo. Dois conjuntos X e Y dizem-se numericamente equivalentes se existir uma bijecc¢ao
X — Y, eescreve-se X ~ Y.

6.2. Definicdo. Diz-se que o conjunto X é numericamente inferior ou igual ao conjunto Y, ou
que o cardinal de X € menor ou igual ao o cardinal de Y se existir uma funcao injectiva de X em
Y. Neste caso escreveremos X <! Y.

6.3. Proposicao. Se X,Y e Z sio conjuntos, entao:
(1) X <t X;
(2 X<t YeY <X = XAY;
B) X<tyevy<tz = X<fZ

A propriedade (2) segue do seguinte resultado.

6.4. Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder. Se ezistirem fungées injectivas f : X — Y e g :
Y — X, entdo existe uma bijeccdo X — Y.

6.5. Definigdes. Um conjunto X diz-se finito se for vazio ou for numericamente equivalente a
{1,2,--,n} para algum ntimero natural n. Diz-se neste caso que X tem n elementos, ou que X tem
cardinal n.

Um conjunto diz-se infinito se nao for finito.

6.6. Definicdo. Um conjunto diz-se numerdvel se for finito ou numericamente equivalente a IN.
Caso contrario, diz-se ndo numerdvel.

6.7. Proposicao. Se X C IN, entao X € finito ou numericamente equivalente a IN. Logo, um
conjunto € numerdvel se e sé se é numericamente equivalente a uma parte de IN (se e sé se €
numericamente inferior ou igual a IN).

6.8. Proposicao. Seja f: X — Y uma funcgao.
1. Se f for injectiva e Y for numerdvel, entdo X é numerdvel.

2. Se f for sobrejectiva e X for numerdvel, entao Y € numerdvel.

'Pode consultar a demonstracio deste resultado no livro de P.R. Halmos, Naive Set Theory.
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6.9. Corolario.

—_

O conjunto IN x IN € numerdvel.
2. O produto cartesiano de dois conjuntos numerdveis é numerdvel.
3. Q € numerdvel.

4. A reunido de uma familia numerdvel de conjuntos numerdveis € numerdvel.
6.10. Teorema. O cardinal de IN é menor ou igual ao cardinal de qualquer conjunto infinito.

6.11. Proposicdo. Dado um conjunto X, o conjunto P(X) das suas partes é numericamente
equivalente ao conjunto das funcgoes de X em {0,1}.

6.12. Corolario. Se X tem n elementos, entao P(X) tem 2" elementos.

6.13. Teorema de Cantor. Se X for um conjunto arbitrdrio e Y for um conjunto com pelo menos
dois elementos, entdo o cardinal de X € estritamente inferior ao do conjunto F(X;Y) das fungoes

de X em Y; isto €, nao existe uma funcao sobrejectiva de X em F(X;Y).

6.14. Corolario.

1. O produto cartesiano de uma familia indexada por IN de conjuntos infinitos numerdveis ndo é

numerdvel.
2. Todo o conjunto tem cardinal estritamente inferior ao cardinal do conjunto das suas partes.

3. O conjunto das partes de IN ndo € numerdvel.

6.15. Exercicios.

1. Prove que, se X é um conjunto infinito numeravel, entao o conjunto das partes finitas de X

também ¢ infinito numerdvel.

2. Defina f: N x IN — IN pondo f(1,n) =2n—1e f(m+1,n) =2™-(2n —1). Prove que f é
uma bijecgao.

3. Defina uma funcio sobrejectiva f : N — IN tal que, para todo o n € IN, o conjunto f~!(n)

seja infinito.

7. A recta real

7.1. Subconjuntos de IR. Seja X um subconjunto de IR.

1. X diz-se limitado superiormente se tiver um majorante em IR; isto é, se existir b € IR tal que,
para todoo x € X, z < b.

2. X diz-se limitado inferiormente se tiver minorante em IR;

3. X diz-se limitado se for limitado superior e inferiormente;
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4. X diz-se um intervalo se tiver a seguinte propriedade:
Va,be X VeelR a<c<b = ce X.

Um intervalo X pode escrever-se numa das formas, com a,b € IR:

a,b) = {reR;a<z<0b} la, b] {reR;a<z<b}
[a,b] = {reR;a<z<b} [a,+o0o] = {z€eR;a<a}
la,4+0[ = {r€eR;a<z} ] —00,0] = {ze€R;z<0b}
] —o00,b] {reR;x<b} | =00, = R

7.2.  Algumas propriedades de IR.
Completude: Todo o subconjunto nao vazio de IR limitado superiormente tem supremo.

Propriedade Arquimediana: IN nao é limitado superiormente em IR.

7.3. Proposicao. As sequintes condigoes equivalem-se:
(i) IN € ilimitado superiormente;
(ii) para cada par a,b de nimeros reais com a > 0, existe um niumero natural n tal que na > b;

(iii) para cada a > 0, existe n € N tal que 0 < + < a.

7.4. Teorema.
1. R é numericamente equivalente a qualquer intervalo nao degenerado.

2. R € numericamente equivalente a P(IN).

7.5. Definigdes. Sejam X um subconjunto de IR e x € TR.

1. O ponto x diz-se ponto interior de X se existir um intervalo aberto Ja,b[ tal que x €]a,b[C X.

O conjunto dos pontos interiores de X chama-se interior de X e denota-se por X.

2. x diz-se ponto aderente de X se todo o intervalo aberto ao qual x pertenca intersectar X. Ao
conjunto dos pontos aderentes de X chama-se aderéncia ou fecho de X e designa-se por X.

3. O conjunto X diz-se aberto se todo o seu ponto for interior.

4. O conjunto X diz-se fechado se o seu complementar em IR for aberto.

7.6. Lema. Sejam X um subconjunto de R e x € IR.
1. x € ponto interior de X se e so se existir € > 0 tal que |z — e,z +¢[C X.

2. x é ponto aderente de X se e sd se, para todo o e >0, |x —e,x +e[NX # 0.

7.7. Exemplos. Todo o intervalo aberto (resp. fechado) é um subconjunto aberto (resp. fechado)
de IR; nomeadamente, qualquer que seja a € IR, Ja,400[ é aberto e [a, +oo] é fechado.
Para todo o z € IR, {z} é um subconjunto fechado de IR.
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7.8. Lema.
1. A interseccdo de dois abertos é um aberto.
2. A reuniao de uma familia qualquer de abertos € aberta.

3. Um subconjunto de IR, é aberto se e so se é reuniao de intervalos abertos.

7.9. Exercicio. Prove que a reuniao de dois fechados é fechada e que a interseccao de uma familia
qualquer de fechados ¢é fechada.

7.10. Lema. As dnicas partes de IR que sao simultaneamente fechadas e abertas sio () e IR.
7.11. Proposicao. Um subconjunto X de IR € fechado se e s6 se coincide com o seu fecho.

7.12. Definicao. Um subconjunto X de IR diz-se denso se o conjunto dos seus pontos aderentes
for IR, isto ¢, se X = IR.

7.13. Proposicdo. Q e IR\ Q sao subconjuntos densos de IR.

7.14. Definicdo. Um ponto z diz-se ponto de acumulacao de X C IR se todo o intervalo aberto
ao qual = pertenca intersectar X \ {z}.

7.15. Lema. Se um subconjunto A de IR tiver supremo s tal que s € A, entdo s é ponto de
acumulacdo de A.

7.16. Proposicdo. Dados X CIR ez € IR, as sequintes afirmagoes equivalem-se:
(i) = € ponto de acumulagdo de X ;
(ii) para todo o € > 0, o conjunto X N|x — e, x + €| contém algum ponto diferente de x;

(iii) para todo o e >0, o conjunto X N]x — e, x + €[ € infinito.
7.17. Corolario. Se A ¢ um subconjunto finito de IR, entdo A ndo tem pontos de acumulagdo.

7.18. Teorema de Bolzano-Weierstrass. Todo o subconjunto infinito limitado de R tem algum
ponto de acumulacao.
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CapriTurLo II: LIMITES
Para o estudo de limites, recomenda-se a leitura de:
Capitulo 12 do livro de James Stewart, Calculus, Vol. II.

Capitulo 4, Paragrafos 1-6 e Capitulo 6, Paragrafos 1-4, do livro de Elon Lages Lima, Curso
de Analise, vol. 1.

8. Limites de sucessoes

8.1. Definigdes. Uma sucessdo num conjunto X é uma funcao x : IN — X; é habitual designar-se
a imagem x(n) por x, — a que se chama termo de ordem n da sucessao — e a prépria sucessao por
(Zn)nen Ou apenas por ().

Chama-se subsucessdo da sucessao x : IN — X uma sucessdao que se obtenha como composicao
de x com uma funcao ¢ : IN — IN tal que, para todo o par de nimeros naturais j, k, se j < k entao

e(5) < w(k).

De agora em diante vamos falar apenas de sucessoes de niimeros reais, isto é, de sucessoes em IR.

8.2. Definigdo. Uma sucessao (z,,) de ntimeros reais diz-se limitada superiormente (resp. limitada
inferiormente, limitada) se o conjunto das suas imagens {z,; n € IN} é um subconjunto limitado
superiormente (resp. limitado inferiormente, limitado) em IR.

8.3. Definicbes. Uma sucessio (z,) em R diz-se:
1. estritamente crescente se, para todo on € N, x,, < xp41;
2. crescente (em sentido lato) se, para todo o n € N, z,, < p41;
3. estritamente decrescente se, para todo on € N, x,, > x,41;
4. decrescente (em sentido lato) se, para todo o n € IN, x,, > @y 41.

A sucessao (x,,) diz-se mondtona se tiver uma das propriedades anteriores.

8.4. Definicdo. Diz-se que um nimero real a é limite da sucessao (xy)neN S€
Ve>0 dpelN : VneNn>p = |z, —a| <e.

Neste caso diz-se que (z,,) converge para a. Este limite é inico (como se prova no teorema seguinte),
logo, escrever-se-&4 lim z, = a ou x,, — a quando (x,) convergir para a.
n—oo
Em geral, se (z,) tiver algum limite em IR, diz-se que (z,,) é uma sucessio convergente.
Se uma sucessdo nao for convergente, diz-se divergente.

8.5. Teorema: Unicidade do limite. Uma sucessao de niumeros reais tem no mdzrimo um limite

em IR.

8.6. Teorema. Uma sucessao (zy)neN converge para a se e s6 se toda a sua subsucessao converge
para a.
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8.7. Proposicdo. Toda a sucessiao convergente € limitada.

8.8. Teorema. Toda a sucessdo mondtona e limitada € convergente.

8.9. Proposicao. Se (x,) € uma sucessao que converge para a > 0, entao
peNVReEN n>p = x, >0.

8.10. Proposicao. Se (x,) € uma sucessao limitada e (y,) € uma sucessio que converge para 0,
entao a sucessio (xny,) converge para 0.

8.11. Lema. Se (z,,) é uma sucessio e a € R, entdo lim x, = a se e sé se lim (z, —a) = 0.
n—oo n—oo

8.12. Teorema. Se (zy) e (yn) sdo sucessoes convergentes, para a e b respectivamente, entdao:
(1) Jim (an +yn) = a +b;
(2) nango(wn —Yn) =a—b;

(3) lim (zpyn) = ab;

n—oo

x a
(4) se (yn) ndo tiver termos nulos e b # 0, entdo lim — = —.
=0 yp,

8.13. Teorema das sucessoes enquadradas. Se (), (yn) € (2n) sGo sucessies tais que
VneN z, <y, <z,

e lim z, = lim z, = a, entdo lim y, = a.
n—oo n—oo n—oo

8.14. Corolario. Se () e (yn) sdo sucessoes convergentes e tais que T, < yn para todo on € IN,
entéo lim x, < lim y,. Em particular, se (x,) € uma sucessio convergente que sé toma valores
n—oo n—oo
iguais ou inferiores a wm numero real a, entdo lim z, < a.
n—oo

8.15. Definigdes. Seja (x,) uma sucessao divergente.
1. Diz-se que (z,,) tende para +oo (ou diverge para +00), e escreve-se nlLIgo Tp = 400, se
Vir>0 dpelN : VnelN n>p = x, >
2. Diz-se que (x,,) tende para —oo (ou diverge para —oo), e escreve-se nlLHgO Ty = —00, Se
Vr>0 dJpelN : VnelN n>p = x, < —1.

3. Diz-se que (x,) tende para oo (ou diverge para 0o) se a sucessao (|z,|)nen divergir para +oo,
e escreve-se lim x, = oo; isto é, se
n—oo

Vr>0 dpeN : VneIN n>p = |z, >
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8.16. Teorema. Sejam (x,) e (yn) sucessoes de nimeros reais.
(1) Se lim z, = +00 e (yn) € limitada inferiormente, entdo lim (z, + y,) = +00.
n—00 n—0o0
(2) Se lim z, = +00 e (yp) € limitada inferiormente por um nimero real ¢ > 0, entdo
n—oo
lim (2, yn) = +00.

n—oo

L . Lo 1 .
(3) Se (x) ndo tiver nenhum termo igual a 0, entdo lim — =0 se e sé se lim x, = co.
n—oo xn n—oo

8.17. Definicdo. Um numero real a diz-se valor de aderéncia (ou ponto de acumulag¢ao) da
sucessao (xy) se
Ve>0VnelN dnelN: m>n A zy €la—c,a+¢€].

8.18. Proposicdo. Se (z,) € uma sucessio e a € R, as sequintes condigoes equivalem-se:
(i) a € valor de aderéncia de (xy,);

(ii) existe uma subsucessio de (x,) que converge para a.
8.19. Corolario. Toda a sucessio convergente tem um tunico valor de aderéncia, o seu limite.
8.20. Proposicao. Toda a sucessdio limitada tem um valor de aderéncia.
8.21. Corolario. Toda a sucessdio limitada tem uma subsucessdo convergente.

8.22. Teorema: Critério de convergéncia de Cauchy. Uma sucessio (xy) de nimeros reais €
convergente se e s6 se

Ve>0 IpelN : VmnelN m>p An>p = |x, —a,] <e.

8.23. Teorema. Seja X um subconjunto de IR. As sequintes condig¢oes sao equivalentes:
(i) X € fechado e limitado;
(ii) Todo o subconjunto infinito de X tem um ponto de acumulagdo que pertence a X ;

(iii) Toda a sucessao com valores em X tem um valor de aderéncia que pertence a X.
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9. Limites de funcoes

Ao longo deste pardgrafo f : X — IR é uma funcao cujo dominio X é um subconjunto de IR e a é um
ponto de acumulagao de X. (De agora em diante denotaremos o conjunto de pontos de acumulagao
de X por X'.)

9.1. Definicdo. Se a € IR é um ponto de acumulacao de X, dizemos que o nimero real L ¢ o
limite de f(x) quando x tende para a, e escrevemos %IHIIL flx) =1L, se

Ve>0 30>0:VeeX0<|z—a|l<d = |f(z)-L|<e.
(Note-se que, tal como para sucessoes, o limite de f(z) quando x tende para um ponto a, quando

existe, é unico.)

9.2. Proposicao. Sejam f: X — R, Y C X, a um ponto de acumulagio de Y e lim f(x) = L.
r—a
A restricao de f a Y, g: Y — IR, com g(y) = f(y) para todo o y € Y, ainda tem limite L quando

y tende para a.

9.3. Observacdo. Note que o reciproco da proposicao anterior nao é valido, embora a existéncia
de limite possa ser garantida a custa da existéncia de limite para uma restricao, desde que o dominio
desta contenha X N]a — ¢, a + ¢[ para algum € > 0.

9.4. Teorema. As sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) O limite de f(x) quando x tende para a é L.

(ii) Qualquer que seja a sucessao (zn)nen em X \ {a} com limite a, Jim f(zyn) = L.

9.5. Teorema. Se existe lim f(z), entao f € limitada numa vizinhanga de a; isto é,
r—a

JA>035>0 :VzeX [z—a|<d = |f(x)] < A.

9.6. Teorema. Sejam f,g,h : X — R funcdes e a € X'. Se, para todo o elemento v de X
diferente de a, f(x) < g(z) < h(x) e al:lg}z flx) = %11)1}1 h(z) = L, entdo %Er}lg(:c) =L.
9.7. Proposicao.

(1) Se :,l;mé f(z) =L >0, entao existe § > 0 tal que, sex € X e0 < |z —a| <4, entao f(z) > 0.

(2) Se f(z) < g(x) para todo o x € X \ {a}, %gr{llf(x) =Le :lll)r(llg(x) =M, entao L < M.

9.8. Teorema. Sejam X CIR,a€ X' e f,g: X > R. Selim f(z)=L e %m}lg(aj) = M, entao:

r—a

(1) im(f(z)£g(x)) =L+ M;

(2) lim(f(x)g(x)) = LM;
.o flx) L
(3) Se M # 0, entao %%m =

Além disso, se %1_1)% f(z) =0 e g for uma funcdo limitada, entdo %ma f(z)g(z) =0.
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9.9. Teorema: Critério de Cauchy para fungdes. Se X CIR,a € X' e f: X — IR, as sequintes
condi¢oes sdo equivalentes:

(i) Eziste };% f(x).

(ii) Ve >030 >0 : Ve, ye X 0< |z —a|<del0<|y—al|<d = |f(z)— fly)| <e.

9.10. Teorema. Sejam X, Y C IR, f: X - TReg:Y — R tais que f(X) C Y, a € X'
Se lim f(z) =beY'NY e lin%g(y) = g(b), entdo lim(go f)(x) = g(b).
TrT—a y— Tr—a

9.11. Definigdes.

1. Um ponto a de IR diz-se um ponto de acumulacdo a direita de um conjunto X se for ponto
de acumulacdo do conjunto XNJa,+oo[. Analogamente, a diz-se um ponto de acumulag¢ao a
esquerda de X se for ponto de acumulagao de XN | — oo, a[. Denotamos o conjunto dos pontos
de acumulacao a direita (respectivamente a esquerda) de X por X/, (respectivamente por X' ).

2. Se a € X!, dizemos que o nimero real L ¢ o limite & direita de f(x) quando = tende para a,

e escrevemos lim f(x) = L, se
z—at

Ve>030>0:VeeXa<z<a+d = |f(x)—L|<e.

Analogamente se define limite a esquerda de f(x) quando x tende para a, que se denota por

lim f(x).

r—a~

9.12. Teorema. Sejam X CR, f: X — R eac X|. SejaY = XN]a,+o0] e g = fly. Entao

lim f(z) =L se e sése lim g(x)=L.
z—at z—at

9.13. Teorema. Sejam X C R, f: X - R ea € X\, NX'_. Entao }:gréf(x) =L se e 86 se
i )= i )= 1
9.14. Defini¢cbes. Uma fungao f: X — IR diz-se:

1. estritamente crescente se, para todo o par x,y € X, x < y implica f(z) < f(y);

2. crescente (em sentido lato) se, para todo o par x,y € X, x < y implica f(z) < f(y);

3. estritamente decrescente se, para todo o par z,y € X, x < y implica f(x) > f(y);

4. decrescente (em sentido lato) se, para todo o par x,y € X, x <y implica f(z) > f(y);

5. mondtona se verificar alguma das propriedades anteriores, isto é, se for crescente ou decrescente.

9.15. Teorema. Sejam X C IR, f : X — IR mondtona e limitada, a € X/ e b € X' . Entao

existem os limites laterais lim+ f(x) e liril f(x).
T—0"

r—a

9.16. Definicbes. Sejam f: X — IR, com X C IR ilimitado superiormente, e L € IR. Diz-se que
lim f(X)=0Lse
T—+00

Ve>0 dJA>0VeeX 2> A = |f(z)—L|<e.

Define-se de modo andlogo lim f(x) = L.
r——00
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9.17. Teorema. Se X for ilimitado superiormente e f : X — IR for mondtona limitada, entdio

existe lim f(x).
T——+00

9.18. Definicbes. Dados X CIR, f: X - IR e a € X', diremos que %gré f(z) = +o0 se

VA>036>0:VzeX 0<|z—a|<d = f(z)> A
De igual modo, diz-se que:

%irré f(z) = —o0 se

VA>036>0:VzeX 0<|z—a|<d = f(z)<—-A

algr(l}f(m) = 00 se

VA>0 36>0:VzeX 0<|z—a|l<d = |f(zx)] > A

De forma andloga, definem-se lim f(z) = 400, —00,00, lim f(z) = 400 (—00,00),
r——+00 T——00

lim+ f(z) = 400 (—00,00) e lim f(x) = +o0 (—00,00).

9.19. Resultados que envolvem limites infinitos.

(1) Se eziste %IL% f(x), este limite € unico, independentemente de ser real ou infinito.

(2) Sef: X =R, ae X', lim f(x) =400, g: Y — R € a restricio de f aY ea €Y', entio
T—a
lim g(x) = 4o0.
T—a

(3) Se lim f(x) = 400 (—o00,00), entao a fungdo f nao € limitada.
r—a

(4) Se f,g: X =R, a € X', f(x) < g(x) para todo o x € X e %1naf($) = +o00, entao
lim g(x) = 400.

T—a

Se f,g: X =R, ae X/, alﬂin}lf(m):L e%in}tg(x):—l—oo, entdo
3>0:VeeX 0<|z—al<d = f(z)<g(z).

(5) As sequintes condigdes sao equivalentes:
() lim f(a)=+oo;
r——+00

(ii) para toda a sucessao (x,) em X, se nlin(r)lo xTn = 400, entdo nlirgo f(x,) = +o00.

(6) Se %gr}tf(m) = 400 e yginoog(y) = L (ou lim g(y) = +00), entdo lim g(f(z)) = L (ou

Yy——+00 Tr—a
lim g(f(x)) = +00).

(7) Se f: X — IR € mondtona e a € X, ebe X', entio existem (sendo possivelmente infinitos)

os limites laterais lim f(x) e lim f(z).
z—a't Tz—b~



