Elementos de Topologia 1

Sumarios Alargados

1. Espacos métricos
1.1. Definicdo. Dado um conjunto X, chama-se métrica em X a uma funcao
d: X x X —1R

que verifique as seguintes condicoes, quaisquer que sejam x, ¥y, z € X:
1. d(z,y) >0, e d(z,y) =0 se e s6 se x = y;

2. d(x,y) = d(y, z);
3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, z).

Ao par (X,d) chama-se espago métrico e aos elementos de X chama-se pontos do espago métrico
(X,d).

1.2. Observacoes.
1. O terceiro axioma da definicao de espago métrico chama-se desigualdade triangular.
2. Note que:

(a) A condicao d(z,y) > 0 decorre das restantes: considere a desigualdade triangular com
y = z e use o segundo axioma.

(b) Ao verificar o terceiro axioma para uma funcao d : X x X — IR dada, basta-nos considerar
trés pontos distintos z,y,2z € X, uma vez que, se dois deles coincidirem, o resultado é
trivial ou segue imediatamente do primeiro axioma.

1.3. Exemplos.
1. Em qualquer conjunto X podemos considerar a métrica d : X x X — IR, definida por

0 sex=y

d('x:y) = {

1 caso contrario,
que se designa por métrica discreta.

2. Em R" (n € IN) podemos definir diversas métricas:

n

(a) di(w,y) =) lvi — wil,

=1
n

(b) da(z,y) = Z(:c, —y;)? (métrica euclidiana),
i=1
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(¢) doo(w,y) = max{|zi — il ;i =1,---,n},
onde = (2;)i=1,.n, ¥ = (Yi)i=1,...n. € R™.
3. Se (X,d) e (Y,d') sdo espagos métricos, podemos definir em X x Y as métricas
(a) di(a,b) = d(z1,x3) + d'(y1, y2),

(b) da(a,b) = (d(w1,22)* + d (y1,2)°) 7,
() dc(a,b) = max{d(er,2),d'(y1,2)},

NI

onde a = (z1,y1), b = (22,y2) € X x Y.

4. Se A é um subconjunto de X e d é uma métrica em X, a restricdo d4 de d a A X A é uma
métrica em A. Diz-se entdo que (A,d4) é um subespago métrico de (X, d).

5. Sejam a,b € IR. No conjunto das funcoes limitadas de [a,b] em IR podemos considerar a
métrica p definida por

p(f.g) == sup {|f(z) — g(z)|; = € [a, 0]},

onde f,g: [a,b] — IR sao fungbes limitadas. Esta métrica chama-se habitualmente métrica do
supremo, e o espago métrico assim definido designa-se por L([a,b], IR).

6. Como toda a fungao continua de [a, b] em IR é limitada, podemos considerar ainda o subespago
métrico de L([a,b],IR) das fungbes continuas de [a,b] em IR, que se costuma denotar por
C([a,b],IR), ou simplesmente por C[a, b].

7. No conjunto das fungbes continuas de [a, b] em IR podemos ainda considerar a métrica

b
o(t.9) = [ 1f@) = g(a)] da.
a
que se designa por métrica do integral ou métrica L.

8. O Exemplo 5 pode ser visto como caso particular de uma construcao mais geral. Em primeiro
lugar, podemos substituir o intervalo [a,b] por um conjunto qualquer X, uma vez que na
definicdo da métrica do supremo é irrelevante a natureza do dominio das fungdes. Além disso,
podemos dizer que um subconjunto A de um espago métrico (Y, d) é limitado se existirem a € Y
e r > 0 tais que d(y, a) < r qualquer que seja y € A, e que uma fungdo f : X — (Y, d) é limitada
se f(X) for um subconjunto limitado de (Y, d).

Podemos entao considerar o espago métrico L(X, (Y, d)) das fungoes limitadas de X em (Y, d)
munido da métrica do supremo

p(f.g) = sup {d(f(z),9(z)) |z € X}.
1.4. Defini¢des. Seja (X, d) um espaco métrico. Dados a € X e r > 0, os conjuntos
By(a) :={z € X|d(z,a) <r} e Byla]:={z e X|d(z,a) <r}

designam-se, respectivamente, por bola aberta e bola fechada de centro a e raio r.
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1.5. Observacdo. As bolas abertas tém uma propriedade interessante:

Se x € B,(a) entdo existe s > 0 tal que Bs(z) C B, (a).

1.6. Defini¢des. Sejam (X,d) um espago métrico e A C X.
1. A diz-se um subconjunto aberto de (X, d) se

(Vze A) (3s>0) : Bs(x) C A
2. A diz-se um subconjunto fechado de (X, d) se o seu complementar for aberto.

1.7. Proposicdao. Um subconjunto de um espaco métrico é aberto se e s6 se é reunido de bolas
abertas.

1.8. Observacdo. Ja sabemos que toda a bola aberta é um aberto. H4 no entanto abertos que nao
sao bolas abertas. Por exemplo, |0, +oo[ é um subconjunto aberto de IR (com a métrica euclidiana)
embora nao seja uma bola aberta.

E f4cil verificar que os abertos de um espago métrico (X, d) tém as seguintes propriedades:

1. @ e X sao subconjuntos abertos de (X, d);

2. se A e B sao subconjuntos abertos de (X, d), entao também AN B o é;

3. se I é um conjunto e (A4;);c; é uma familia de subconjuntos abertos de (X, d), entao U A; é
ainda um aberto de (X, d). “

Note-se que, uma vez que a intersec¢ao de dois abertos é um aberto (Propriedade 2), também qual-
quer intersecc¢ao finita de abertos é um aberto. Nao podemos no entanto generalizar esta propriedade
ao caso de uma familia qualquer de abertos: héd familias (infinitas) de abertos cuja intersecgao nao
¢é aberta. Por exemplo,

nao é um aberto em IR.

1.9. Proposicdo. Um subconjunto A do espaco métrico (X, d) é fechado se e sé se

VzeX) (re A & d(z,A)=0).

1.10. Definigdes. Sejam (X,d) e (Y, d’) espagos métricos e f : X — Y uma funcio.
1. Diz-se que f: (X,d) — (Y,d') é uma funcio continua em a € X se

(Ve>0) (36>0) : (Vo€ X) d(z,a) <5 = d(f(z), f(a)) < e.

2. A fungdo f: (X,d) — (Y, d') diz-se uma fun¢3o continua se for continua em todo o ponto x de
X.
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1.11. Observacdo. Na definigao de fungao continua em a € X as bolas abertas sao essenciais. De
facto:

Uma funcdo f: (X,d) — (Y,d') é continua em a € X se e sé se
(Ve >0) (30 >0) : [f(Bs(a)) € B(f(a))

O estudo dos subconjuntos abertos de um espago métrico é justificado pelo seguinte resultado.

1.12. Proposi¢cdo. Sejam (X,d) e (Y,d') espacos métricos e f : X — Y uma funcio.

1. f:(X,d) — (Y,d) é continua em a € X se e sé se, para cada subconjunto aberto V de (Y,d')
ao qual f(a) pertenga, existir um subconjunto aberto U de (X,d) talqueac U e f(U)C V.

2. Afungdo f: (X,d) — (Y,d’) é continua se e s6 se todo o subconjunto aberto de (Y, d) tiver como
imagem inversa por f um subconjunto aberto de (X, d).

2. Espacos topoldgicos e funcoes continuas

2.1. Definicdo. Dado um conjunto X, um subconjunto 7 do conjunto P(X) das partes de X
diz-se uma topologia em X se

1.0eTeXeT;
2. se A, Be€T entao ANBe€T;

3. se (A;)ier for uma familia de elementos de 7, entao U A, eT.
iel
Ao par (X,7) chama-se espago topoldgico. Os elementos de 7 dizem-se os abertos do espago
topolégico (X, 7).

2.2. Definigdes. Sejam (X,7) e (Y,7’) espacos topoldgicos e f : X — Y uma fungao.
1. f:(X,7T)— (Y,T') diz-se continua em a € X se

WeT) flayeV = (AU eT) : acUefU)CV.

2. A funcdo f diz-se continua se
YWeT) fFL(v)eT.

2.3. Proposicao. Se (X,7), (Y,T') e (Z,T") sdo espagos topolégicos e [ : (X,7T) — (Y, 7') e
g: (Y, T") — (Z,T") sio fun¢des continuas, entdo a sua composicdo go f : (X,7T) — (Z,7") é ainda
uma func3do continua.

2.4. Exemplos.

1. Se (X,d) é um espago métrico e 7 é o conjunto dos abertos definidos pela métrica d, entao
(X,7T) é um espago topoldgico. Por exemplo, a métrica euclidiana em IR™ define uma topologia
em IR", a que se chama topologia euclidiana.

2. Em qualquer conjunto X podemos definir duas topologias (que coincidem caso o conjunto X
seja vazio ou singular):
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(a) a topologia discreta 7 := P(X), em que todo o subconjunto de X é aberto (induzida pela
métrica discreta);

(b) a topologia indiscreta 7 := {0}, X'}, que tem apenas os abertos triviais: o conjunto vazio e
o espaco X.

3. Se X é um conjunto qualquer,
7T ={ACX|X\Aéum conjunto finito}
¢ uma topologia em X, a que se d4 o nome de topologia cofinita.
4. Seja (X, 7T) um espago topoldgico. Dado um subconjunto A de X,
Ta={UNA;UecT}
é uma topologia em A. A esta topologia chama-se topologia relativa — ou topologia de subespaco

—em A induzida por 7.

2.5. Observacdes. Um espaco topoldgico cuja topologia seja exactamente o conjunto dos abertos
definidos por uma métrica diz-se um espago topoldgico metrizdvel.
Note-se que:

1. Duas métricas diferentes num conjunto X podem definir a mesma topologia. Nesse caso as
métricas dizem-se métricas topologicamente equivalentes.

2. H& espacos topoldgicos que nao sao metrizaveis.

2.6. Proposicdo. Se d e d’ sdo métricas num conjunto X, d e d’ s3o topologicamente equivalentes

se e sO se as funcgdes
(X7 d) - (X7 d/) € (X7 d/) - (X7 d)

r +—— X r +—— X

sdo continuas.

2.7. Proposicao. Se (X,7) é um espaco topoldgico e T4 é a topologia de subespago em A C X,

ent3o a funcdo inclusio
(AvTA) - (Xv T)

a —— a

é continua.

2.8. Proposicao. Sejam (X,7) e (Y,7') espacos topoldgicos e f : X — Y uma func3o.
1. Se T é a topologia discreta, f: (X,7) — (Y,7’) é continua.

2. Se T’ é a topologia indiscreta, f: (X,7) — (Y,7"') é continua.

2.9. Proposicao.

1. Se 7 é uma topologia num conjunto X tal que toda a func¢do f : (X,7) — (Y,7") é continua,
entdo 7 € a topologia discreta.

2. Se 7' é uma topologia num conjunto Y tal que toda a fungdo f : (X,7) — (Y,7’) é continua,
entdo 7' é a topologia indiscreta.
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2.10. Definicdo. Seja X um conjunto. No conjunto das topologias em X podemos definir uma
relacao de ordem do seguinte modo: se 7 e 7’ sao topologias em X, 7 <7’ se 7 C T'. Nesse caso
diz-se que 7 é uma topologia menos fina do que 7’ e que 7’ é uma topologia mais fina do que 7.

2.11. Observacoes.

1. Se T e 7' sao topologias em X, dizer que 7 é mais fina do que 7’ é equivalente a dizer que a
fungao identidade (X,7) — (X,7") é continua.

2. Note que a topologia discreta é mais fina do que qualquer outra topologia que se possa definir
no conjunto X, enquanto que a topologia indiscreta é menos fina do que qualquer outra.

2.12. Defini¢oes. Sejam (X,7) e (Y,7") espagos topoldgicos.

1. Uma funcdo f : (X,7) — (Y,7') diz-se um homeomorfismo se for uma funcdo continua,
bijectiva, com funcao inversa g : (Y,7') — (X, 7T) continua.

2. Se existir um homeomorfismo f : (X,7) — (Y,7’) diz-se que os espacos topoldgicos (X,7T) e
(Y, T') sao homeomorfos.

3. Bases e sub-bases

3.1. Definicdo. Um subconjunto B de uma topologia 7 num conjunto X diz-se uma base da
topologia 7 se todo o elemento de 7 for uma reunido de elementos de B; isto é

T = {U B; | (Bi)ier ¢ uma familia de elementos de B}.
i€l

3.2. Lema. Se (X,7) é um espaco topoldgico, entdo B é uma base de 7 se e s se, para todo o
aberto A, se verificar
(Ve e A) (3BeB) : x € BC A.

3.3. Exemplos.
1. Se (X, d) é um espaco métrico e 7 é a topologia definida pela métrica d, entao o conjunto
B={B(x)|r>0, z€ X}

é uma base para a topologia 7.
Em particular, os intervalos abertos limitados formam uma base para a topologia euclidiana

em IR.

2. Um conjunto B de partes de X é uma base para a topologia discreta em X se e s6 se, para
todo o ponto = de X, {z} € B.

3.4. Proposicdo. Dados um conjunto qualquer X e um subconjunto & de P(X), o conjunto 7
constituido pelas reunides quaisquer de intersecgdes finitas de elementos de S é uma topologia em X.
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3.5. Definicdo. Se S e T estao nas condicoes da proposicao anterior, diz-se que S é uma sub-base
de 7, e que 7 é a topologia gerada por S. A topologia gerada por S é portanto a topologia menos
fina que contém S.
3.6. Exemplos.

1. Toda a base de uma topologia é em particular uma sub-base.

2. O conjunto {]Ja,a + 1[|a € R} é uma sub-base da topologia euclidiana em IR.

3. A topologia euclidiana em IR é gerada pelo conjunto

S ={la,+o0[; a € R} U{] —00,b; b € R}.
4. Qualquer que seja X, {X \ {z} |z € X} é uma sub-base da topologia cofinita em X.

3.7. Proposicao. Se (X,7)e (Y,7') sdo espacos topoldgicos e S é uma sub-base de 7”, entdo uma
funcdo f: (X,7) — (Y,7") é continua se e sé se toda a imagem inversa, por f, de um elemento de S
for um aberto em (X, 7).

3.8. Proposicdo. Sejam X um conjunto e S C P(X). As seguintes condi¢cdes sdo equivalentes:

(i) S é uma base para uma topologia em X.

(i) By X={J B

BeS
(B2) (VBl, By € S) (Vm € BN BQ) (333 € S) : x € B3 C B1N Bs.

(i) (B1) X =] B;
BeS
(B'2) quaisquer que sejam By, By € S, By N By é reunido de elementos de S.

3.9. Proposicdao. Sejam (X,7) um espaco topoldgico e 74 a topologia relativa em A C X.
1. Se B é uma base da topologia 7, entdo B4 := {BN A; B € B} é uma base da topologia 74.

2. Se S é uma sub-base da topologia 7, entdo S4 := {SN A; S € S} é ainda uma sub-base da
topologia 74.

4. Subconjuntos fechados de um espac¢o topoldgico

4.1. Definicdo. Um subconjunto A de um espaco topoldgico (X,7) chama-se fechado se o seu
complementar for aberto.

4.2. Proposi¢cdo. Um subconjunto F de P(X) é o conjunto dos subconjuntos fechados de um espaco
topoldgico (X, 7) se e sé se verifica as seguintes condi¢des:

1.)e FeXcF,
2.seU,VeFentaoUUV € F;

3. se (U;)ier for uma familia de elementos de F, entdo ﬂ U,e F.
i€l
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4.3. Proposicdo. Uma fun¢do f : (X,7) — (Y,7') é continua se e sé se, qualquer que seja o
subconjunto fechado F de (Y,7"), f~1(F) é fechado em (X, 7).

4.4. Lema. Se F é o conjunto dos subconjuntos fechados de um espaco topolégico (X,7) e A é um
subconjunto de X, entdo
Fa={FNA|FeF}

é o conjunto dos fechados do subespago (A, 74).

4.5. Definicdes. Uma fungdo f : (X,7) — (Y,7') diz-se aberta se, qualquer que seja A € T,
f(A) € T'; diz-se uma fungao fechada se, sempre que A for um subconjunto fechado de X, f(A) for
um subconjunto fechado de Y.

4.6. Proposicdo. Se 74 é a topologia de subespaco em A definida por (X, 7)), entdo a funcdo inclusdo
(A, Ty) — (X,T) é aberta (fechada) se e s6 se A é um subconjunto aberto (fechado) de (X, 7).

47. Lema. Toda a funcio bijectiva, continua e aberta é um homeomorfismo.

5. Vizinhangas

5.1. Definigdo. Sejam (X,7) um espago topoldgico e a um ponto de X. Diz-se que um subcon-
junto V de X é uma vizinhanca de a se existir um aberto A tal quea € A C V.
Designaremos o conjunto das vizinhangas de a em (X, 7) por V,.

5.2. Exemplos. Seja (X,7) um espaco topoldgico.
1. Qualquer que sejaa € X, X € V,.
2. Se A é aberto e a € A, entao A € V,.

3. Se 7 é a topologia discreta, entdo, quaisquer que sejam A C X ea € A, A€ V,.
5.3. Proposicdo. Um subconjunto A de X é aberto se e sé se é vizinhanca de todos os seus pontos.

5.4. Proposicao. Sejam (X,7) um espago topoldgico, a um ponto de X e V, o conjunto das vi-
zinhancas de a. Ent3o:

1.V, #0eV eV, = acV;
2. VeV, eWDV = WeY,;

3. VWWeV, = VW eV,;

5.5. Proposicao. Seja f:(X,7)— (Y,7') uma fung3o.

1. f é continua em a € X se e s6 se a imagem inversa por f de qualquer vizinhanga de f(a) é uma
vizinhanca de a.

2. f é continua se e s6 se, para todo o x € X, a imagem inversa por f de qualquer vizinhanca de
f(x) é uma vizinhanga de z.
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5.6. Definicdo. Sejam (X,7) um espaco topoldgico e x € X. Um subconjunto U, de V, diz-se
uma base de vizinhangas de x ou sistema fundamental de vizinhangas de = se, para cada V € V., existir
Uel, talque U C V.

5.7. Exemplos.

1. Se 7 for uma topologia em X definida por uma métrica d, entdo o conjunto das bolas abertas
centradas em z € X é um sistema fundamental de vizinhangas de .

2. Se 7 for a topologia discreta em X, entdo o conjunto singular U, = {{z}} é um sistema
fundamental de vizinhancas de x € X.

5.8. Proposicdo. Sejam (X,7) um espaco topoldgico e 74 a topologia relativa em A C X.
1. Se z € A eV, é o conjunto das vizinhan¢as de x no espa¢o topoldgico (X, 7 ), entdo
Vi ={VNA;V eV}
é o conjunto das vizinhangas de x em (A, 7).
2. Se x € A e U, é um sistema fundamental de vizinhanc¢as de 2 no espaco topoldgico (X, 7), entdo
U ={UNA; U ecl,}

é um sistema fundamental de vizinhangas de z em (A4,74).

6. Operacoes de interior e de aderéncia

6.1. Definicdo. Sejam (X,7) um espago topoldgico e A um subconjunto de X. Um ponto x de
X diz-se um ponto interior de A se A for uma vizinhanca de x.

[¢]
Ao conjunto dos pontos interiores de A chama-se interior de A e denota-se por A, int(A) ou
simplesmente intA.

6.2. Lema. Se A é um subconjunto de um espaco topoldgico (X, 7), entdo:
1. int(A) C 4;
2.int(A)=A & AeT,
3. int(A) é um aberto: é o maior aberto contido em A; logo,

int(A) = {BeT;BC A}

6.3. Proposicdao. Sejam (X,7) um espaco topolégico e A, B C X. Ent3o:
1. ACB = int(A) Cint(B);
2. AT, ACB = ACint(B);
3. int(AN B) =int(4) Nint(B);

4. int(AU B) Dint(4) Uint(B).
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6.4. Exemplos.
1. Se T é a topologia discreta em X, qualquer que seja A C X, int(A4) = A.
2. Se T é a topologia indiscreta em X, entdo int(X) = X e int(A4) = ) desde que A # X.
3. Em IR, com a topologia euclidiana, int([a, b]) =]a, b[, int({z}) = 0, int(Q) = 0.
4. Em IR, com a topologia cofinita, se A C IR, entao
A A fini
int(A) = { se R\ /Ill‘tO
() caso contrario
6.5. Definicdo. Sejam (X,7) um espaco topoligico e A C X. Um ponto z de X diz-se um ponto

aderente de A se toda a vizinhanca de x intersecta A; isto é, se

VWV eV, VNA#.

Ao conjunto dos pontos aderentes de A chama-se aderéncia de A ou fecho de A, e representa-se

por A ou adA.
6.6. Lema. Se A é um subconjunto de um espaco topoldgico (X, 7), entdo:
1. ACA;
2. A=A & A é fechado;
3. A é um fechado, € alids o menor fechado que contém A; portanto
A=({F; F éfechado em (X,7) e AC F}.
6.7. Proposicdo. Se (X,7) é um espa¢o topoldgico e A, B C X, ent3o:
1. ACB = ACB;
2. A fechado, BC A = BCA;
3. AUB=AUB;
4. ANBC AnB.
6.8. Exemplos.
1. Se T é a topologia discreta em X, qualquer que seja A C X, A = A.
2. Se T é a topologia indiscreta em X, entdo § = ) e A = X desde que A # .
3. Em IR, com a topologia euclidiana, Ja, b = [a,b], {2} = {z}, Q = IR.
4. Em IR, com a topologia cofinita, se A C IR, entao

1 A se A finito
IR caso contrario.
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6.9. Proposicdao. Seja f:(X,7)— (Y,7') uma fungdo. As seguintes afirmagdes s3o equivalentes:
(i) f é continua;

(i) qualquer que seja A C X, f(A) C f(A);

(iii) qualquer que seja B C Y, f~1(B) C f~4(B).

6.10. Proposicdo. Uma fungio f : (X,7) — (Y,7’) é continua e fechada se e sé se, para todo o

ACX, f(A) = f(A).

6.11. Definigdes. Sejam (X,7) um espago topoldgico e A um subconjunto de X.
1. A diz-se denso se A = X.

2. Um ponto z de X diz-se ponto fronteira de A se
VU eV,) UNA#DAUN(X\A).
O conjunto dos pontos fronteira de A chama-se fronteira de A e designa-se por frA.

3. Um ponto x de X diz-se ponto exterior de A se tiver uma vizinhanga que néo intersecta A; isto
é, se for um ponto interior do complementar de A.

O conjunto dos pontos exteriores de A chama-se exterior de A e denota-se por extA.

4. Um ponto z de X diz-se ponto de acumula¢do de A se
VWV eV, Vn(A\{z}) # 0

isto é,se z € A\ {z}.
O conjunto dos pontos de acumulacio de A chama-se derivado de A e designa-se por A’ ou A%

Um ponto x € A diz-se ponto isolado de A se nao for ponto de acumulagao.

6.12. Exemplos.

1. Se T é a topologia discreta em X, qualquer que seja A C X, frA =0, extA =X\ Ae A" = ()
logo, todos os pontos de A sao isolados.

2. Se T ¢ a topologia indiscreta em X, entdo, se A é um subconjunto nao vazio de X, A é denso
e frA = X. Quanto ao conjunto derivado, se A for um conjunto singular, entao A’ = X \ A,
enquanto que A’ = X desde que A tenha pelo menos dois pontos.

3. Em IR, com a topologia euclidiana,
(a) fr(Ja,b[) = fr([a,b]) = {a, b}, fr({z}) = {z}, BQ =R;

(b) ext(]a, b)) =] — 00, alUb, +oo], ext({z}) = R\ {z}, extQ = 0;
(c) ([a,0])) = [a,0], {z}/ =0, N' =0, Q' = R.
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7. Topologia produto

7.1. Definicdo. Sejam (X,7x) e (Y,7y) espacos topolégicos. A topologia 7 em X X Y gerada
pela base
B:{UXV;UGTx, VETy}

chama-se topologia produto de 7x e 7y.
Ao espago topolégico (X x Y, 7T) chama-se espago produto.

7.2. Proposicdo. Se T é a topologia produto de 7x e 7y, ent3o:
1. As projecgdes px : (X xY,7) — (X,7x) epy : (X xY,T) — (Y,7y) sdo continuas.

2. Uma fungdo f: (Z,77) — (X xY,T) é continua se e sé se as fungdes compostas px o f e py o f
sdo continuas.

7.3. Observagdo. A defini¢ao e a proposicao anteriores sao facilmente generalizdveis ao produto
n

finito de espacos topoldgicos. Assim, a topologia produto no conjunto HX” das topologias 7;
i=1
definidas em X; (i =1,---,n) tem como base

Temos entao:

n

7.4. Proposicdo. Se T é a topologia produto no conjunto HX” das topologias 7; definidas em X;
i=1

(i=1,---,n), entdo:

n
1. As projecgdes p; : (H Xn,T)— (X;,7;),i=1,---,n, sdo continuas.
i=1

n
2. Uma fungdo f : (Z,77) — (H Xn,T) é continua se e sé se as fungdes compostas p; o f,
i=1
1=1,---,n, sdo continuas.

7.5. Observagdo. As projeccoes p; definidas na proposi¢ao anterior sao abertas.

7.6. Corolarios.

1. Se f: X —-Y eg: X — Y5 sdo fungles entre espagos topoldgicos, e se considerarmos o conjunto
Y1 X Y5 munido da topologia produto, a fungdo
<f,g>X — YixY
z — (f(z),9()).

é continua se e sé se f e g o sdo.

2. Se f1: X1 — Y1 e fo: Xo — Y5 sdo funcgdes entre espacos topoldgicos, definimos
fix fo: X1 xXe — Y1 xYs,
(w1,22) = (fi(z1), fa(z2))-

Supondo X7 X X5 e Y7 X Y5 munidos da topologia produto, a fungdo f; X fo é continua se e sé
se f1 e fo 0 sdo.
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7.7. Exemplos.

1. A topologia euclidiana em IR™ é a topologia produto das topologias euclidianas em cada um
dos factores IR.

2. Sejam (X;, 7;)1<i<n espagos topoldgicos.

(a) Se, para todo o i, 7; é a topologia indiscreta em X;, entao a topologia produto da familia

(7:)1<i<n € a topologia indiscreta em H X;.
1<i<n

(b) Se, para todo o i, 7; é a topologia discreta em X;, entdo a topologia produto da familia

(73)1<i<n ¢ a topologia discreta em H X;.
1<i<n

8. SucessOes convergentes

8.1. Definigdes. Se X é um conjunto, uma sucessdo em X é uma funcao f : N — X. A f(n)
chama-se termo da sucessao de ordem n; o termo f(n) designa-se habitualmente por x,, e a sucessao
f por (z,)nen ou simplesmente por (z,,).

Uma subsucessdo de f : IN — X é a composicao de f com uma aplicagao ¢ : IN — IN monétona
e injectiva; f o ¢ costuma-se designar por (Zy(n))neN-
8.2. Definigdes. Seja (X,7) um espago topoldgico.

1. Uma sucessdo (zp)nen de elementos de X converge para z € X se

VWVeVy) (FpeN) (Y\neN) n>p = z,eV.

Diz-se entao que = é um limite da sucessdo ().

Uma sucessao em (X, 7) que convirja para algum ponto x de X diz-se uma sucessdo conver-
gente.

2. Um ponto y de X é um ponto aderente de (z,,) se

VvV eV, (WpeN) (3nelN) : n>pe x,eV.

8.3. Lema. Se (z) converge para = e (z,(,)) é uma subsucessdo de (x,), entdo (7,(,)) também
converge para .

8.4. Lema. Um ponto y de (X,7) é um ponto aderente de uma sucessdo (z,,) em X se e sé se

ye ﬂ {zn; n > p}.
peN

8.5. Observagdes.
1. Se z é um limite de (x,), entdo é ponto aderente de (x,). O reciproco nao se verifica.

2. Toda a sucessao constante — ou constante a partir de alguma ordem — igual a x é convergente,

€ converge para x.

3. Uma sucessao pode convergir para mais do que um ponto.
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8.6. Exemplos.

1. Num espaco discreto uma sucessao é convergente se e sé se é constante a partir de alguma
ordem.

2. Num espago indiscreto toda a sucessao é convergente, e converge para todo o ponto do espaco.

8.7. Proposicao. Se f : (X,7x) — (Y,7y) é uma fungdo continua e (x,) é uma sucessdo que
converge para x em X, entdo f(z,) converge para f(x) em Y.

8.8. Proposicao. Se A é um subconjunto de (X,7) e (z,,) é uma sucessdo em A que converge para
x em X, entdo z € A.

9. Espacos topolégicos separados

9.1. Definicdo. Um espaco topoldgico diz-se um espaco de Hausdorff, ou espaco separado, ou espaco
T5 se
Ve,yeX) o#y = QU eV, AVeV,) : UnV =0

9.2. Proposicdao. Se (X,7) é um espaco separado e se = e y s3o limites de uma sucessdo (x,) em
X, entdo z = y.

9.3. Exemplos.

1. Todo o espago topoldgico metrizavel é separado; em particular, IR", assim como todo o espago
discreto, é separado.

2. Se T = {0, R} U{]a,+o0[; a € R}, entdo (IR, 7) nao é separado.

3. Se T é a topologia indiscreta num conjunto X com mais do que um ponto, entao (X,7 ) nao
é separado.

9.4. Teorema. As seguintes condigdes sdo equivalentes, para um espaco topoldgico (X, T):
(i) o espago X ¢é separado;
(i) Ve,ye X) a4y = (BABeT) : €A, yeB, e ANB=1{;

(iii) o conjunto A = {(z,z); € X} é um subconjunto fechado no espago produto X x X.

9.5. Proposicao. Sejam Y um espaco de Hausdorff e f,g: X — Y fungbes continuas. Ent3o:
1. O conjunto {z € X ; f(z) = g(x)} é fechado em X.

2. Se f coincide com g num subconjunto denso de X, entdo f =g.

9.6. Coroldrio. Sejam X e Y espacos topolégicos, com Y separado. Se f: X — Y é uma funcdo
continua, entdo I'y := {(z, f(x)); x € X} de X x Y é um subconjunto fechado de X x Y.
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10. Espacos topoldgicos conexos

10.1. Definigdo. Um espaco topoldgico (X,7) diz-se conexo se nao for reunido de dois subcon-
juntos abertos disjuntos nao vazios.
Um espaco diz-se desconexo se nao for conexo.

10.2. Proposicdo. Seja (X,7) um espaco topoldgico. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
i) (X,7) é um espago conexo.

(

(iii) X n3o é reunido de dois subconjuntos fechados disjuntos n3o vazios.

(iii) Se U é um subconjunto simultaneamente aberto e fechado de (X, 7), entdo U = X ou U = 0.
(

iv) Qualquer aplicagdo continua f : (X,7) — ({0,1},7), onde 7; é a topologia discreta, é constante.
10.3. Definicdo. Um subconjunto A de (X,7) diz-se conexo se o subespago (A, 74) for conexo.

10.4. Exemplos.
1. Se cardX <1, X é um espago conexo (quando munido da tnica estrutura topolégica possivel).
2. R\ {0} e Q sa@o subconjuntos desconexos de IR.
3. Se X é um espaco discreto, entao X é conexo se e s6 se tem quando muito um ponto.
4. Se X é um espaco indiscreto, entao X é conexo.

5. Se X é um conjunto infinito munido da topologia cofinita, entao X é conexo.

10.5. Proposicao. Seja A um subconjunto de (X,7). As seguintes condi¢des sdo equivalentes:
(i) A é um subconjunto conexo;
(i) VU,V eT) ACUUV, AN(UNV)=0 = ACUouACYV;
(i) VU,V eT) ACUUV, AnN(UNV)=0 = AnU=0ou ANV =0.

10.6. Proposigao. Se A é um subconjunto de (X,7) denso e conexo, entdo o espago (X,7) é
conexo.

10.7. Coroldrio. Se A é um subconjunto conexo de (X,7) e B é um subconjunto de X tal que
A C B C A, entdo B é conexo.
10.8. Proposicao. Sejam A e B subconjuntos de (X,7), com A conexo. Se

Anint(B) # 0 # Anint(X \ B),

entdio ANfrB # ().

10.9. Proposigdo. Seja (A;)icr uma familia de subconjuntos conexos de (X, 7). Se ﬂ A; # ), entdo
i€l

U A; é um subconjunto conexo de (X, 7).

i€l
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10.10. Corolarios.

1. Se (A4;)ier é uma familia de subconjuntos conexos de (X,7) que se intersectam dois a dois (isto
é, para todo o par i,j em I, A; N A; # (), entdo U A; é um subconjunto conexo de (X, 7).
iel

2. Se (X,7) é um espago topoldgico tal que, para cada par de pontos = e y de X, existe um
subconjunto conexo que os contém, entdo (X,7) é conexo.

10.11. Teorema. Um subconjunto de IR é conexo se e sé se é um intervalo.
10.12. Proposicdo. Se f: X — Y é continua e sobrejectiva e X é conexo, entdo Y é conexo.

10.13. Corolarios.

1. Se f: X — Y é continua e A é um subconjunto conexo de X, entdo f(A) é um subconjunto
conexo de Y.

2. Se f: X =Y é um homeomorfismo, entdo X é conexo se e sé se Y o é.
3. Se f: X — IR é continua e X é conexo, entdo f(X) é um intervalo.

4. Em IR?, com a métrica euclidiana, qualquer bola aberta é conexa.

10.14. Teorema. Se (X,7x) e (Y,7y) sdo espagos ndo vazios e 7 ¢ a topologia produto de Tx e
Ty, entdo (X x Y,7) é conexo se e sé se (X,7x) e (Y,7y) o sdo.

10.15. Exemplos.

1. IR? é conexo; o complementar de um ponto em IR? é ainda conexo, mas o complementar de
uma recta é desconexo.

10.16. Definicdo. Sejam X um espago topoldgico e z € X. Chama-se componente conexa de x ao
maior conexo que contém x.

(Nota: Como a familia de todos os subconjuntos conexos de X que contém x é uma familia de
conexos com intersecgdo nao vazia, a sua reuniao é necessariamente o maior conexo que contém x.)

10.17. Proposicao.

1. Se C, e C, sdo componentes conexas em X de = e y, respectivamente, entdo C, = Cy ou
C,NCy=0.

2. Toda a componente conexa é fechada (mas pode n3o ser aberta).

10.18. Exemplos.
1. Se X é um espago discreto, entdo a componente conexa de x € X é {z}.
2. Se X é um espaco indiscreto, entao a componente conexa de qualquer ponto é X.

3. Se considerarmos @ com a topologia euclidiana, a componente conexa de cada niimero racional

x é{z}.
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10.19. Proposicao. Se f: X — Y é uma fungio continua, entdo a imagem por f de uma componente
conexa estd contida numa componente conexa (mas pode n3o coincidir com ela).

10.20. Corolarios.

1. Se f: X — Y é um homeomorfismo e C,, é a componente conexa de x em X, entdo f(C,) é a
componente conexa de f(z) em Y.

2. Dois espagos homeomorfos tém o mesmo nimero de componentes conexas.
3. Sejam (X,7) e (Y,7’) espagos homeomorfos. Se z € X e X\{z} tem n componentes conexas,

entdo existe y € Y tal que Y\{y} tem n componentes conexas.

10.21. DefinicGes.

1. Dado um espago topolégico X, um caminho em X é uma aplicagdo continua f : [0,1] — X.

Diz-se que um caminho f vai de a a bse f(0) =a e f(1) =b.
2. Um espaco topoldgico X diz-se conexo por arcos se dados quaisquer pontos a e b de X existir

um caminho em X de a a b.

10.22. Observacdo. Todo o espaco conexo por arcos é conexo, mas nem todo o espaco conexo é

conexo por arcos. Por exemplo, o subconjunto de IR?
1
X = {(m,sin(;); x>0tU{(0,y);ye[-1,1]}

é conexo mas nao € conexo por arcos.

10.23. Proposicdo. Todo o subconjunto aberto e conexo de IR? é conexo por arcos.

11. Espacos topoldégicos compactos

11.1. Definicdes. Seja X um conjunto.
1. Uma familia (U;);er de subconjuntos de X diz-se uma cobertura de X se X = U U;.
el
2. Se (Ui)ier é uma cobertura de X e J é um subconjunto de I tal que X = U Uj, entao (Uj)jes
JjeJ

diz-se uma subcobertura de (U;);cs; diz-se finita se J for um conjunto finito.

3. Uma cobertura (U;);er de um espago topoldgico X diz-se uma cobertura aberta de X se todo
o conjunto U; for aberto em X.

11.2. Teorema de Heine-Borel. Dado um intervalo fechado e limitado [a, b] de IR, de toda a cobertura
aberta de [a, b] é possivel extrair uma subcobertura finita.

11.3. Definicdo. Um espaco topoldgico diz-se compacto se toda a cobertura aberta de X tiver
uma, subcobertura finita.

11.4. Proposicdo. Um espago X é compacto se e sé se, sempre que (F;);c; for uma familia de

subconjuntos fechados de X tal que ﬂ F; = (), existe um subconjunto finito J de I tal que ﬂ F; =0.
icl jeJ



18 Ano lectivo de 2001/02

11.5. Proposicdao. Sejam (X,7) um espaco topoldgico, ¥ um subconjunto de X e 7y a topologia
de subespago em Y. As seguintes afirmacgdes s3o equivalentes:

(i) O espago (Y, 7y) é compacto.
(ii) Sempre que (U;);er for uma familia de elementos de 7 tal que Y C U U;, existe um subconjunto
el
finito .J de I tal que Y C | J U;. -
jed
11.6. Exemplos.
1. Todo o espaco finito é compacto.
2. Se X é um espaco discreto, entao X é compacto se e s6 se é finito.
3. Todo o espaco indiscreto é compacto.

4. IR nao é compacto.

5. O espaco ]0, 1], com a topologia euclidiana, ndo é compacto.

11.7. Proposicao.
1. Todo o subespaco compacto de um espaco de Hausdorff é fechado.

2. Todo o subespaco fechado de um espaco compacto é compacto.

11.8. Coroldrio. Se o espaco X é compacto e de Hausdorff e Y é um subespaco de X, entdo YV é
compacto se e sé se é fechado em X.

11.9. Proposicdo. Se f: X — Y é uma aplicacdo continua e A é um subespaco compacto de X,
entdo f(A) é um subespaco compacto de Y.

11.10. Corolarios.

1. Se X é um espaco compacto e Y um espaco separado, entdo toda a aplicacdo continua f : X — Y
é fechada.

2. Se X é compacto e Y é separado, entdo toda a aplicagdo bijectiva e continua f : X — Y é um
homeomorfismo.

11.11. Teorema de Tychonoff. Sejam X e Y espacos topoldgicos n3o vazios. O espaco produto
X XY é compacto se e s6 se X e Y sdo compactos.

11.12. Teorema de Kuratowski-Mrowka. Um espaco topoldgico X é compacto se e sé se, para cada
espaco Y, a projeccdo py : X X Y — Y é fechada.

11.13. Proposicao. Todo o espaco métrico compacto é limitado.

11.14. Teorema. Um subespaco de IR™ é compacto se e s6 se é fechado e limitado.
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12.  Sucessoes convergentes e de Cauchy em espacos métricos

12.1. Lema. Num espaco métrico uma sucessdo nio pode convergir para dois pontos distintos.

12.2. Teorema. Se X é um espaco métrico e A é um subconjunto de X, entdo um ponto z de X
pertence a A se e s se existe uma sucessdo em A que converge para z em X.

12.3.  Coroldrio. Um subconjunto A de um espaco métrico X é fechado se e s6 se toda a sucess3o
convergente com valores em A tem o seu limite em A.

12.4. Teorema. Se X e Y sdo espacos métricos e f: X — Y é uma funcdo, entdo f é continua se
e sé se, sempre que (x,) é uma sucessdo em X que converge para x, a sucessdo (f(z,)) converge para

().

12.5. Proposicdao. Num espaco métrico todo o ponto aderente a uma sucessio é limite de uma
subsucessao da sucessao dada.

12.6. Definigdo. Uma sucessao (z,) num espago métrico (X, d) diz-se uma sucessdo de Cauchy se

verificar a seguinte condigao

(Ve>0) (FpeN) : (Vn,meN) n>p, m>p = da,,z,) <e.

12.7. Proposicao.
1. Toda a sucessdo convergente num espaco métrico é de Cauchy.

2. Toda a sucessdo de Cauchy é limitada.
12.8. Proposicdo. Toda a sucessdo de Cauchy com uma subsucessdo convergente é convergente.

12.9. Coroldrio. Se (x,) é uma sucessdo num espaco métrico, as seguintes afirmacdes s3o equiva-
lentes:

(i) (xn) é convergente;
(ii) (zp) é de Cauchy e tem um ponto aderente;

(iii) (xy) é de Cauchy e tem uma subsucessdo convergente.

13. Espacos métricos completos

13.1. Definicdo. Um espago métrico (X, d) diz-se completo se toda a sucessao de Cauchy em X

for convergente.

13.2.  Exemplos.
1. IR é um espago métrico completo.

2. Q e ]0,1], com a métrica euclidiana, ndo sao espagos completos.
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13.3. Proposicao.
1. Se Y é um subespaco métrico completo de um espaco métrico X, entdo Y é fechado em X.

2. Se X é um espag¢o métrico completo e Y é um subconjunto de X, entdo Y é um subespaco métrico
completo se e sé se é fechado em X.

13.4. Proposicdo. Todo o espago métrico compacto é completo.

13.5. Teorema. Se X é um conjunto e (Y, d) um espaco métrico, entdo o espaco L(X,Y) das funcdes
limitadas de X em Y, munido da métrica do supremo

p(f,g) = sup{d(f(x),g(z)); v € X},

é um espago completo se e s6 se (Y, d) é completo.

13.6. Proposicdo. Se (X,d’) e (Y,d) sdo espagos métricos, entdo o espaco métrico C(X,Y’) das
fungdes limitadas e continuas de (X,d) em (Y,d’), munido da métrica do supremo, é um subespaco
fechado de £(X,Y).

13.7. Coroldrio. Se (Y,d') é um espaco métrico completo e (X,d) é um espaco métrico qualquer,
entdo C(X,Y) é um espago métrico completo.

13.8. Observagdo. Se considerarmos o seguinte subespago de C([0, 1], 1R)

A={feC(0,1,R); p(f,g9) <1}

onde g é a funcao nula, entdo A é completo e limitado, mas nao é compacto.

14. Espacos métricos compactos e funcoes uniformemente continuas

Sejam (X, d) e (Y, d’) espagos métricos.
14.1. Definicdo. Uma fun¢io f: (X,d) — (Y, d’) diz-se uniformemente continua se
(Ve>0) (36 >0) : (Vo,2' € X) d(z,2') <d§ = d(f(z),f(2))) <e.
14.2. Proposicao. A composicdo de duas funcées uniformemente continuas é uniformemente continua.

14.3. Teorema. Se (X,d) é um espago métrico compacto e f : (X,d) — (Y,d') é uma fung3o
continua, entdo f é uniformemente continua.

14.4. Definicdo. Duas métricas d e d’ em X dizem-se uniformemente equivalentes se as funcoes
identidade (X,d) — (X,d') e (X,d’) — (X, d) forem fungdes uniformemente continuas.
Dizemos também que os espacos (X, d) e (X,d') sdo uniformemente equivalentes.

14.5. Exemplo. Sejam d;, ds e ds as métricas em IR? definidas no Exemplo 1.3.2. Os espacos
métricos (IR, dy), (IR?,ds) e (IR?, ds) sdo uniformemente equivalentes.
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15. Teorema do Ponto Fixo de Banach

15.1. Definicdo. Sejam (X,d) um espaco métrico e f : (X,d) — (X,d) uma func¢do. Diz-se que
xo € X é um ponto fixo de f se f(xo) = xo.

15.2. Lema. Sejam (X,d) um espago métrico, f : (X,d) — (X, d) uma fungdo continua e zy € X.
A sucessdo (z, )nen definida por x,, := f(x,—1) para todo o n € IN, se for convergente, tem como limite
um ponto fixo de f.

15.3. Definicdo. Uma fungao f : (X,d) — (Y,d’) diz-se uma contrac¢do se existir uma constante
k €]0, 1] tal que
(Vo,2' € X) d(f(2), f(z')) < kd(z,2").

15.4. Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Se (X, d) é um espago métrico completo e f : (X,d) — (X,d) uma contracgdo, entdo f tem um e um
sé ponto fixo.

15.5. Exercicios.

1. Seja f :]0,$[—]0, 3| definida por f(z) = 22. Mostre que f é uma contrac¢io mas nio tem

nenhum ponto fixo.

2. Considere a funcao f : [1,+oo[— [1,+oo] definida por f(z) = = + % Mostre que, se x # v,
|f(z) = f(y)| < |xr — y| e que f ndo tem nenhum ponto fixo, embora o espago [1,+oo] seja
completo.

3. Aplicando o Teorema do Ponto Fixo de Banach, prove que a equacao \/2 + /= = z tem uma

unica solugao em [1, +oo|.



