Topologia e Anélise Linear

1 Espacos Métricos

EXERCICIOS!

(1) (a) Verifique se d : R x R — R™ ¢ uma métrica em R:

(i). dz,y) = {

0 sex =1y

1+|lz—y| sex#y

(ii). d(a:,y):{ lz| + |y sex#y

0 sexr =y
(iii). d(z,y) = |2* - y?|

(iv). d(@,y) =|2° —y°|.

(b) Descreva as bolas abertas para cada uma das métricas da alinea anterior.

(2) Seja (X,d") um espago métrico. Verifique quais das fungoes d : X x X — R* definidas

em seguida sao métricas em X:
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(3) No conjunto das fungoes reais continuas definidas em [0, 1] considere as métricas p do

supremo e ¢ do integral.

(a) Calcule, para cada uma dessas métricas, d(sinx, cosz), d(z2,z) e d(1 — x,z?).

(b) Sejam f : [0,1] — R e g : [0,1] — R definidas por f(z) = 0 e g(x) = z. Dé
uma ideia geométrica da regido de R? onde se situam os graficos das funcdes que

pertencem a Bi(f) e a Bi(g) para a métrica p.

(c) Poderd dar uma ideia geométrica da regido de R? onde se situam os gréaficos das

fungdes de Bi(f) (ou de Bi(g)) para a métrica o? Justifique.

(4) No conjunto das fungdes reais e limitadas de dominio [0, 1] considere a métrica p do

supremo. Considere as funcgoes

f:00,1] — R e g¢g:[0,1] — R
r — 0 r — x

'Sempre que nada for dito em contrério, consideraremos R™ munido da métrica euclidiana. Assinalam-se

com (*) os exercicios de resolu¢ao eventualmente mais elaborada.
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(a) Calcule p(f,g). Qual a condigdo menos restrictiva que se deve impor ao nimero

real § para que g € Bs(f)?
(b) Seja F =1[0,1] x | —1,1[. O gréfico de g estd contido em F'?

(¢) Compare, relativamente a fungdes limitadas h : [0,1[— R, as duas condigoes

seguintes:
i. h € Bi(f); ii. Gr(h) C F.

(d) Dé uma ideia geométrica da regido de R? onde se situam os graficos das funcdes
que pertencem a Bi(f).

(5) Sejam (X, d) um espago métrico e = e y elementos de X.

(a) Prove que, se x e y forem distintos, existem bolas abertas disjuntas B e B’ tais que
reBeyeB.

(b) Sejam r e s niimeros reais positivos tais que B, (x) = B;s(y). Podemos entao concluir

que z = y ou que r = s? Justifique a sua resposta.

(6) Sejam (X, d) um espaco métrico e a um ponto de X. Mostre que:

(a) X = U Bn(a); (b) {CL} = m Br(a) = ﬂ B%(a);
n=1 r>0 n=1

(c) Brla] = () Bs(a) = () B,y1(a); (d) Br(a) = | Bslal.

s>r n=1 0<s<r

(7) Verifique se os seguintes subconjuntos de R sao abertos:
(a) N; (b) [1,2[U]2,3]; (c) {0} U{z:2® > 2}
(d) Q; (e) [5, 71U {8}; () {7:n € N}.
(8) Verifique se os seguintes conjuntos sio abertos em R?:

(a) 0, 1[>]0, 1[; (b) [0, 1[>]0, 1[; (c) {(z,y) e R? |z # y}y (d) R? \ N2,

(9) (*) Sejam X C R e C(X,R) o espaco métrico das funcoes continuas e limitadas, de X
em R, munido da métrica do supremo. Considere o subconjunto
A={f: X >R;Vz e X f(x)>0} deC(X,R). Mostre que:

(a) se X =10,1], entdo A é aberto.
(b) se X =]0, 1], entdo A nao é aberto.

(10) Considere a funcao
f*R — R

0 sex =0
T —
1+]z] sex#0
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Note que esta funcao é descontinua para a métrica usual em R. Verifique que, se d
é a métrica definida no Exercicio (1)(a)(i) (pag.1), entdo a funcao f : (R,d) — R é

continua.

(11) Considere em R a métrica usual d; e a métrica d definida em (1)(a)(ii) (pag.1). Verifique
se alguma das fungoes f,g : (R,d) — (R,d;) é continua, sendo

f(x):{o sex <0 o g(a:):{o sex <1

1 sex>0 1 sex>1.
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2 Espacos Topolbgicos
EXERCICIOS.

(1) Verifique quais das seguintes familias de subconjuntos sao topologias em X ={a, b, ¢, d, e}:

(a) Ti = {0, X,{a},{c,d},{a,c,d}, {bc,d,e}},
(b) 72 = {0, X, {a},{a, b}, {a, c}},

(¢) T5 = {0, X,{a,b},{a,c.d},{a,b,c,d}},

(d) T2 = {0, X, {a},{a,b,c},{a,b,c,d}}.

(2) Mostre que os seguintes conjuntos de partes de R nao sao topologias em R:

(a) T={0,R}U{]a,b[|a,b R, a <b}
(b) T ={0,R} U{lg, +oc[[ ¢ € Q}.
(3) Prove que a intersec¢ao de duas topologias num conjunto X ainda é uma topologia em

X, mas que a sua uniao nem sempre é uma topologia em X. O que poderemos dizer

acerca da interseccao de uma familia qualquer de topologias em X7
(4) Dé exemplo de duas topologias 71 e T3 num conjunto X tais que 71 € T e T2 7.

(5) (a) Mostre que as métricas di, da e doo definem a mesma topologia em R2.

(b) Verifique quais das métricas d definidas no Exercicio (2) (pég.1) sao topologica-

mente equivalentes a d’.

(c) Compare as topologias definidas em R pelas métricas do Exercicio (1) (pag.1).

(6) (*) Considere, no conjunto C([0, 1], R) das fung¢oes continuas de [0,1] em R, as métricas

p do supremo e ¢ do integral.

(a) Sendo 0 < r < 2, considere a funcao g : [0, 1] — R definida por

—4x

=2 4+4 sel0<zx
glx) =9 " .

2 se§§x
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Mostre que g € BZ(f)\ B{(f), onde f :[0,1] — R é a fungao definida por f(x) = 2.
(b) Conclua que p e o nao sao topologicamente equivalentes.

(¢) Mostre que 77 C T*.
(7) Mostre que todo o subespago de um espago discreto é discreto.

(8) Seja T a topologia usual em R.
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(a) Determine a topologia relativa Ty no conjunto N.

(b) Verifique se cada um dos seguintes subconjuntos de [0, 1] é aberto em [0, 1]:
181 i 13.3) i 10.3).
(9) Considere o conjunto 7 = {0} U {]a, +oo[|a € R} U {R}.
(a) Mostre que T é uma topologia em R.
(b) Determine a topologia relativa de [0, 1] induzida por (R, 7).
(10) Considere o conjunto 7o = {A|A C]—o00,0]} U {R}.
(a) Mostre que Ty é uma topologia em R.
(b) Determine a topologia induzida por Ty em | — oo, 0], ]0, +o0[ e [0, +o0].

(11) Prove que, se f: (X,T) — (Y, T') é continua, também o é f: (X, 71) — (Y, T{) sempre
queTCTieT{ CT.

(12) Prove que, se f : X — Y é constante, entdo f é continua em relacdo a quaisquer

topologias 71 em X e T em Y.

13) Considere a topologia 7T definida no Exercicio (9). Verifique se as funcoes
(13) polog q G
fr9: (R, T)— (R, T) definidas por f(z) =23 e g(x) = 2? sdo continuas.

(14) Verifique se as fungoes f,g : (R,79) — (R, 7p), com f(x) = |z| e g(z) = —|z| sao

continuas, onde Ty é a topologia definida no Exercicio (10).

(15) Considere R munido da topologia usual. Mostre que, se toda a funcéo f: (X,7) > R é

continua, entdo 7 é a topologia discreta em X.

(16) Sejam f : (X,7T) — (Y,7') uma fungao continua, A um subconjunto de X e f4 a
restricao de f a A.

(a) Mostre que, se T4 é a topologia relativa definida em A por T, entao fa: (A, Ta) —

(Y, T") é continua.

(b) Encontre um exemplo que mostre que o resultado reciproco é falso.
17) Mostre que:
( q

(a) O intervalo [a,b] (a,b € R, a < b) é homeomorfo ao intervalo [0, 1].
(b) Qualquer intervalo aberto de R é homeomorfo a R.

(c¢) O intervalo [0,1] ndo é homeomorfo ao intervalo ]0, 1].
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3 Bases e sub-bases

EXERCICIOS.
(1) Mostre que B ={]r,s[; r,s € Q, r < s} é uma base da topologia euclidiana em R.

(2) Verifique se S = {{a}, {8}, {a, B,7},{a, B,0}} é uma base para uma topologia em W =

{a, 8,7,0} e, em caso afirmativo, determine essa topologia.

(3) Seja X ={a,b,c,d,e}. Construa a topologia gerada por U quando:

(a) U = {0, {a}, {b, e} }; (b) U = {{a},{b,c},{a,b,e}}.
(4) Determine a topologia em R gerada por S = {[z,z + 1];z € R}.
(5) Considere em R a topologia usual 7 e a topologia T’ que tem como base
B ={la,bl;a,b € R,a < b}.
Mostre que 7 é menos fina do que 7.

(6) Sejam (X,7) um espago topolédgico e f : X — [0,1] uma aplicacdo. Mostre que, se
f~t(Ja,1]) e f71([0,b]) sao abertos de X para todo o a,b €]0, 1], entdo f é continua.

(7) Seja X um espago topoldgico. Mostre que, para que uma fungao f : X — R seja continua
é necessario que os conjuntos {r € X : f(z) >0} e {z € X : f(x) < 0} sejam abertos.

Sera suficiente?
(8) Considere o conjunto Top = {0} U{R} U {(—a,a)|a € R}.

(a) Mostre que Ty é uma topologia em R.
(b) Verifique se {(—a,a)|a € Q} é uma base para a topologia 7.
(c) Considere as fungoes f,g: R — R definidas por f(x) = |z|, g(z) = 2?. Designando

por T a topologia euclidiana, verifique se sao continuas quando:
(). f,9: (R, T0) = (R, To);

(i) f,9: (R,T) = (R, T5);
(iii). f,g: (R, To) — (R, 7).




