Topologia e Anélise Linear

1 ESPACOS METRICOS

EsPAGO METRICO
Um par (X, d) diz-se um espaco métrico se X for um conjunto e d : X x X — R for uma aplicagao

que verifica as seguintes condicoes, quaisquer que sejam x,y, z € X:
(1) d(z,y) =0 se e s6 se x = y;
(2) d(z,y) = d(y,z);

(3) d(z,2) < d(x,y) +d(y, 2).

[A funcdo d chama-se métrica e aos elementos de X pontos do espago métrico; a condi¢do (3)

designa-se por desigualdade triangular.]

Note que, ao verificar (3), basta-nos considerar trés pontos distintos z,y,z € X, uma vez que, se

dois deles coincidirem, o resultado é trivial ou segue imediatamente de (1).

BorA ABERTA E BoLA FECHADA

Dados um (X, d) um espago métrico, a € X e r > 0, os conjuntos
B.(a):={x € X;d(x,a) <r} e Bya]:={x€ X;d(x,a) <r}

designam-se, respectivamente, por bola aberta e bola fechada de centro a e raio 7.

EXEMPLOS.

0 sex=y

(1) Se X é um conjunto, d: X x X — R*, definida por d(x,y) = { o
1 caso contrario,

é uma métrica. [métrica discretal

(2) Em R™ (n € N) podemos definir diversas métricas:

(a) di(a,b) = |a;i — b,
i=1

Z(&i - bi)?, [métrica euclidiana]

onde a = (ai)izl s b= (bi)izlf‘.,n € R™.

,

(3) Se (X,d) e (Y,d') sao espagos métricos, podemos definir em X x Y as métricas

(a) di((w1,91), (22, 2)) = d(w1,22) + d' (Y1, Y2),
(b) da((1,21), (w2, 92)) = (d(21, 22)* + d'(y1,12)*) %,

(¢) deo((w1,91), (22, y2)) = max{d(z1,z2),d (y1,92)},

o

onde (x1,y1), (x2,y2) € X x Y.
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(4) Se A é um subconjunto de X e d é uma métrica em X, a restricdo d4 de d a A x A é uma

métrica em A.
[Diz-se entdo que (A, d4) é um subespaco métrico de (X, d).]
(5) Sejam a,b € R. No conjunto das fungoes limitadas de [a, b] em R podemos considerar a métrica
p definida por
p(f,g) == sup {|f(z) — g(2)[; z € [a,b]},
onde f, g : [a,b] — R sao fungoes limitadas.
[Esta métrica chama-se habitualmente métrica do supremo, e o espago métrico designa-se por

L([a,b],R).]

(6) Como toda a fungdo continua de [a,b] em R é limitada, podemos considerar ainda o subes-
paco métrico de L([a,b],R) das fungoes continuas de [a,b] em R, que se costuma denotar por

C([a,b],R), ou simplesmente por Cla, b].

(7) No conjunto das fungoes continuas de [a,b] em R podemos ainda considerar a métrica

b
o(f.g) = / () — ga)] d.

[métrica do integral]

CONJUNTO LIMITADO/FUNGAO LIMITADA

Um subconjunto A de um espago métrico (Y, d) diz-se limitado se existirem a € Y e r > 0 tais que
d(y,a) < r qualquer que seja y € A. Uma fungdo f : X — (Y,d) diz-se limitada se f(X) for um
subconjunto limitado de (Y, d).

EXEMPLO.

(8) Se X é um conjunto e (Y, d) um espago métrico, podemos considerar o espago métrico L(X, (Y, d))

das fungoes limitadas de X em (Y, d) munido da métrica do supremo

p(f,g) :==sup {d(f(z),g(z)); r € X}.

FuNngAo CONTINUA
Sejam (X, d) e (Y,d’) espagos métricos e f : X — Y uma fungdo. Diz-se que f : (X,d) — (Y,d') é

uma funcdo continua em a € X se
(Ve >0) (36 >0) : (VoeX) d(x,a) <d = d(f(x), f(a)) <e.

f:(X,d) = (Y,d') diz-se uma fung¢do continua se for continua em todo o ponto x de X.

Na definicao de funcao continua em a € X as bolas abertas sao essenciais. De facto:
[Uma fungdo f: (X,d) — (Y,d) é continua em a € X se e sé se

(Ve >0) (36 >0) : f(Bs(a)) € B:(f(a))]
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As bolas abertas tém uma propriedade interessante:

Se x € By(a) entdo existe s > 0 tal que Bs(z) C B, (a).

ABERTO

Se (X,d) é um espago métrico e A C X, A diz-se um subconjunto aberto de (X, d) se

(Vz e A) (3s >0) : Bs(z) C A

Ja sabemos que toda a bola aberta é um aberto. H4 no entanto abertos que nao sao bolas abertas.
Por exemplo, |0, +oo[ é um subconjunto aberto de R (com a métrica euclidiana) embora nao seja
uma bola aberta.

E f4cil verificar que os abertos de um espaco métrico (X, d) tém as seguintes propriedades:
(1) 0 e X sao subconjuntos abertos de (X, d);
(2) se A e B sao subconjuntos abertos de (X, d), entao também AN B o ¢é;

(3) se I é um conjunto e (A;);cr é uma familia de subconjuntos abertos de (X, d), entao U A; é
i€l
ainda um aberto de (X, d).
Note-se que, uma vez que a intersecgao de dois abertos é um aberto (Propriedade 2), também qual-
quer interseccao finita de abertos é um aberto. Nao podemos no entanto generalizar esta propriedade
ao caso de uma familia qualquer de abertos: ha familias (infinitas) de abertos cuja intersec¢ao nao

11
¢é aberta. Por exemplo, ﬂ ] -, = [ = {0} nao é um aberto em R.
neN nen

Proposicao. Um subconjunto de um espaco métrico € aberto se e so se € reunido de bolas abertas.

Demonstracao. Como cada bola aberta é um aberto e estes sao estaveis para a reuniao, conclui-se
imediatamente que a reuniao de bolas abertas é aberta.
Reciprocamente, se A C X é aberto, entao, para cada a € A, existe d, > 0 tal que By, (a) C A.

Logo A C U Bs,(a) C A, e obtemos a igualdade pretendida. m
acA

O estudo dos subconjuntos abertos de um espago métrico ¢é justificado pelo seguinte resultado.

Proposigao. Sejam (X,d) e (Y,d') espagos métricos e f: X — Y uma fungao.

(1) f:(X,d) = (Y,d') é continua em a € X se e sd se, para cada subconjunto aberto V de (Y,d)
ao qual f(a) pertenga, existir um aberto U de (X,d) tal que a € U e f(U) C V.

(2) A fungao f : (X,d) — (Y,d') € continua se e sd se todo o subconjunto aberto de (Y,d') tiver

como imagem inversa por f um subconjunto aberto de (X,d).

Demonstragdo. (1) (=) Seja V um aberto de Y ao qual f(a) pertence. Por defini¢do de aberto,

existe € > 0 tal que B:(f(a)) C V. Da continuidade de f em a conclui-se entao que existe § > 0
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tal que f(Bs(a)) C B:(f(a)). Logo, considerando U = Bs(a), obtemos f(U) C B.(f(a)) €V, como
pretendido.

(<) Seja e > 0. A bola aberta B:(f(a)) é em particular um aberto ao qual f(a) pertence. Logo,
por hipdtese, existe um aberto U de X tal que a € U e f(U) C B.(f(a)). Por defini¢ao de aberto
existe 6 > 0 tal que Bs(a) C U. Finalmente temos f(Bs(a)) C f(U) C B:(f(a)).

(2) (=) Sejam V um subconjunto aberto de Y e a € f~1(V). Como V é aberto e f(a) € V, existe
e > 0 tal que B.(f(a)) C V. Logo existe § > 0 tal que Bs(a) C f~1(V) e podemos entdao concluir
que f~1(V) é um aberto de X.

(<) Sejam a € X e e > 0. Como B:(f(a)) é um aberto de Y, da hipétese segue que
f~Y(B.(f(a))) é um aberto de X. Como a € f~(B.(f(a))), pela definicio de aberto existe § > 0
tal que Bs(a) € f~1(B:(f(a))), o que é equivalente a f(Bs(a)) C B.(f(a)). Logo, f é continua em

a. ]

2 ESPACOS TOPOLOGICOS

TOPOLOGIA

Dado um conjunto X, um subconjunto 7 de partes de X diz-se uma topologia em X se
(1) eTeXeT,
(2) se A,B €T entao ANBE€T;

(3) se (A;)ier for uma familia de elementos de T, entao (J;c; 4; € T.

[Ao par (X, T) chama-se espago topolédgico. Os elementos de 7 dizem-se os abertos do espago
topoldgico (X, T).]

FUNCAO CONTINUA
Se (X,T) e (Y, T') sao espagos topoldgicos e f: X — Y é uma funcdo, f: (X,T) — (Y, T")

(1) diz-se continuaema € X se: (VW e€T') f(a) eV = (U ET) : acUe f(U)CV;

(2) diz-se continua se: (VV € T') f~}(V)eT.

Proposi¢ao.  Se (X, T), (Y,T') e (Z,T") sao espagos topoldgicos e f : (X, T) — (Y, T') e
g: (Y, T") — (Z,T") sdo fungoes continuas, entio a sua composicio go f : (X, T) — (Z,T") é

ainda uma funcdo continua.
EXEMPLOS.

(1) Se (X,d) é um espaco métrico e T é o conjunto dos abertos definidos pela métrica d, entao
(X, T) é um espaco topolégico. Por exemplo, a métrica euclidiana em R™ define uma topologia

em R"™, a que se chama topologia euclidiana.
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(2) Em qualquer conjunto X podemos definir:
(a) a topologia discreta 7 := P(X), em que todo o subconjunto de X é aberto (induzida pela
métrica discreta);
(b) a topologia indiscreta (ou topologia grosseira) 7 := {0, X }.

(3) Se X é um conjunto qualquer, 7 = {A C X | X \ A é um conjunto finito} é uma topologia em

X, a que se da o nome de topologia cofinita.

(4) Seja (X,7T) um espago topolégico. Dado um subconjunto Y de X, Ty :={UNY ;U €T} é
uma topologia em Y. A esta topologia chama-se topologia relativa — ou topologia de subespaco
—em Y induzida por T.

ESPACO TOPOLOGICO METRIZAVEL
Um espaco topolégico cuja topologia seja exactamente o conjunto dos abertos definidos por uma

métrica diz-se um espaco topoldgico metrizavel.

[ Note-se que: Duas métricas diferentes num conjunto X podem definir a mesma topologia:

métricas topologicamente equivalentes. |

Proposigao. Se d e d' sio métricas num conjunto X, d e d' sdo topologicamente equivalentes se
(Xa d) — (Xa d/) € (Xa d/) — (X7 d)
— r — x

e so se as fungoes sao continuas.

Lema. Se (X,7T) € um espago topoldgico e Ty € a topologia de subespaco em'Y C X, entdo a
Y, Ty) — (X,7)
y — Yy

fungdo inclusdo € continua.

Proposigao. Sejam (X, T) e (Y, T") espagos topolégicos e f : X — Y uma fungao.
(1) Se T € a topologia discreta, f: (X, T)— (Y,T') € continua.

(2) Se T’ € a topologia indiscreta, f: (X, T)— (Y,T') € continua.

TOPOLOGIAS COMPARAVEIS
No conjunto das topologias de um conjunto X podemos definir uma relacdo de ordem do seguinte
modo: se T e T’ sao topologias em X, T < T’ se T C T'. Nesse caso diz-se que 7 é uma topologia

menos fina do que 7’ e que 7’ é uma topologia mais fina do que 7.

OBSERVAGOES.

(1) Se T e T’ sdo topologias em X, dizer que T é mais fina do que T’ é equivalente a dizer que a
funcao identidade (X, 7) — (X, T’) é continua.

(2) A topologia discreta é mais fina do que qualquer outra topologia que se possa definir no

conjunto X, enquanto que a topologia indiscreta é menos fina do que qualquer outra.
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HOMEOMORFISMO/ESPACOS HOMEOMORFOS
Sejam (X, 7) e (Y, T’) espacos topoldgicos.

(1) Uma fungao f : (X,7) — (Y,T’) diz-se um homeomorfismo se for uma funcao continua,

bijectiva, com fungao inversa g : (Y,7’) — (X, T) continua.

(2) Se existir um homeomorfismo f : (X, 7T) — (Y, T’) diz-se que os espac¢os topoldgicos (X, T) e
(Y, T") sao homeomorfos.
EXEMPLOS. Como subespagos de R, sdo homeomorfos: [0,1] e [a,b] (com a,b € Re a <b);]0,1] e
[1,400[; R e ]0, +o0].

3 Bases e sub-bases

BASE
Um subconjunto B de uma topologia 7 num conjunto X diz-se uma base da topologia 7 se todo o

elemento de 7 for uma reuniao de elementos de B; isto é

T = {U Bi | (B;)ier ¢ uma familia de elementos de B}.
i€l

Lema. Se (X,7T) é um espago topoldgico, entao B é uma base de T se e so se, para todo o aberto
A, se verificar (Vze A)(3BeB) : € BC A
EXEMPLOS.

(1) Se (X,d) é um espacgo métrico e T é a topologia definida pela métrica d, entdao o conjunto
B={B,(x)|r >0, z € X} é uma base para a topologia 7T .
[Em particular, os intervalos abertos limitados formam uma base para a topologia euclidiana em

R/

(2) Um conjunto B de partes de X é uma base para a topologia discreta em X se e s6 se, para
todo o ponto x de X, {z} € B.

Proposicao. Dados um conjunto X e um subconjunto S de P(X), o conjunto T constituido pelas

reunides quaisquer de intersecgoes finitas de elementos de S € uma topologia em X.

SUB-BASE
Se S e T estao nas condicoes da proposicao anterior, diz-se que S é uma sub-base de 7, e que T é a

topologia gerada por S.

[A topologia gerada por S é portanto a topologia menos fina que contém S.]
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EXEMPLOS.

(1) Toda a base de uma topologia é em particular uma sub-base.
(2) {Ja,a+ 1[|a € R} é uma sub-base da topologia euclidiana em R [mas ndo é uma base].
(3) A topologia euclidiana em R é gerada por S = {|a, +o0[; a € R} U{] — 00, b[; b € R}.

(4) Qualquer que seja X, {X \ {z} |z € X} é uma sub-base da topologia cofinita em X.

Proposigao. Se (X,T) e (Y,T') sio espagos topoldgicos e S é uma sub-base de T', entao uma
fungio f: (X, T)— (Y, T') é continua se e sé se toda a imagem inversa, por f, de um elemento de
S for um aberto em (X, T).

Proposicao. Sejam X um conjunto e S C P(X). As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) S é uma base para uma topologia em X .

(i) (B1) X = |} B;
BeS
(BQ) (VBl, By € S) (VQZ € BN Bg) (ElBg € S) . x € B3 C BN Bs.
Proposicao. Sejam (X, T) um espago topoldgico e Ty a topologia relativa em 'Y C X.

(1) Se B € base da topologia T, entao By :={BNY ; B € B} é uma base da topologia Ty .

(2) Se S € sub-base de T, entdao Sy :={SNY ;S €S} é uma sub-base da topologia Ty .

4 Vizinhancas

VIZINHANCA
Sejam (X, 7T) um espago topolégico e a um ponto de X. Diz-se que um subconjunto V' de X é uma

vizinhanca de a se existir um aberto A tal que a € A C V.

Designaremos o conjunto das vizinhangas de z em (X, 7) por V,.

EXEMPLOS. Seja (X,7) um espago topolégico.
(1) Qualquer que seja xz € X, X € V,.
(2) Se A é aberto e x € A, entao A € V,.

(3) Se T ¢ a topologia discreta, entao, quaisquer que sejam Y C X ez €Y, Y € V,.

Proposicao. Um conjunto A C X € aberto se e so se € vizinhanc¢a de todos os seus pontos.

Proposicao. Se (X,T) é um espaco topoldgico e x € X, entao:
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(1) Vo #D eV eV, = azeV;
(2) VeV, e WDV = WeV,;

(3) VVWEeV, = VAW € V,;

Proposicao. Seja f: (X, T)— (Y,T') uma func¢do.

(1) f € continua em a € X se e s se a imagem inversa por f de qualquer vizinhanga de f(a) é

uma vizinhanca de a.

(2) f € continua se e s6 se, para todo o x € X, a imagem inversa por f de qualquer vizinhang¢a

de f(x) € uma vizinhanca de x.

SISTEMA FUNDAMENTAL DE VIZINHANCAS
Sejam (X, 7) um espago topoldgico e x € X. Um subconjunto U, de V, diz-se uma base de
vizinhancas de x ou sistema fundamental de vizinhancas de x se, para cada V € V,, existir U € U,

tal que U C V.

EXEMPLOS.

(1) Se T for uma topologia em X definida por uma métrica d, entao o conjunto das bolas abertas

centradas em = € X é um sistema fundamental de vizinhangas de .

(2) Se T for a topologia discreta em X, entdo o conjunto singular U, = {{z}} é um sistema

fundamental de vizinhancas de = € X.

Proposigao. Sejam (X, T) um espago topoldgico e Ty a topologia relativa em'Y C X.

(1) Se x € Y eV, € o conjunto das vizinhangas de x no espago topoldgico (X, T), entao V. :=
{VNY,; VeV,} éo conjunto das vizinhangas de x em (Y, Ty).

(2) Sex €Y elU, € um sistema fundamental de vizinhangas de x no espago topolégico (X, T),

entio U, :={UNY ; U € Uy} € um sistema fundamental de vizinhancas de x em (Y, Ty).

5 Subconjuntos fechados de um espaco topolégico

FECHADO
Um subconjunto A de um espago (X, 7T ) chama-se fechado se o seu complementar for aberto.

Proposicao. Um subconjunto F de P(X) é o conjunto dos subconjuntos fechados de um espago

topoldgico (X,T) se e sd se verifica as sequintes condigies:

(1) Ve F eX e F;



