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Resumo: Faz-se uma curta introdução à teoria dos sistemas lineares em
grafos. Descreve-se o Teorema de Riemann–Roch num grafo. Estuda-se o
conceito de gonalidade de um grafo e, em particular, calcula-se a gonalidade
de um grafo bipartido completo.

Abstract: This article consists of a short introduction to the theory of
linear systems on graphs. We describe the Riemann–Roch theorem and
we study the concept of gonality of graphs. In particular, we compute the
gonality of a complete bipartite graph.
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1 Introdução
A noção de sistema linear num grafo surgiu recentemente, ligada à geome-
tria algébrica. Esta ligação, descrita por Baker em [Ba], tem potenciado o
rápido crescimento desta nova área da combinatória. De entre as aplica-
ções salientamos as novas demonstrações do Teorema de Brill–Noether e do
Teorema de Gieseker–Petri. (Cf. [CDPR] e [JePa], respetivamente).

O objetivo deste trabalho é fazer uma breve introdução à teoria dos
sistemas lineares em grafos. Na Secção 2 descreveremos as noções de divisor,
equivalência linear e sistema linear num grafo. A Secção 3 é dedicada à

Boletim da SPM 74, Novembro 2016, pp. 45-59



46 Sistemas lineares em grafos

demonstração do Teorema de Riemann–Roch num grafo, resultado esse que,
tal como na geometria algébrica, ocupa aqui um lugar central. Finalmente,
na Secção 4, faremos um breve estudo da gonalidade de grafos. À exceção
da Proposição 4.5, cuja demonstração é original, embora o resultado possa
ser encontrado na literatura, todos os resultados na nossa exposição são
retirados das referências indicadas.

2 Preliminares
Denotaremos por G um grafo (finito) simples com n vértices. O conjunto
dos vértices será denotado por VG e o conjunto das suas arestas por EG.
Salvo menção em contrário, G supõe-se sempre conexo.

Definição 2.1 (Divisores de G). Denotemos por Div(G) o grupo abeliano
livre gerado por VG. Os elementos de Div(G) designam-se por divisores de
G. Dado D ∈ Div(G) denota-se por D(v) o coeficiente de v em D. O divisor
D diz-se efetivo se D(v) ≥ 0, para todo v ∈ VG.

Fixemos uma ordenação dos vértices VG = {v1, . . . , vn}. O isomorfismo
Div(G) ' Zn permite identificar um divisor D = α1v1 + · · ·+αnvn ∈ Div(G)
com o vetor-coluna u = (α1, . . . , αn)t.

Definição 2.2 (Matriz laplaciana e equivalência linear). A matriz laplaci-
ana de G é uma matriz n × n sobre os inteiros dada por L = D − A, onde
D é a matriz diagonal n × n para a qual Dii é o grau do vértice i e A é a
matriz de adjacência de G, isto é, a matriz n × n para a qual Aij = 1 se
existe uma aresta entre o vértice i e o vértice j, e 0 caso contrário. Sejam
D1, D2 ∈ Div(G) divisores. Dizemos que D1 é linearmente equivalente a D2
e escrevemos D1 ∼ D2, se, para os vetores u1 e u2 com os quais se identifi-
cam D1 e D2, respetivamente, existe u ∈ Zn tal que u1 −u2 = Lu. O vetor
u designa-se por vetor de instruções.

Deixamos ao cuidado do leitor a verificação de que a relação estabelecida
na definição anterior é uma relação de equivalência.

Ilustremos a definição de equivalência linear no caso em que
D1 ∼ D2, com vetor de instruções u = ui, o vetor unitário associado a
vi ∈ Div(G). Pela definição de matriz laplaciana, Lui corresponde ao divi-
sor rvi − (vj1 + · · ·+ vjr ), onde vj1 , . . . , vjr são os r vizinhos de vi. Tem-se
então:

D1 = D2 + rvi − (vj1 + · · ·+ vjr )
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e logo D1 e D2 diferem apenas nos vértices vi, vj1 , . . . , vjr . De facto, pode
interpretar-se a mudança como a operação de subtrair uma unidade a
cada um dos coeficientes dos vértices vj1 , . . . , vjr em D2 e adicionar o to-
tal (que é r) ao coeficiente de vi. Se o vetor de instruções for βiui então
D1 = D2 + βi(rvi − (vj1 + · · ·+ vjr )) e isso corresponde a subtrair aos coe-
ficientes de cada um dos vértices vj1 , . . . , vjr em D2 o inteiro βi e adicionar
o inteiro βir ao coeficiente de vi. No caso geral podemos decompor o vetor
de instruções u = (β1, . . . , βn) = β1u1 + · · · + βnun e realizar a diferença
entre D1 e D2 como o resultado da sequência de operações elementares que
correspondem aos vetores de instruções β1u1, . . . , βnun.

Definição 2.3. Seja D ∈ Div(G). O grau de D é deg(D) =
∑
v∈VG

D(v).

Como se verifica facilmente, o grau do divisor não é alterado por
uma operação elementar. Deduz-se então que se D1 ∼ D2 então
deg(D1) = deg(D2).

Exemplo 2.4 (Jogo de Biggs). Suponhamos que é dado D ∈ Div(G). En-
tão D induz nos vértices de G uma configuração inicial para um jogo de
fichas (solitário) sobre G. Os coeficientes positivos de G são representa-
dos por igual número de fichas brancas sobre o correspondente vértice. Os
coeficientes negativos são representados por fichas pretas sobre o correspon-
dente vértice em número igual ao módulo do coeficiente do vértice. Sobre
os vértices cujo coeficiente em D é nulo não há fichas. As jogadas possíveis
coincidem com as operações elementares descritas anteriormente, i.e., dado
β > 0 e vi ∈ VG é possível transferir β fichas de uma dada cor de vi para
cada um dos seus vizinhos. (Caso seja necessário podemos criar as fichas da
cor necessária para a jogada desejada adicionando no vértice em causa um
número igual de fichas brancas e fichas pretas.) O objetivo do jogo (quando
for possível) é, partindo da configuração inicial, chegar a uma configuração
em que todas as peças sejam brancas.

Um jogo de Biggs completado com sucesso corresponde a uma sucessão de
divisores linearmente equivalentes, começando com um divisor não-efetivo
e terminando com um efetivo. Trata-se pois de resolver o problema de
encontrar na classe de equivalência do divisor da configuração inicial um
divisor efetivo. Ora se o grau da configuração inicial for negativo isso é
claramente impossível, uma vez que o grau de um divisor efetivo não é
negativo. Por outro lado, se o grau da configuração inicial não for negativo
nada garante que exista um divisor efetivo na classe de equivalência. É o
problema de decidir quando é que isso acontece que motiva a definição de
divisor reduzido num vértice; definição essa que daremos adiante.
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Definição 2.5. Seja S = {vi1 , . . . , vik} um conjunto de vértices de G, seja
D ∈ Div(G) um divisor e seja β ∈ Z, um inteiro. (i) O divisor que resulta
de disparar S com carga β é o divisor linearmente equivalente a D dado por
D + Lu onde u = −β(ui1 + · · ·uik). (ii) Dado v ∈ S, define-se outdegS(v)
como sendo o número de arestas que partem de v para vértices w ∈ VG\S.

Observe-se que o divisor que se obtém disparando em D um con-
junto de vértices S com carga β pode ser obtido percorrendo os vérti-
ces de S e para cada um, digamos v, subtraindo β outdegS(v) unidades
ao seu coeficiente e adicionando β unidades a cada um dos seus vizinhos
que estiverem fora de S.
Definição 2.6 (Divisor reduzido). Dado D ∈ Div(G), um subconjunto
S ⊂ VG diz-se instável em D se o divisor D′ que se obtém disparando S com
carga 1 em D satisfizer D′(w) ≥ 0, para todo o w ∈ S. No caso contrário,
S diz-se estável em D. Seja v ∈ VG um vértice qualquer. D diz-se reduzido
em v se (i) D(w) ≥ 0, para todo o w ∈ VG\v, e (ii) todo o subconjunto
S ⊂ VG\v é estável.

Notemos que S ⊂ VG é instável em D se e só se para cada v ∈ S,
outdegS(v) ≤ D(v).
Exemplo 2.7. Consideremos K2,3, o grafo bipartido completo com a par-
tição de VG dada por VG = A t B = {v1, v2} t {v3, v4, v5}. Consideremos
o divisor D = −v1 + 2v2. Mostremos que D é reduzido em v1. Comecemos
por notar que D(w) ≥ 0, ∀w ∈ VG\v1. Falta agora verificar que todo o
subconjunto S ⊂ VG\v1 é estável em D. Suponhamos que S ⊂ VG \ v1, não
vazio, é instável. Então v3, v4, v5 6∈ S, pois estes vértices são adjacentes a
v1. Consequentemente, v2 6∈ S, pois os seus vizinhos não pertencem a S,
o que é um absurdo. Notemos que D não é reduzido em qualquer um dos
outros vértices pela simples razão que o coeficiente de v1 é negativo.
Proposição 2.8 ([BaNo]). Seja D ∈ Div(G) e v ∈ VG. Então existe um e
um só divisor, linearmente equivalente a D, que é reduzido em v.
Demonstração. Comecemos por provar a existência do reduzido. Dado
w ∈ VG denotemos por d(w, v) o comprimento do menor caminho entre w e
v. Para cada k ≥ 1 seja Vk o subconjunto de VG \ v dado por

Vk = {w ∈ VG \ v : d(w, v) = k}

e seja V0 = {v}. Então VG =
⊔∞
i=0 Vk. De facto, como Vk ∩ Vr = ∅, para

k 6= r, deduz-se que existe m tal que Vk = ∅, para todo o k > m. Adicio-
nalmente, tomando m o menor dos inteiros com esta propriedade mostra-se
que Vk 6= ∅, para todo o k ≤ m.
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Usando esta decomposição de VG, é possível obter um divisor D†, linear-
mente equivalente a D, que satisfaz D†(w) ≥ 0, para todo o w ∈ VG \ v,
fazendo correr o seguinte algoritmo:

1. Com k = m−1, disparem-se os vértices de Vk suficientemente, até que
o divisor Dk que se obtém satisfaça Dk(w) ≥ 0, para todo o w ∈ Vk+1.

2. Repita-se o passo (1) sucessivamente, com k = m− 2,m− 3, . . . , 0.

Como cada iteração do passo (1) é finita, este algoritmo termina. O
divisor, D†, que se obtém no final do algoritmo é linearmente equivalente a
D. É fácil ver que ao final de cada iteração de (1) os coeficientes de Vk+1,
Vk+2, . . . são positivos. Logo D†(w) ≥ 0 para todo o w ∈ VG \ v.

Fixemos uma ordenação S1,S2, . . . dos subconjuntos não vazios de
VG \ v. O algoritmo seguinte permite calcular, a partir de D† um divisor
D∗ linearmente equivalente a D† que é reduzido em v.

1. Seja k ≥ 1 o menor k para o qual Sk é instável em D†. Dispare-se Sk
com carga 1 em D†. Seja D′ o divisor obtido.

2. Repita-se o passo (1) com D† = D′.

O algoritmo termina quando não for possível executar (1). Ele produz um
divisor linearmente equivalente a D† (e logo a D) que não possui subcon-
juntos de vértices S ⊂ VG \ v instáveis, pelo que, por definição, é um divisor
reduzido em v.

Provemos que este algoritmo termina. Mostremos por indução em k ≥ 1
que cada vértice em Vk é disparado um número finito de vezes. De cada vez
que um vértice w ∈ V1 é disparado, uma unidade do respetivo coeficiente
no divisor corrente é transferida para o coeficiente de v e, nas iterações
seguintes, já não regressa aos coeficientes dos vértices em VG \ v. Logo os
vértices de V1 são disparados um número finito de vezes. Suponhamos, por
hipótese de indução, que os vértices de Vk são disparados um número finito
de vezes e seja w ∈ Vk+1. Seja u ∈ Vk um vizinho de w no caminho de menor
comprimento que liga w a v. De cada vez que w for disparado é transferida
uma unidade do respetivo coeficiente no divisor corrente para o coeficiente
de u. Como u é disparado um número finito de vezes após a última iteração
em que este for disparado, w só poderá disparar também um número finito
de vezes.

Finalmente mostremos que o reduzido de um divisor a respeito de um
vértice v é único. Suponhamos que D1 e D2 são dois divisores reduzidos
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em v, linearmente equivalentes. Sejam u1,u2 os vetores correspondentes e
u um vetor tal que u2 = u1 + Lu. Escrevamos u = (u1, . . . , un)t. Supo-
nhamos, com vista a um absurdo, que D1 6= D2. Então Lu 6= 0 e logo
entre u1, . . . , un há dois inteiros distintos. Seja u∗ = max {u1, . . . , un} e seja
I = {i : ui = u∗} = {i1, . . . , ir}. Consideremos o conjunto de vértices:

S = {vi1 , . . . , vir} .

Trocando D1 com D2, se necessário, podemos supor que v 6∈ S. Seja vik ∈ S
e sejam {vj1 , . . . , vjs} os seus vizinhos. Como D2 = D1 + Lu obtém-se:

D2(vik) = D1(vik) + suik − uj1 − · · · − ujs
= D1(vik) + (u∗ − uj1) + · · ·+ (u∗ − ujs).

Ora, na expressão (u∗ − uj1) + · · · + (u∗ − ujs) cada parcela é ≥ 0 e é
estritamente maior que zero exatamente quando o elemento correspondente
de {vj1 , . . . , vjs} não pertence a S. Deduz-se então que

D2(vik) ≥ D1(vik) + outdegS(vik) ≥ outdegS(vik),

ou seja, que S é instável em D2, o que é um absurdo.

Denotaremos o reduzido de um divisor D ∈ Div(G) em v por red(D, v).
O facto que para cada v ∈ VG existe um único divisor reduzido em v li-
nearmente equivalente a D permite responder à questão introduzida ante-
riormente de saber quando é que existe, na classe de equivalência de D,
um divisor efetivo. Se um tal divisor existe, então ele pode ser usado para
calcular o reduzido em v que, pelo algoritmo descrito na demonstração da
proposição anterior, é necessariamente efetivo. Obtém-se assim a seguinte
proposição.

Proposição 2.9. Seja D ∈ Div(G) e v ∈ VG. Então D é linearmente
equivalente a um divisor efetivo se e só se red(D, v) for efetivo.

Como aplicação, notemos que, pelo que foi dito no Exemplo 2.7, o divisor
−v1 + 2v2 no grafo G = K2,3 não é linearmente equivalente a um divisor
efetivo, uma vez que ele mesmo é reduzido em v1 e não é efetivo. Notemos
que isto implica que para o grafo K2,3 o jogo de Biggs com a configuração
inicial correspondente a −v1 + 2v2 é impossível.

Definição 2.10. Seja D ∈ Div(G). O sistema linear associado a D, que
se denota por |D| é o conjunto de todos os divisores efetivos linearmente
equivalentes a D. Isto é,

|D| = {D′ ∈ Div(G) : D′ ≥ 0, D′ ∼ D} .
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A dimensão de |D| é −1 se |D| = ∅, ou, no caso contrário, é o maior
inteiro k tal que, para todos os divisores efetivos E de grau k, D − E seja
linearmente equivalente a um divisor efetivo. A dimensão de |D|, que não
depende do divisor escolhido em |D| denota-se por r(D). O grau de |D| é,
por definição, deg(D), que é o grau de todos os divisores em |D|.

Como já observámos, se deg(D) < 0 deduz-se que r(D) = −1. O mesmo
tipo de raciocínio permite concluir que se r(D) 6= −1 então necessariamente
deg(D) ≥ r(D). No entanto, deg(D) ≥ 0 não garante que r(D) 6= −1;
tome-se, por exemplo, D = −v1 + 2v2 no grafo bipartido completo K2,3,
como vimos anteriormente.

Notemos que a Proposição 2.9 pode ser reformulada usando a termino-
logia introduzida na definição anterior: r(D) ≥ 0 se e só se, dado v ∈ VG,
red(D, v) for efetivo. Os divisores com r(D) ≥ 1 também podem ser ca-
racterizados usando a noção de reduzido, como se mostra na proposição
seguinte.

Proposição 2.11. Seja D um divisor de um grafo G. Então r(D) ≥ 1
se e só se para todo o v ∈ VG, red(D, v) é efetivo e o coeficiente de v em
red(D, v) é positivo.

Demonstração. Suponhamos que para todo o v ∈ VG, red(D, v) é efetivo e
o coeficiente de v neste divisor é positivo. Então, para cada v, red(D, v)− v
é efetivo. Como temos D − v ∼ red(D, v) − v conclui-se que D − v é line-
armente equivalente a um divisor efetivo. Logo r(D) ≥ 1. Reciprocamente,
suponhamos que r(D) ≥ 1 e seja v ∈ VG. Como o reduzido em v é único,
podemos, sem perda de generalidade, supor que D é efetivo. Pela Pro-
posição 2.9 sabemos que red(D − v, v) é efetivo. Mas, como D é efetivo,
red(D − v, v) = red(D, v) − v. Logo red(D, v) é efetivo e o coeficiente de v
neste divisor tem de ser positivo.

3 Teorema de Riemann–Roch
Definição 3.1. O género de G, que se denota por g, é |EG| − |VG|+ 1.

Esta terminologia vem da Geometria Algébrica. Em teoria de grafos o
inteiro g definido acima é conhecido por número ciclomático. Ele coincide
com o primeiro número de Betti do complexo simplicial que está canonica-
mente associado a G; designação essa que também é habitual. O número
ciclomático é o menor número de arestas que é necessário retirar a G para
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que o resultado seja um grafo sem ciclos. Em particular tem-se que g = 0
se e só se G é uma árvore.

O divisor canónico, que definiremos de seguida, tal como numa variedade
algébrica, tem um papel importante no Teorema de Riemann–Roch.

Definição 3.2. O divisor canónico de G é KG =
∑
v∈VG

(deg(v)− 2)v.

Observe-se que KG é um divisor com grau 2|EG| − 2|VG| = 2g − 2.
Veremos adiante que r(KG) = g − 1. Observe-se que isto é fácil de verificar
no caso em que g = 0. No caso g = 1, r(KG) = 0 diz-nos que KG, que é
um divisor de grau 0, é linearmente equivalente a um divisor efetivo, que só
pode ser o próprio divisor 0. Logo KG ∼ 0.

A próxima definição e as proposições seguintes estabelecem as noções
e resultados necessários à demonstração de Baker e Norine do Teorema de
Riemann–Roch num grafo. Estes tipo de divisor será também usado na
nossa demonstração da Proposição 4.5.

Definição 3.3. Seja π ∈ Sn uma permutação do conjunto {1, . . . , n}. O
divisor associado a π, que se denota por Dπ, é o divisor

Dπ =
∑n
i=1 (απi − 1)vπ(i),

onde απi é o número de vértices do conjunto
{
vπ(1), . . . , vπ(i−1)

}
adjacentes

a vπ(i).

Proposição 3.4 ([BaNo]). Tem-se deg(Dπ) = g − 1 e r(Dπ) = −1.

Demonstração. Temos deg(Dπ) =
∑n
i=1 (απi − 1) =

∑n
i=1 α

π
i − |VG|. O in-

teiro απi conta o número de arestas de G que com extremidade em vπ(i) e num
dos vértices vπ(1), . . . , vπ(i−1). Logo, na soma

∑n
i=1 α

π
i cada aresta de G é

contada exatamente uma vez. Conclui-se que deg(Dπ) = |EG|−|VG| = g−1.

Mostremos agora que r(Dπ) = −1. Seja D ∈ Div(G) tal que D ∼ Dπ.
Mostremos que D não é efetivo. Seja u = (u1, . . . , un)t dado por D ∼ Dπ.
Seja u∗ = max {u1, . . . , un} e seja I =

{
i : uπ(i) = u∗

}
= {i1, . . . , ir}, com

i1 < i2 < · · · < ir. Sejam j1 < · · · < js < i1 < js+1 < · · · < jt tais que
{vπ(j1), . . . , vπ(js)} ∪ {vπ(js+1), . . . , vπ(jt)} sejam os vizinhos de vi1 . Notemos
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que s = απi . Temos:

D(vπ(i1)) = Dπ(vπ(i1))− Lu
= απi1 − 1−

(
tuπ(i1) −

∑t
k=1 uπ(jk)

)
= s− 1 +

∑t
k=1(uπ(jk) − uπ(i1))

= −1 +
∑s
k=1(uπ(jk) − uπ(i1) + 1) +

∑t
k=s+1(uπ(jk) − uπ(i1)).

Como, para todo o k ∈ {1, . . . , s}, jk 6∈ I, temos uπ(jk) − uπ(i1) + 1 ≤ 0.
Deduz-se que D(vπ(i1)) ≤ −1.

Proposição 3.5 ([BaNo]). Seja π uma permutação dos vértices de VG e
seja π a permutação dada por π(i) = π(n− i+ 1). Então Dπ +Dπ = KG.

Demonstração. Fixemos i e j tais que π(i) = π(j) = π(n− j+ 1). Então απi
conta o número de vértices

{
vπ(1), . . . , vπ(i−1)

}
adjacentes a vπ(i). Por ou-

tro lado απn−i+1 conta o número de vértices em
{
vπ(n), vπ(n−1), . . . , vπ(i+1)

}
adjacentes a vπ(i). Ou seja, απi + απn−i+1 = deg(vπ(i)). Tem-se então:
Dπ +Dπ =

∑n
i=1(deg(vπ(i))− 2)vπ(i) = KG.

Proposição 3.6 ([BaNo]). Dado D ∈ Div(G) tem-se uma e uma só das
seguintes afirmações: ou r(D) ≥ 0 ou existe π ∈ Sn tal que r(Dπ −D) ≥ 0.

Demonstração. Basta-nos provar a equivalência

r(D) = −1 ⇐⇒ ∃π ∈ Sn tal que r(Dπ −D) ≥ 0.

Se existe π ∈ Sn tal que r(Dπ − D) ≥ 0 então existe um divisor E1 efe-
tivo tal que Dπ − D ∼ E1. Se, com vista a um absurdo, tivéssemos
r(D) ≥ 0, então existiria E2, efetivo tal que D ∼ E2. Ora isso implica-
ria que Dπ = Dπ −D +D ∼ E1 + E2, o que é falso pois r(Dπ) = −1, pela
Proposição 3.4.

Suponhamos que r(D) = −1. Fixemos vπ(1) ∈ VG qualquer e seja
D′ = red(D, vπ(1)). Consideremos S1 = VG\vπ(1). Como S1 é um conjunto
estável em D′, existe vπ(2) ∈ S1 tal que outdegS1(vπ(2)) > D′(vπ(2)). O con-
junto S2 = S1 \ vπ(2) também é estável em D′ pelo que existe vπ(3) ∈ S2
tal que outdegS2(vπ(3)) > D′(vπ(3)). Continuando assim, até à exaustão de
todos os vértices de G, obtêm-se{

vπ(n)
}

= Sn ( Sn−1 ( · · · ( S1 ( VG
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e uma permutação π ∈ Sn que satisfaz:

outdegSi−1(vπ(i)) > D′(vπ(i)) ∀i=2,...,n. (3.1)

Mostremos que Dπ−D′ é efetivo. Como, por hipótese, D não é linearmente
equivalente a um divisor efetivo, temos D′(vπ(1)) < 0 e logo

Dπ(vπ(1))−D′(vπ(1)) = απ1 − 1−D′(vπ(1)) = −1−D′(vπ(1)) ≥ 0.

Fixemos agora i ∈ {2, . . . , n}. Como απi é o número de vértices em{
vπ(1), . . . , vπ(i−1)

}
adjacentes a vπ(i) e como

{
vπ(1), . . . , vπ(i−1)

}
= VG\Si−1

temos απi = outdegSi−1(vπ(i)). Logo, usando (3.1) obtém-se:

Dπ(vπ(i))−D′(vπ(i)) = απi −1−D′(vπ(i)) = outdegSi−1(vπ(i))−D′(vπ(i))−1 ≥ 0.

Em conclusão, Dπ −D′ é efetivo e logo r(Dπ −D) ≥ 0.

Dado D ∈ Div(G), denotemos por deg+(D) a soma dos coeficientes
positivos de D.

Proposição 3.7 ([BaNo]).

r(D) = min
{

deg+(D′ −Dπ)− 1 : D′ ∼ D e π ∈ Sn
}
.

Demonstração. Seja R = min
{
deg+(D′ −Dπ)− 1 : D′ ∼ D e π ∈ Sn

}
.

Consideremos D′ ∼ D e π ∈ Sn, tal que deg+(D′ − Dπ) = R + 1.
Seja E ∈ Div(G) o divisor definido por E(v) = D′(v) − Dπ(v), se
D′(v) − Dπ(v) ≥ 0 e E(v) = 0, no caso contrário. Então E é efetivo
e deg(E) = deg+(D′ − Dπ) = R + 1. Seja E′ o divisor efetivo definido
por D′ − Dπ = E − E′. Então D − E ∼ D′ − E = Dπ − E′, que se fosse
linearmente equivalente a um divisor efetivo implicaria que r(Dπ) > 0, o
que, pela Proposição 3.4, é falso. Logo r(D) ≤ R. Suponhamos, com vista
a um absurdo que r(D) < R. Seja E, um divisor efetivo de grau R, para o
qual r(D − E) = −1. Pela Proposição 3.6, existe uma permutação π ∈ Sn
e um divisor efetivo E′ tal que Dπ −D + E ∼ E′. Seja D′ = Dπ + E − E′
que é linearmente equivalente a D. Então

deg+(D′ −Dπ)− 1 = deg+(E − E′)− 1 = R− 1,

o que é um absurdo.

Teorema 3.8 (Teorema de Riemann–Roch, [BaNo]). Seja D ∈ Div(G)
então

r(D)− r(KG −D) = deg(D) + 1− g.
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Demonstração. Pela Proposição 3.7, existe um divisor D′ line-
armente equivalente a D e uma permutação π ∈ Sn tais que
tais que r(D) = deg+(D′ −Dπ)− 1. Seja π a permutação dada por
π(i) = π(n− i+ 1). Tem-se então:

r(D)− r(KG −D) = deg+(D′ −Dπ)− 1− r(KG −D)
≥ deg+(D′ −Dπ)− 1− deg+(KG −D′ −Dπ) + 1

= deg+(D′ −Dπ) + deg+(Dπ −D′) = deg(D′ −Dπ)
= deg(D)− g + 1.

Tomando esta desigualdade com KG −D no lugar de D obtém-se

r(KG −D)− r(D) ≥ deg(KG −D)− g + 1 = g − 1− deg(D)
⇐⇒ r(D)− r(KG −D) ≤ deg(D) + 1− g,

obtendo-se assim a igualdade pretendida.

Corolário 3.9. r(KG) = g − 1

Demonstração. Basta fazer D = 0 na fórmula do Teorema de Riemann–
Roch.

Observe-se que quando deg(D) > 2g − 2 o valor de r(D) é ditado pela
fórmula do Teorema de Riemann–Roch, ou seja, r(D) = deg(D)− g.

4 Gonalidade de um grafo
Definição 4.1. A gonalidade de G é o menor inteiro d > 0 para o qual
existe um divisor de grau d que gera um sistema linear de dimensão ≥ 1.

Dado um grafo arbitrário de género g ≥ 2, é um problema difícil deter-
minar a sua gonalidade. No que se segue daremos uma caracterização do
caso em que a gonalidade é 1 e ilustraremos o caso em que a gonalidade é 2.
Terminamos com o cálculo da gonalidade de um grafo bipartido completo.

Proposição 4.2. A gonalidade de G é igual a 1 se e só se g = 0.

Demonstração. Mostremos que G tem um divisor de dimensão ≥ 1 e grau
1 se e só se quaisquer dois vértices de G forem linearmente equivalentes. Se
D for um divisor efetivo de grau 1 que gera um sistema linear de dimensão
1 então existe v ∈ VG tal que D = v e para todo o w ∈ VG, v − w ∼ E,
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com E um divisor efetivo. Como E tem grau zero, E = 0 e logo v ∼ w,
para todo o w ∈ VG. Em particular, KG = (2g − 2)D. Pelo Teorema de
Riemann–Roch obtém-se r((2g − 3)D) = 1− g, o que só é possível no caso
g = 0. Reciprocamente, se g = 0 e D = v então, novamente pelo Teorema
de Riemann–Roch, r(D) = deg(D)−g = 1 e logo a gonalidade de G é 1.

Proposição 4.3. Se G tem género 1 então a sua gonalidade é 2.

Demonstração. Seja D um divisor de grau 2 em G. Usando o Teorema de
Riemann–Roch obtém-se r(D) = r(KG −D) + 2 ≥ 1. Logo, a gonalidade
de G é ≤ 2. Usando a proposição anterior, conclui-se que a gonalidade de
G é 2.

No caso em que G é um ciclo, é fácil mostrar explicitamente, sem recurso
ao Teorema de Riemann–Roch, que qualquer divisor efetivo de grau 2 gera
um sistema linear de dimensão ≥ 1. De facto, se D é efetivo e tem grau 2
então ou D = 2w para algum w ∈ VG ou então D = w1 + w2 com w1 6= w2.
Seja v ∈ VG qualquer. Queremos mostrar queD−v é linearmente equivalente
a um divisor efetivo, ou seja, que existe um divisor efetivo D′ tal que D ∼ D′
e tal que o coeficiente de v em D′ seja diferente de 0. Suponhamos então que
D(v) = 0 e consideremos, no primeiro caso o conjunto {w} e, no segundo
caso, o conjunto dos vértices no arco de G definido por w1 e w2 que não
contém v. Este conjunto é instável em D e logo pode ser disparado. Essa
ação produz um novo divisor de grau 2 linearmente equivalente a D ao
qual se pode aplicar o mesmo raciocínio. Procedendo-se desta forma, o
número suficiente de vezes, obtém-se D′, linearmente equivalente a D, com
D′(v) > 0.

Ao contrário do caso da gonalidade 1, existem grafos de gonalidade 2
para todos os valores de g ≥ 2. Deixamos ao leitor o cuidado de verificar
que o grafo da Figura 1 possui um sistema linear de grau 2 e dimensão ≥ 1.

. . .

Figura 1: Um grafo de género g ≥ 2 e gonalidade 2.
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O teorema seguinte é uma versão combinatória do Teorema de Existência
da Teoria de Brill–Noether sobre curvas algébricas. A demonstração de [Ca]
usa Geometria Algébrica.

Teorema 4.4 ([Ca, Theorem 6.3]). Sejam g, d, r inteiros positivos com

g − (r + 1)(g − d+ r) ≥ 0

e g ≥ 2. Então todo o grafo G de género g possui um sistema linear de grau
d e dimensão ≥ r.

Se r = 1 e d for tal que 2d ≥ g + 2 então

g − (r + 1)(g − d+ r) = −g + 2(d− 1) ≥ 0.

Deduz-se do teorema que qualquer grafo de género g ≥ 2 possui um sistema
linear de dimensão ≥ 1 e grau d, com 2d ≥ g+2. Conclui-se que a gonalidade
de um grafo de género g ≥ 2 é no máximo bg+3

2 c. Em [CDPR] mostra-se
que o grafo que se obtém a partir do grafo da Figura 1 subdividindo as suas
arestas (introduzindo vértices de grau 2) de forma suficientemente genérica
tem gonalidade bg+3

2 c.

Em [Ba] o autor mostra que a gonalidade de um grafo completo Kn é
n − 1. O próximo resultado estabelece a gonalidade de um grafo bipartido
completo. A demonstração que apresentamos segue de perto a demonstração
de [Ba] para o grafo completo. Este resultado foi também obtido em [DdB].

Proposição 4.5 ([DdB]). A gonalidade de um grafo bipartido completo
G = Ka,b é min {a, b}.

Demonstração. Seja VG = A ∪ B a partição dos vértices de V . Sem perda
de generalidade, suponhamos que a = |A| ≤ |B| = b e que na ordenação
dos vértices de G se tem A = {v1, . . . , va}. Seja D = v1 + · · · + va. Pela
Proposição 2.9, para mostrar que D gera um sistema linear de dimensão ≥ 1
basta verificar que para todo o v ∈ VG este vértice pertence ao suporte de
red(D, v). Isto é trivialmente verdade se v ∈ A. Se v ∈ B então o conjunto
S = VG \v é instável e o divisor que se obtém disparando S em D com carga
1, que é o divisor D′ = av, é o reduzido de D em v.

Mostremos agora que todo o divisor D de grau d < a satisfaz r(D) ≤ 0.
Seja D um divisor de grau d < a. Se D não for linearmente equivalente
a um divisor efetivo então r(D) = −1 e já terminamos. Caso contrário
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podemos supor D efetivo. Consideremos uma permutação π ∈ Sn (esta não
é necessariamente única) tal que

D(vπ(1)) ≤ D(vπ(2)) ≤ · · · ≤ D(vπ(a+b)). (4.1)

Como pelo menos um vértice de cada um dos conjuntos A e B tem um
coeficiente 0 em D, já que deg(D) < a ≤ b, podemos supor que vπ(1) ∈ A
e vπ(2) ∈ B. Calculemos estimativas para os coeficientes απi do divisor
Dπ. Como para qualquer outra permutação temos απ1 = 0. Uma vez que
vπ(1) ∈ A e vπ(2) ∈ B tem-se απj ≥ 1, para j ∈ {2, . . . , b+ 1}. Finalmente
como, na pior das hipóteses vπ(2), . . . , vπ(b+1) são os vértices de B, temos
απb+i ≥ i, para i ∈ {2, . . . , a}. Por outro lado, atendendo ao grau de D, das
desigualdades (4.1) obtém-se:

D(vπ(1)) = D(vπ(2)) = · · · = D(vπ(b+1)) = 0 e
D(vπ(b+i)) < i, ∀ i ∈ {2, . . . , a} .

Deduz-se então que Dπ − D + vπ(1) é um divisor efetivo. Pela Proposição
3.6 tem-se que r

(
D − vπ(1)

)
= −1 donde se conclui que r(D) = 0.
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