Aula 11: Composicoes

Distribuir bolas iguais por caixas distintas
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Composicoes

Definicao Uma composi¢do de n > 0 é uma maneira de exprimir n como
uma soma ordenada de inteiros positivos. Ou seja, é uma particdo
ordenada do niimero n.
n=3

1+141, 142, 2+1, 3

Uma composicdo de n com comprimento k é uma composi¢cao de n com
k partes,
n=a+---+ax a >0 i=1,... k.

1+ 141 ¢é uma composicdo de comprimento 3.

Definicao Uma composicdo fraca é uma maneira de exprimir n > 0 como
uma soma ordenada de inteiros n3o negativos.

n=a+---+ak a,>0,i=1,... k, é uma composicio fraca de n de
comprimento k.



Composi¢oes

» Proposicdo Existem 2"~1 composicdes de n. Existem (Zj)
composicdes de n com comprimento k.
Prova Escrevan=1+1+1+---+ 1, uma composicio de n em n partes.
Temos n, 1’s, e n — 1, +'s. Qualquer outra composicio de n resulta de
selecionar algumas posi¢cdes com, +'s, apagar esses " + ", e, em seguida,
agrupar, numa parte, os 1's consecutivos. O nidmero de 1's agrupados constitui
essa parte.
Essa selec¢do de posigdes com " + " é o mesmo que seleccionar um subconjunto
de um conjunto de n — 1 elementos. No total, podemos formar 2"—1
subconjuntos.

Exemplo: 6 =14+14+1+1+ 141 ¢é uma composi¢do de 6 com 6 partes.
Apagando o primeiro e os dois tltimos '+/, ficamos com 11 + 1 + 111, ou seja,
2+ 1+ 3. Apagando todos os " + ", obtemos 111111, dando origem a parti¢cdo
de 6 apenas com uma parte, 6. N3o selecionar nehum " + ", ficamos com a
particdo de 6 em 6 partes.

Uma composi¢do com k partes (tem k — 1, +'s), resulta de apagar n — k, +’s,
emn=14+14+1+---41

n—1-x=k—-1, x=(n—-1)—(k—1)=n—k

O nimero de maneiras de o fazer é igual a

Coo=0_ """ =00



Composicoes fracas

n+k—1

1 ) composicdes fracas de n com

» Proposicdo Existem (
comprimento k.

Prova. Sejan=a;+---+a,coma; >0,i=1,... k.
n=a+--+a<sntk=(a+1)+ -+ (ak+1)
Sn+k=b+---+by, bj>1, i=1,...,k

Contar composi¢coes facas de n com comprimento k é o mesmo que
contar composi¢cbes de n + k de comprimnto k.
Quantas composicdes de n + k de comprimento k existem?

Pela proposicdo anterior existem

n+k-—1
k—1 '



Contar solucdes em inteiros ndo negativos de equacoes

lineares diofantinas /distribuir bolas iguais por caixas
distintas

» Nudmero de solucGes em inteiros nao negativos da equagdo linear
diofantina x; + - - - + xx = n é igual ao nimero de composi¢Ges
fracas de comprimento k, e ainda é igual ao nimero de maneiras de
distribuir n bolas iguais em k caixas distintas (podendo deixar

. . . n+k—1
caixas vazias), ou seja, ( 1 )
As solugdes em inteiros ndo negativos da equagio linear diofantina
X1 + -+ 4 xx¢ = n s3o todas as composi¢cSes fracas de n com comprimento k. As
distribuicdes de n bolas iguais por k caixas distintas (podendo deixar caixas
vazias) estdo em correspondéncia, um a um, com as composi¢des fracas de n

com comprimento k.

» Nudmero de solucGes em inteiros positivos da equagao
x1 + -+ xx = n é igual ao nimero de composi¢coes de comprimento
k, e ainda é igual ao nimero de maneiras de colocar n bolas iguais
em k caixas distintas sem deixar caixas vazias, ou seja (Z:i)



» O conjunto das sequéncias bindrias de n uns e k — 1 zeros, o
conjunto das solugdes em inteiros ndo negativos da equagao
X1 + X2 4+ - -+ 4+ xx = n, e o conjunto das composicoes fracas de n
com comprimento k, estdo em bijecc3o entre si.

> (a1,3s,...,3¢) é uma solucdo em inteiros ndo negativos da equacio
X1+xo+--+xx=nseesdésea+a+- -+ ax = n, isto é,
a; + a» + - -- + ax é uma particdo fraca de n em k partes.

» Consideremos a correspondéncia
++—0

a€El>g+—11---1
= —

a

(a1,a,...,a¢) = i+ +ag=n— 11.--1011---10---011---1

ai az ak

palavra bindria com k — 1 zeros e n uns

> I'I:87 k:4,X1+X2—|—X3+X4:8,
(3,4,0,1)+—3+4+0+1=8+—11101111001



> O nimero de solucbes em inteiros ndo negativos da equacdo
X1+ -+xk=né

n+k—-1\ (n+k-1
k-1 N n
igual ao nimero de composicdes fracas de comprimento k de n e,

por sua vez, igual ao nimero de sequéncias bindrias de n uns e
k — 1 zeros.



Colocar bolas iguais em caixas distintas

> Existe uma bijeccdo entre as diferentes maneiras de colocar k bolas
iguais em n caixas distintas e o conjunto das sequéncias bindrias de
k zeros e n — 1 uns.

» Utilizando n — 1 separadores | para separar as n caixas, podemos
representar uma coloca¢ao de bolas do seguinte modo

ky bolas|ky bolas| - - - |k, bolas — 0---010---01---10---0
—— —— ——

k=ki+---+k, bolas K ka kn

e produzir uma sequéncia binaria de k zeros e n — 1 uns.
separador <> 1

bola +» 0

» a sequéncia binaria 000110 di-nos uma maneira de colocar quatro bolas iguais
em trés caixas distintas: 3 bolas na primeira caixa, zero bolas na segunda e 1
bola na terceira.

» O numero de maneiras de colocar k bolas iguais em n caixas distintas é

(G Bl Gure’



Combinacdes com repeticao

Algumas perguntas com a mesma resposta

» Quantas

> sequéncias bindrias existem de k — 1 zeros e n uns?
> palavras existem com n N's e (k — 1) E's?

> sequéncias bindrias existem com n 1l'se (k — 1) +'s?

> solugdes inteiras ndo negativas da equacdo x3 + x4+ - -+ xxk = n
existem?

» maneiras existem de colocar n bolas iguais em k caixas distintas?
> maneiras existem de distribuir n laranjas por k criangas?
> maneiras existem de escolher n pecas de fruta de k tipos diferentes?

> maneiras existem de escolher, com repeticao permitida, n objectos
de k objectos distinguiveis?

(-1



» Se seleccionarmos 3 pecas de fruta, com repeticdo permitida, de
laranjas, bananas, péras e macas, podemos seleccionar 3 laranjas, ou
1 laranja, 1 banana, e 1 péra, ou etc. No total

34+4-1
2:
o= (75

> Nimero de maneiras de retirar 5 cartas de um baralho (52 cartas),
repondo a carta apds cada extracao,

5+52-1
5



