Aula 12: Multiconjuntos e funcao geradora de

todos os multiconjuntos do conjunto [n]
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Multiconjuntos

Definicao de multiconjunto.

» Informalmente um multiconjunto é um "conjunto” com possiveis
repeticoes de elementos. Isto é, no conjunto cada objecto pode ter
vdrias copias.

Exemplo: Um conjunto de 4 laranjas /,/,/,/, 3 bananas b, b, b. Este
multiconjunto tem cadinal 7,

X ={I,1,1,1,b,b, b}

» Formalmente um multiconjunto M num conjunto finito
S={s1,...,5,} éum par (S,v) onde v : S — Z§ é uma fung3o tal
que Y7, v(s;) = [M|. Entendemos v(s;) como o nimero de
repeticdes (cdpias) de s;.

No exemplo anterior, X é um multiconjunto no conjunto S = {/, b}
onde v : {I, b} — Z é definida por v(/) = 4 e v(b) = 3.



Multiconjuntos

> Quantos multiconjuntos de 3 elementos existem em S = {/, b}?

Quantas maneiras existem de escolher 3 elementos em S podendo
repetir a vontade?

Quantas maneiras existem de escolher trés objectos de dois tipos,
podendo repetir a vontade?

Quantas parti¢des fracas de 3 de comprimento dois existem?

Quantas solugdes em inteiros ndo negativos da equagdo x; + x; = 3

existem?
3+2-1
2—-1

{1,011y 310, {I,1,b} 2|1, {I,b,b} 1|2, {b,b,b} 0|3



Multiconjuntos

» Seja S um conjunto de n objectos distintos. Quantos multiconjuntos
de k elementos podemos formar no conjunto S? Quantas maneiras
existem de escolher k objectos de n tipos, podendo repetir?

() =)

Proposicao. O nimero de multiconjuntos de cardinal k que
podemos formar no conjunto [n] é igual a

k+n—-1\ [(k+n-1
n—1 N k '
Prova. Seja S = [n] e A um multiconjunto formado em [n], de cardinal k.
Ent3o, para cada i = 1,...,n, existem a; > 0 cépias de i em A tais que

a1 + -+ -+ an = k. Quantas composi¢Ses fracas de k com comprimento n
existem? Tantas quantas as solugdes em inteiros ndo negativos da equacio

atera =k k+n—1 k+n—1
n— n—
Col)=Cr )



Conjuntos e Multiconjuntos

Sejam n e k inteiros ndo negativos.

» Recordemos

n . .
(k) :=  # subconjuntos de k elementos de um conjunto de n elementos

= # maneiras de escolher k objectos distintos de n objectos distintos

Introduzimos o nimero

» Definicao.

()

# multiconjuntos de k elementos que podemos formar num conjunto

de n elementos

# maneiras de escolher k objectos de n tipos diferentes, podendo repetir

(@)-(2)

Ent3o



Exercicio

» Quantas solugbes em inteiros ndo negativos tem a inequagdo
Xp 4 Xy S K?

O ndmero de soluges em inteiros ndo negativos da inequagdo
x1 + -+ x, < k é igual ao nimero de solugcdes em inteiros nao
negativos da equagdo x; + - - + X, + Xp01 = k, 0 qual é

precisamente
k+n\ (k+n
k N n )



Fun¢do geradora dos multiconjuntos de [n]

® (14 x; +x2+ x3 + -+ -) fungdo geradora dos multiconjuntos de [1]
O termo x{ nesta express3o indica que temos i cépias de 1 que constituem o
multiconjunto {1,...,1} de cardinal i.

® fungdo geradora dos multiconjuntos de [2]

(I+xt+x2+x+ )L +x +x2+x +---) =1 (multiconjunto de cardinal 0)
+x1 + x2 (multiconjuntos de cardinal 1)

+x2 4 x2 + x1xo (multiconjuntos de cardinal 2)

+x§ + x§ + x1x3 + x?x2 (multiconjuntos de cardinal 3)

+x1x3 + x3x0 + x2x2 + x{ + x5 (multiconjuntos de cardinal 4)

+ .
O termo x{xé nesta express3do indica que temos i cépias de 1 e j cdpias de 2 que
constituem o multiconjunto {1,...,1,2,...,2} de cardinal i + j.

~——

(@)=1 (®)=2 (@)=3 ()= =4
(@) =034 =5

e x]=Xx2 =X
func¢do geradora dos multiconjuntos de [2] com respeito ao cardinal

(T+x+x2+x3 4+ )2 =14+2x+3x%+4x3 +5x* + - -



Fun¢do geradora dos multiconjuntos de [n]

n
(L +xf o)A+ )i +)= > [[0

v:[n]—Ng i=1

n

X1:X2:...:Xn:X

Z Xu(l)+...+u(n) _ (1 4+ x4+ X2 +X3 4. )n

v:[n]—Ng

M= (14 x4+x24+x34--)"
M multiconjunto de [n]

3 > =1 x+x2 3 +)"

k>0 M multiconjunto de [n]

> *= ()

M multiconjunto de [n]
[M]=k

Z<(:))Xk:(1+X+X2+X3+.,,)n

k>0

Para cada kK > 0,



Extensdo dos coeficientes binomiais a R (C)

e Para k inteiro ndo negativo, consideremos o polinémio

(x) _ x(x—1)~-~(x—k+1)'

k k!
As raizes deste polinédmio sdo 0,1,2,...,k — 1. Ou seja, (i) = 0 para x = n inteiro
n3o negativo tal que 0 < n < k . Equivalentemente, (Z) = 0 para n < k, como ja

tinhamos visto da definicdo enumerativa de (}) onde n ¢ inteiro ndo negativo.
Para oo € R (C), temos

(Z) _ a(a — 1)~~I~(!(af k+1)

Em particular, se k e n inteiros ndo negativos

(fn) _ (=m(=n—-1)(-n—-2)---(=n—k+1)
k k!

(_1)k(n+k—1)(n+k—2)-~~(n+1)n

k!

St e ()

Obtemos a chamada reciprocidade combinatorial

() =0 ()




Coeficiente multinomial

« &~ . k ~ s . ~
» Definicdo: Seja n=)",_; aj, onde a;, a, ..., a sdo inteiros ndo
negativos.

n Ve 7 . . .
( ) é o niimero de maneiras de partir o conjunto [n]
ai1,482,...,4dk

numa lista ordenada de k subconjuntos A;, As, ..., Ax (particdo
ordenada de [n]) com cardinalidades aj,a,, ..., ax, respectivamente,
onde n=a; +ay+---+ ak.

Este niimero é chamado coeficiente multinomial.

Observacao. No caso k = 2, temos o coeficiente binomial. O
nimero de maneiras de partir o conjunto [n] numa lista ordenada de
dois conjuntos de cardinais a; € ay = n — a; € igual ao nimero de
maneiras de seleccionar um subconjunto de cardinal a; (n — a;) em

[n].
(n— Zl,al> - <317"n— 31) N («:1) B <n—nal>



Coeficiente multinomial

. o~ R k D . ~
Proposicdo. Seja n =), ; a;, onde a1, ay, ..., ax sao inteiros ndo

negativos. Entao
( n > n!
a1, az,...,dk 81!~--ak!

Prova. Vamos determinar o ndmero de maneiras de partir [n] numa lista
ordenada de k conjuntos de cardinalidades ay, ..., ax. Podemos comecar
por escolher a; elementos de entre os elemento de [n]. Existem (:1)
possibilidades. A seguir escolhnemos a, elementos dos restantes n — a;
elementos. Existem ("_al) possibilidades, etc. Pelo principio do produto

ED
generallzado obtém-se
(a a a )
17 27 M k

n n—aa n—ai;—az n—ag —ay—: -+ —ag—-1 n!
a as as ak ail---akl’

possibilidades de partir [n] numa lista de k subconjuntos de
cardinalidades ag,a», ..., ax respectivamente.



Simetrias do coeficiente multinomial

Se by, by, ..., by é um rearranjo de ay, ao, . .., a, entdo

n o n
ai,ay,...,ak)  \bi, by, ..., by

n!

Note-se que ai!---ax! = by!--- by! e entdo ﬁ = 5B



