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Coeficiente multinomial

L. . k . ~
> Definicdo: Seja n=)"._, a;, onde a1, ay, ..., ax sdo inteiros ndo
negativos.

n 7 7’ . . .
é o nimero de maneiras de partir o conjunto [n]
a1, a2, .., dk

numa lista ordenada de k subconjuntos Aj, Ay, ..., A (partigdo
ordenada) com cardinalidades a;,ay, ..., ax, respectivamente, onde
n=a+a+ -+ a.

Este nimero é chamado coeficiente multinomial.

Exemplo. No caso k = 2, temos o coeficiente binomial. O ndmero de maneiras
de seleccionar um subconjunto com t elementos em [n] é igual ao niimero de
parti¢des ordenadas de [n] em dois blocos de tamanhos t e n— t respectivamente

e d=C o d=(0=(")

As parti¢cdes ordenadas de [4] = {1,2,3,4}, com ambos os blocos de tamanho
dois: ({1,2}, {3,4}).({1,3}, {2,4}), {1,4},{2,3}), ({2,3}, {1,4}),
({2,4}, {1,3}), ({3,4},{1,2})

O seu ndmero € igual ao nimero de subconjuntos de dois elementos que
podemos formar em [4]: (242) = (‘2‘) — 6.



Coeficiente multinomial

. o~ R k D . ~
Proposicdo. Seja n =), ; a;, onde a1, ay, ..., ax sao inteiros ndo

negativos. Entao
( n > n!
a1, az,...,dk 81!~--ak!

Prova. Vamos determinar o ndmero de maneiras de partir [n] numa lista
ordenada de k conjuntos de cardinalidades ay, ..., ax. Podemos comecar
por escolher a; elementos de entre os elemento de [n]. Existem (:1)
possibilidades. A seguir escolhnemos a, elementos dos restantes n — a;
elementos. Existem ("_al) possibilidades, etc. Pelo principio do produto

ED
generallzado obtém-se
(a a a )
17 27 M k

n n—aa n—ai;—az n—ag —ay—: -+ —ag—-1 n!
a as as ak ail---akl’

possibilidades de partir [n] numa lista de k subconjuntos de
cardinalidades ag,a», ..., ax respectivamente.



Simetrias do coeficiente multinomial

Se by, by, ..., by é uma reordencdo de ay, a0, . .., ax, entdo
( ) ) < ) )
a1, az,...,adk bl,bg,...,bk
Prova algébrica. Note-se que aj!---ay! = b1!--- by! e entdo a1!"?!'ak! = ﬁ

Prova combinatdria. 1) Recorde o exercicio 63: (}) (":k) =M.

2) Seja 1 < i < n. Consideremos o conjunto L de todas as listas ordenadas de k

subconjuntos Aj,. .., Ak de cardinalidades ay, ..., aj, aj+1 ..., ak, respectivamente, e
L’ o conjunto de todas as listas ordenadas de k subconjuntos By,. .., B de
cardinalidades ay, ..., ajt1,a;, ..., ak, taisque n=ay +a+---+ax e

[n] = Ul::1 Ar = Ule Br. Entdo

n n
b= )e( ) =1t
31,32, .., 3j5 341, -, 3k 31,82, ., 8i41, @iy, Ak
Defina-se a bijec¢do f : L — L', (verifique)
(A, A Ay Ak) = (Ar, e At A, Al Aiga, -5 Ax)

Observe que toda a reordenagdo pode ser obtida por trocas de posi¢des
consecutivas.



Permutacdes com repeticdo ou permutag¢des de um multiconjunto

» Dispomos das letras a, a, a, a, b, b, b, ¢, ¢, d. Vamos calcular o
nimero de palavras de comprimento dez que podemos formar com
estas (e apenas estas) letras.

> Seja A o nimero dessas palavras que podemos formar.

Consideremos uma dessas A maneiras de formar uma palavra com
essas letras e vamos colocar umas etiquetas, digamos de 1 a 4, para
as quatro letras a, 1 a 3 para as letras b, 1 a 2 para as letras ¢, 1
para a letra d.

Agora temos dez letras diferentes na palavra, e, portanto, temos 10!
palavras de comprimento dez.

Quantas destas palavras diferem apenas por causa das etiquetas?
As letras a podemos dar etiquetas de 4! maneiras. Nas letras b
podem ser colocadas etiquetas em 3! maneiras, nas letras ¢ em 2!
maneiras.

No total as dez letras podem ser etiquetadas em 413121 diferentes
maneiras para cada uma das A palavras construidas.

Portanto 10! = A.41312!. Ouseja, A = %



Permutacoes com repeticao e combinacdes simples

» Qutra maneira de resolver o problema anterior. Cada uma das
palavras de comprimento dez pode ser obtida pela seguinte
sequéncia de procedimentos:

>

Escolher quatro posi¢es para as letras a's de entre as dez. Ha
(") possibilidades.

Escolher trés posicOes para as letras b's de entre as 10 —4 =6
restantes. Ha (3) possibilidades.

Escolher duas posicGes para as letras ¢'s de entre as

10 — 4 — 3 = 3 restantes. Ha (g) possibilidades.

Colocar a letra d na tnica posicdo que resta. H3 (})
possibilidade.

Pelo principio do produto generalizado podemos formar no
total (1) (3)(3)(}) palavras de comprimento dez com as letras
a,a,a,a,b,b,b,c,c,d

e~ () () (2) ()




Permutac¢des de multiconjuntos

Recorde que o coeficiente binomial ('t’) é igual ao nimero de palavras de comprimento
n no alfabeto {x,y} com t letras x e n — t letras y. Generalizamos agora ao caso de
um alfabeto com mais de duas letras.

Proposicao Sejam n, k e a1, ap, - , a, inteiros n3o negativos satisfazendo
a1+ ax + - -+ ax = n. Suponhamos que temos a; objectos do tipo /i, para todo o
i=1,...,k. Entdo o nimero de maneiras de ordenar estes objectos é

n _ n!
<al,a27 .- ,ak> Carlagl---al’

( O ndmero de palavras de comprimento n que podemos formar com exactamente aj
letras x1, ap letras xo, ..., ax letras xi .)
Prova: Codifiquemos os tipos 1,..., k pelas letras xi, ..., X, respectivamente. Cada
ordenagdo dos n objectos tendo a; objectos do tipo i para i =1,..., k, corresponde a
uma palavra de comprimento n no alfabeto xi,...x, com a; letras x;, para
i=1,...,k.

» Observagdes: Se k =2 e a; + a» = n, entdo

n! n! n n
31!32! - 21!(17721)' = (al> = <32).

» Paratodoon> k>0, (Z):kl(nnilk)l

> —...=3a, = n —_n __p
Se a ak =1, (al,ag,u-,ak) e "



Teorema multinomial

Teorema multinomial. Para todos os inteiros positivos n e k, tem-se

n
a a a
Catxet-+x)" = Y <a - a)X11X22”'ka’
31,30, 3k 1,4d2, s dk

onde a soma é tomada sobre todos os k-uplos de inteiros ndo negativos
; k
aj,ap, - ,ax taisquen=7 ., a.

Prova. Temos n factores
(at+x+-Fx)it+xe+-+x) - (a+xe+ o+ x).

Na expansdo deste produto, cada um dos n factores contribui com uma
letra no alfabeto {x1,...,xx}. A lista formada pela contribuicdo de cada
factor é uma palavra de comprimento n no alfabeto {xi,...,xx} onde
cada x; aparece a; > 0 vezes, precisamente o niimero de factores que
contribuem com x;, i =1,..., k.

O coeficiente do monémio xi*x5* - - xg* é o ndmero (, " ) que é
precisamente o niumero de palavras de comprimento n no alfabeto
{x1,..., Xk} em que x; aparece a; vezes, i = 1,... k.



> Quantos mondmios distintos xi* - - - x7*, a1 + - - + ax = n,
aparecem na expansio de

E igual ao nimero de composi¢des fracas de n de comprimento k,
(n+k71)
k—1



Exemplo.Todas as palavras de comprimento trés no alfabeto {x, y, z},
XXXy XXY s XYXy YXX 3 XXZ ) XZXy ZXXy XYY 3 YXY 3 YYX, XZZ, ZXZ, ZZX, XYZ, XZY,
YXZ, yzX, ZyX, zXy, YyzZ,yzy, Zyy, YyzZ,zZyz, ZZy, Yyy, ZZZ

O niimero total é igual 33.

(x+y+2)?°=x34+y3+ 22 +3x% +3x°2 + 3y%z + 3y*x + 32°x + 32%y

+6xyz

Proposicao Numa caixa k dimensional de dimensdes a; X - -+ X ak, 0
nimero de caminhos mais curtos em Z* da origem para o ponto de

coordenadas (a1,...,ax) € igual a (a1 az_"m ak)'

Prova Sendo a caixa k dimensional os passos unitdrios sdo definidos
pelos vectores unitarios da base candnica ¢;, i = 1,..., k. Associemos a
cada direc3o ¢; a letra i. Ent3o existe uma bijec¢do entre o conjunto das
palavras comprimentso a; + - - - + ax, com a; letras i, para i =1,...,k, e
o conjunto dos caminhos mais curtos da origem para o ponto (ay, ..., ax).



