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Prinćıpio da inclusão-exclusão

Recorde o exerćıcio 37.

I Quantos números existem com quatro algarismos pertencentes ao
conjunto {1, 2, . . . , 9} e que contêm o algarismo 5?

Respondemos anteriormente a esta pergunta usando o

princı́pio da soma o qual exige que decomponhamos o

conjunto dos objectos que queremos enumerar em

subconjuntos dois a dois disjuntos.

93 + 8.92 + 82.9 + 83

Em alternativa podemos responder à seguinte pergunta

que é mais simples.

I Quantos números existem com quatro algarismos pertencentes ao
conjunto {1, 2, . . . , 9} sem o algarismo 5 ?



Prinćıpio da inclusão-exclusão

I Quantos números existem com quatro algarismos pertencentes ao
conjunto {1, 2, . . . , 9} sem o algarismo 5 ?

X : conjunto de todos os números com quatro algarismos
pertencentes ao conjunto {1, 2, . . . , 9}.

A: conjunto de todos os números com quatro algarismos
pertencentes ao conjunto {1, 2, . . . , 9} sem o algarismo 5= conjunto
de todos os números com quatro algarismos pertencentes ao
conjunto {1, 2, . . . , 9} \ {5}.

X \ A: conjunto de todos os números com quatro algarismos
pertencentes ao conjunto {1, 2, . . . , 9} e que contêm o algarismo 5.

|X \ A| = |X | − |A| = 94 − 84 = 93 + 8.92 + 82.9 + 83



Prinćıpio da inclusão-exclusão

I Sejam A1, A2, . . . ,An subconjuntos de um conjunto X . Então o
número de elementos no universo X que não estão em nenhum dos
suconjuntos A1, A2, . . . ,An, é

|X \
n⋃

i=1

Ai | = |X | −
n∑

i=1

|Ai |+
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj |−

−
∑

1≤i<j<l≤n

|Ai∩Aj∩Al |+· · ·+(−1)k
∑

1≤i1<···<ik≤n

|Ai1∩· · ·∩Aik |+· · ·+

+(−1)n|A1 ∩ · · · ∩ An|.

I O número de elementos em um ou mais dos conjuntos A1,
A2, . . . ,An, é

|
n⋃

i=1

Ai | =
n∑

i=1

|Ai |−
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩Aj |+
∑

1≤i<j<l≤n

|Ai ∩Aj ∩Al |−· · ·+

+(−1)k+1
∑

1≤i1<···<ik≤n

|Ai1 ∩ · · ·∩Aik |+ · · ·+ (−1)n+1|A1∩ · · ·∩An|.



Contar funções sobrejectivas entre conjuntos finitos: uma fórmula

I Quantas funções sobrejectivas existem de um conjunto R com r
elementos para um conjunto N com n elementos?

Já respondemos a esta pergunta usando os números de

Stirling de segunda espécie:

# partições ordenadas de R em n partes não vazias = n!Sr ,n.

Seja N = {1, . . . , n}. Queremos enumerar o conjunto

{f : R → N; 1, . . . , n ∈ f (R)} = {f : R → N; N = f (R)}.

I Quantas funções há de R para N cuja imagem contém todos os
elementos de N?

I Quantas funções há de R para N cuja imagem não contém todos os
elementos de N?

Ai = {f : R → N; i /∈ f (R)} = {f : R → N \ {i}} i = 1, . . . , n

X = {f : R → N}, |X | = nr

X\
n⋃

i=1

Ai = {f : R → N; 1, . . . , n ∈ f (R)} = {f : R → N; N = f (R)}



Contar funções sobrejectivas entre conjuntos finitos: uma fórmula

|X \
n⋃

i=1

Ai | = |X | − |
n⋃

i=1

Ai | = nr −
n∑

k=1

|Ai |+ · · ·

|Ai | = |{f : R → N \ {i}}| = (n − 1)r

n∑
k=1

|Ai | = n(n − 1)r

|Ai ∩ Aj | = |{f : R → N \ {i , j}}| = (n − 2)r∑
{i,j}⊆[n]

|Ai ∩ Aj | =

(
n

2

)
(n − 2)r

...
|Ai1 ∩ · · · ∩ Aik | = |{f : R → N \ {i1, . . . , ik}}| = (n − k)r∑

{i1,...,ik}⊆[n]

|Ai1 ∩ · · · ∩ Aik | =

(
n

k

)
(n − k)r .



Contar funções sobrejectivas entre conjuntos finitos: uma fórmula

|X \
n⋃

i=1

Ai | = |X | − |
n⋃

i=1

Ai | =

= nr − n(n − 1)r +

(
n

2

)
(n − 2)r −

(
n

3

)
(n − 3)r + · · ·

+(−1)k
(
n

k

)
(n − k)r + · · ·+

(
n

n

)
(n − n)r .

=

(
n

0

)
nr −

(
n

1

)
(n − 1)r +

(
n

2

)
(n − 2)r −

(
n

3

)
(n − 3)r + · · ·

+(−1)k
(
n

k

)
(n − k)r + · · ·+

(
n

n

)
(n − n)r

#funções sobrejectivas de R para N = |X\
n⋃

i=1

Ai | =
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
(n−k)r =

transformação de ı́ndices k → n − k

=
n∑

k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
k r .



Uma fórmula para os números de Stirling de segunda espécie

Sr ,n =
1

n!

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
k r .



Prinćıpio da inclusão-exclusão

I Quantas palavras há de 10 letras que contêm todas as cinco vogais?

I Quantas palavras há de 10 letras que não contêm todas as cinco
vogais? (Use o alfabeto com 26 letras.)

I Sa = {palavras de 10 letras sem a vogal a}
Se = {palavras de 10 letras sem a vogal e}
Si = {palavras de 10 letras sem a vogal i}
So = {palavras de 10 letras sem a vogal o}
Su = {palavras de 10 letras sem a vogal u}

I |Sa ∪ Se ∪ Si ∪ So ∪ Su| = (|Sa|+ |Se |+ |Si |+ |So |+ |Su|)
−

∑
{f ,j}⊆{a,e,i,o,u}

|Sf ∩ Sj |

+
∑

{f ,j,k}⊆{a,e,i,o,u}

|Sf ∩ Sj ∩ Sk |

−
∑

{f ,j,k,l}⊆{a,e,i,o,u}

|Sf ∩ Sj ∩ Sk ∩ Sl |

+|Sa ∩ Se ∩ Si ∩ So ∩ Su|



Prinćıpio da inclusão-exclusão

I
∑

{f }⊆{a,e,i,o,u}

|Sf | =

(
5

1

)
.2510

∑
{f ,j}⊆{a,e,i,o,u}

|Sf ∩ Sj | =

(
5

2

)
.2410

∑
{f ,j,k}⊆{a,e,i,o,u}

|Sf ∩ Sj ∩ Sk | =

(
5

3

)
.2310

∑
{f ,j,k,l}⊆{a,e,i,o,u}

|Sf ∩ Sj ∩ Sk ∩ Sl | =

(
5

4

)
.2210

|Sa ∩ Se ∩ Si ∩ So ∩ Su| =

(
5

5

)
.2110

Número de palavras com dez letras, num alfabeto com 26 letras, que não

contêm uma ou mais vogais: |Sa ∪ Se ∪ Si ∪ So ∪ Su| =

=

(
5

1

)
.2510 −

(
5

2

)
.2410 +

(
5

3

)
.2310 −

(
5

4

)
.2210 +

(
5

5

)
.2110 =

5∑
k=1

(−1)k+1

(
5

k

)
(26− k)10.
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