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Funcdo geradora de 2{1:2}

» Notac3o: dado o inteiro positivo n > 1 escrevemos
[n]:={1,...,n}.

» 27 — {()}. Consideremos o polinémio constante 1.

» 201 = {(, {1}}. Consideremos a variavel x; e o polinémio 1 + x;.

> 22— {0, {1}, {2}, {1,2}}

Sejam x3, x> duas varidveis independentes,

(1-|—X1)(1 +X2) = (1+X1) + (1 +X1)X2 =14+x1+x + x1x

Hx,-:l Hx,-:xj,jzl,Z, H Xj = X1X2

i€ ie{j} ie{1,2}

(14 x)(14x) HX, Hx,-+Hx,-+ H x,-:ZHX,-

i€l ie{1} ie{2} ie{1,2} AC[2]i€A



Funcdo geradora de 21123}

> 200 ={0,{1}, {2}, {3,}.{1,2}, {1,3},{2,3}, {1,2,3}}

> Sejam xi, X2, x3 varidveis independentes

(1 + X1)(1 + X2)(1 + X3)

1T+ x)(1+x)+ 1+ x)(1+x2)x3
14+x1+x + X3

+X1X2 + X1X3 + X2X3

+X1X2X3

> I

AC[3] icA



Funcio geradora de 2{%:--n}

e Consideremos 2["l = {todos os subconjuntos de [n]}, n > 0.

> A fun¢8o geradora de n varidveis para os subconjuntos de [n] é

T+ x)(1+x2) (14 x,).

Pois

(1+x)14+x) - (1+x,)=

= (I4+x)14+x) (14 x-1)+T+x)(1+x2) (1 4+ Xp—1)Xn

= > IIx+ > II »
AC[n—1]i€A AC[n—1] ieAu{n}

= > IIx
AC[n] i€A

» Facamos x; = xp = ++- = X, = X

Hx,-:xlA‘ e (l—i—x)":leA‘

icA AC[n]



Funcio geradora de 2l com respeito ao cardinal, teorema binomial e coeficientes binomiais

L0 =3 x4

AC[n]

» No segundo membro desta igualdade, agrupemos as parcelas da
soma, segundo o cardinal de A,

3 x4l = Z 3 K4

ACTr] k=0 ACIn]
|A|=k

» Quantos subconjuntos de [n] existem com cardinal k? Quantas
vezes é que o termo x* aparece na soma ) ;1 x/A?

(-



Funcdo geradora de 2" com respeito ao cardinal (peso),

teorema binomial e coeficientes binomiais

» A funcdo geradora de 2["l com respeito ao cardinal (peso) é
(1+x)".
Pois,

1+x)" = Zx'A‘

AC|n]

DI,
k=0 AC[n]
|Al=k

-2

k=0



Algumas identidades binonmiais e o rectangulo de Pascal

» Teorema binomial Para todo o n > 0,
n __ " n k __ b n n—k
(14 x) —Z(k>x —Z<k)x )
k=0 k=0
e Varias identidades s3o consequéncia desta expansao
» Soma da linha n do rectangulo de Pascal. Para todo o n > 0,
" /n n n n n
on — - )
200 (7))
k=0
x=1

» Soma alternada da linha n do rectingulo de Pascal. Para todo o

n>0, )
Sew()-fy oo



Soma alternada dos coeficientes binomiais de uma linha do

rectangulo de Pascal

» Paratodoon>1,

Ou seja,
n n
x (-2 0
k par k impar
0<k<n 0<k<n
> Concluimos que o nimero de subconjuntos de {1,...,n} que tém

um numero impar de elementos é igual ao nimero de subconjuntos
que tém um nidmero par de elementos. Seja esse niimero s, entdo

2s=2", e s=2""1



> Paratodoon>0, (1+x)"= Z (:>xk.

k=0
» Derivando ambos os membros em ordem a x e fazendo em seguida

x =1, tem-se
Z k<Z> =n2""Y n>o0.
k=0

» Derivando k > 0 vezes ambos os membros em ordem a x, e fazendo
em seguida x = 0,tem-se
dk

g (), =

= n(n— 1)...(n_k+1)(1+x)"7k|xzo
=n(n—1)---(n—k+1)

£(E6), 0

n(n=1)- - (n—k+1) = k! (”) e (”) _nln=1): kl(” —k+1)




Combinacoes simples

» Quantas

> maneiras existem de seleccionar r objectos distinguiveis de n
objectos distinguiveis?

> sequéncias bindrias de comprimento n existem com r 1'se (n—r)
0's?

O nidmero destas sequéncias binarias de comprimento n é igual ao nimero de escolhas
de r posicdes (distinguiveis) para os r digitos 1 (equivalentemente n — r posicdes para
os n — r digitos 0) de entre as n (distinguiveis) posi¢des.

Pelo exercicio 42, existe uma bijec¢do entre os subconjuntos de [n] eas palavras
binirias de comprimento n tal que a cada A C [n] com |A| = r corresponde uma
palava bindria de comprimento n com r entradas iguais a 1. Logo, pelo principio da

bijegdo a resposta‘ds duas perguntas é a mesma ('r’) = (nfr).



Teorema binomial (generalizado)

» Teorema Para todoo n>0, (x+y)" = Z (n)xkyn_k-
k=0

Prova. Consideremos o produto dos n factores

(x+y)x+y)(x+y).

n

Quando calculamos a expansio do produto, escolhemos em cada
um dos n factores um x ou um y. Registando cada escolha de x
com 1, e cada escolha de y com 0, formamos uma palavra binaria
de comprimento n: quando escolhermos x no j-ésimo factor do
produto, 1 é a j-ésima letra da palavra, e quando escolhemos y a
Jj-ésima letra serd 0. Temos entdo uma bijeccdo entre as ocorréncias
dos mondmios na expansdo do produto e as palavras bindrias de
comprimento n. Como num mondmio as varidveis comutam,
obtemos monémios em x e y de grau n, xKy"~¥, que correspondem
a escolha de k termos com x e n — k termos com y, 0 < k< n. O
coeficiente de x¥y"~k é entdo igual ao niimero de palavras binarias
de comprimento n com k 1's e n— k 0's. Ou seja, (7)) = (,”,)-



Mais uma identidade: a identidade de Vandermonde

e Proposicao. Paratodor>0,s>0en>0,

: r s r+s
2 ()62 =(0)
Prova No exercicio 64 demonstramos esta igualdade apresentando um
argumento combinatério de contar de duas maneiras. Faremos agora uma
demostracdo baseada no teorema binomial. Consideremos a igualdade
(1+x)(1+y)° =(1+x)". Usando o teorema binomal, tem-se

(ZOOX) ZO = (1) (1+x)°

Jj=0
— (1_|_X)r+s

= f(r—:s>x’7

n=0

r S
» Qual é o coeficiente de x" em ( <) x’) Z <_>XJ ?
im0 \ i J



- r
> ()
. I
i=0
» paracadan=0,1,2,...,r +s, temos

(1:>Xk (nik)xnk = (,:) <,,fk)x”7 0<k<n

Somando todos os termos em x", obtém-se

PAIENIE

» Como consequéncia da multiplicacdo de dois polinédmios resulta que,



» Dois polindmios s3o iguais se e sé se os coeficientes dos termos do
mesmo grau s3o iguais. Da igualdade

=0 (20)) - EEE6)]-

n=0

resulta a chamada identidade de Vandermonde

i r s . r+s
k)\n—k/) n )’
k=0
paratodor >0,s>0e0<n<r+s. Paran>r+s aigualdade

também é valida porque neste caso ambos os lados da igualdade sdo
iguais a zero, por definicdo de coeficiente binomial.



