Aula 10 A-B: Parti¢cdes de um conjunto

Nimeros de Stirling de segunda espécie
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Parti¢cdes (ndo ordenadas) de conjuntos e niimeros de Stirling

> Os nossos objectos combinatérios de estudo sdo agora as particGes
(ndo ordenadas) dum conjunto em conjuntos ndo vazios,
R = A1 U...UA, unido disjunta de conjuntos Aj, ..., A, nao
vazios.

» R={1,2,3,4,5} tem 2* — 1 = 15 ( exercicio 46) particdes em 2
conjuntos; R = {1,2,3,4,5,6} tem 25 — 1 = 31 parti¢cdes em 2
conjuntos.
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Definigdo O niimero de Stirling S, , (de segunda espécie) é o
niimero de particdes em n partes (ndo vazias) de um conjunto de r
elementos.

Sr,n:O7n>r20a Sr,1:1:5r,rar21

Sa=2"1-1

Por convencdo, escrevemos Sp g := 1. (Uma explicagdo: o niimero de
maneiras de distribuir 0 bolas por 0 caixas é n3o fazer nada.)

e Nimero de Bell. O niimero de todas as parti¢des (em partes ndo vazias) de
um conjunto com r elementos é o niimero de Bell Bell(r),

r
Bell(r) = Sy«
k=1

Bell(0) := 1

Proposicao. O nimero de fungdes sobrejectivas de R para N,
{f : R — N, f sobrejectiva}| =
= nlmero de parti¢oes ordenadas de R em n partes nao vazias = n!S,



Parti¢oes (ndo ordenadas) de conjuntos e niimeros de

Stirling

> Quantas fun¢des sobrejectivas existem de R = {1,2,3,4,5} para
N ={1,2}?
2155, =21(2* — 1)

> [Rl=r,

Nl =n

1
Sin= ﬁHf : R — N, f sobrejectiva}|

» De quantas maneiras podemos colocar r bolas distintas em n caixas
iguais sem caixas vazias?

Sr,n

» De quantas maneiras podemos colocar r bolas distintas em n caixas
iguais?

n
Z Sr,k = Sr,l + Sr,2 + -+ Sr,n~
k=1



Nimeros de Stirling (segunda espécie): alguns valores

>

v

v

v

R n&o vazio, |R| =r.
5r,l =1= Sr,ry r>1

S,2 =21 —1 (exercicio 40), nimero de maneiras de partir um
conjunto R de r elementos em duas partes (ndo vazias). Contar
particdes de R em dois blocos {A, R\ A} com A n3o vazioe A # R.

Sa=2"1-1

S1= ()
Uma particdo de R em r — 1 blocos (ndo vazios) consiste
exactamente de um bloco com 2 elementos de R e os restantes

r — 2 blocos (ndo ordenados) com apenas um elemento cada,
retirado de entre os r — 2 elementos que sobraram depois de ter
feito a escolha do bloco de dois elementos o qual pode ser escolhido
de (5) maneiras.



Nimeros de Stirling (segunda espécie): alguns valores

» R={1,2,3,4}
(3) particdes de R em trés partes
12|3/4
13|2|14
1412|3
23|14
24|13
34|1]2
» Quantas fungdes sobrejectivas existem de um conjunto de r
elementos para um conjunto de r — 1 elementos?

()



Ndmeros de Stirling (segunda espécie): uma relagdo de recorréncia

Proposicao.
5r,k - Sr—l,k—l + kSr—l,kv r> 1.

Prova. O lado esquerdo da igualdade conta o niimero de maneiras de
partir R em k partes. Agora vamos contar doutra maneira. Fixemos

x € R, onde |R| = r. Entdo x forma um bloco de tamanho 1 ou estd
num bloco de tamanho pelo menos dois.

No lado direito, a primeira parcela conta todas as particoes de R em k
partes sendo {x} um bloco de tamanho 1, e a segunda parcela conta
aquelas particdes de R em k partes onde x aparece num bloco de
tamanho > 2.

Neste tltimo caso, um tal bloco pode ser obtido acrescentando x a
qualquer um dos k blocos de uma particdo de R\ {x} em k partes. O
nimero de maneiras de partir R\ {x} em k blocos é 5,_1 ;. Portanto,
para cada maneira de partir R\ {x} em k blocos,

R\{X}:A:[UAQU"'UAK

x é acrescentado a cada um dos k blocos, dando origem a k particoes de
R em k partes onde x aparece num bloco de tamanho > 2



Nimeros de Stirling (segunda espécie): uma relagdo de

recorréncia

> R:(A1U{X})UA2U'-'UAK
R:Alu(AQU{X})UA:),U"'UAK

R=A1UAU---U(AxU{x})

> Ou seja, x aparece em kS,_1 4 blocos de tamanho > 2.



Nimeros de Stirling (segunda espécie): uma relagdo de

recorréncia

>» k=r—-1

Srrc1=5S5—1,2+(r—1)S 1,1
=52,-3+(r=2)S 2,2+ (r—1)
=S4 3 4 (r—2)+ (r—1)

S514+24+-+(r—=2)+(r—1)

=142+ +(r=2)+(r—-1)=r(r—1)/2



O niimero total de fun¢des sobrejectivas de f : [n] — [m] é igual a m!S, m, onde Sy m
é o nimero de parti¢des (n3o ordenadas) do conjunto [n] em m partes n3o vazias.
Toda a fungdo f : [n] — [m] pode ser considerada como uma fun¢3o sobrejectiva

f:[n] = Y onde Y = f([n]). Entdo

m" = |{f:[n] = [m]}], classificando as fun¢des de acordo com a imagem Y,
= Z |{f : [n] = Y,f sobrejectiva}|
YC[m]

Z Z {f : [n] = Y, f sobrejectiva}|

k=0 | |vi=k
YC[m]
L m
Note que Z [{f : [n] = Y, f sobrejectiva}| = (k)k!s,,’k (Quantas parcelas tem

1Y =k
YCim)

esta soma?)

= Xm:(’:)k!sn,k:Xm:s,,’km(m—1)(m_2)...(m_k+1)
k=0 k=0

Nota: Se n < m, S, x = 0 para k > n, e entdo

> ko Snxm(m—1)(m—2)--- (m—k+1) =>4 4 Spm(m—1)(m—2)--- (m—k+1).
Como m(m—-1)(m—-2)---(m—m+1)(m—-(m+1)+1)---(m—k+1) =0 para
k> m+1, se n> m, entdo

S S m(m—1)(m=2) - (m—k+1D)=S5S" S m(m—1)(m-2)---(m—k-+1).



= Spom(m—1)(m—2)---(m—k+1).
k=0

Ou seja, m" = ZSn’km(m —1)(m—-2)---(m—k+1),n>0.
k=0

Em particular, para n =0, vem m°® = So0=1.

Observacdo. Recorde que, na teoria dos conjuntos, uma fun¢do f : A — B é um
subconjunto f de A x B tal que

> se x € A, existe y € B tal que (x,y) € AX B, e
» tal elemento y é Unico.
De acordo com esta definicdo, se A =0 e B # () ent3o existe exactamente uma funcio

de A para B, 1 =|B|°. Se A# () e B = () ent3o n3o existe nenhuma fung3o de A para
B, 014l = 0. Donde, |{f : [n] — 0}| = 0.



Argumento polinomial

o Se p(x) e q(x) sdo dois polinémios sobre C de grau < n que coincidem
em pelo menos n+ 1 pontos distintos ent3o eles sdo iguais. Em
particular, se p(n) = q(n), para todo o n € N, entdo p(x) = q(x).

Da igualdade

m" = ZS,,’km(m —1)(m—-2)---(m—k+1),n>0,me N, resulta
k=0
entdo a identidade polinomial

J
=Y Suxlx—D(x=2) - (x—k+1), j=0.
k=0

x% =Sl =1, x! = S;1x = x, x2:x—|—522x(x—1):x—|—x(x—1),

X3 =x+ (22— Dx(x — 1) + x(x — 1)(x — 2),

x* = x+ (22 - 1)x(x—1)+ (3>X(X— 1)(x —2) +x(x = 1)(x — 2)(x — 3)



Argumento polinomial

e Consideremos o espaco vectorial V' complexo dos polinémios de grau
<n V={axk+ - +ax®+ax+a:0<k<n,a €C}. Como
{1,x,x%,...,x"} é uma base de V, entdo a igualdade polinomial acima
permite-nos concluir que

{1, x,x(x = 1),x(x = 1)(x = 2),...,x(x = 1)---(x = n+ 1)} é também
uma base para V, pois

J
XJ:ZSJ’kX(X—l)(X—2)(X—k+1), OSJSH
k=0



Exemplo n =4, {1,x,x? x3,x*} e

{1, x,x(x — 1), x(x — 1)(x — 2), x(x — 1)(x — 2)(x — 3)}

x4t = S4.014S4 1%+ 54 2x(x—1) 454 3x(x—1)(x—2)+ 54 ax(x—1)(x—2)(x—3)

=01+ (23 —Dx(x—1)+ (;)X(X —1)(x—2)+x(x — 1)(x — 2)(x — 3).

e Para k inteiro ndo negativo, definimos o polinémio

(x) _ x(x—l)mlgle(kfl)).

(-t O ()52 ()2




