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Principio da inclusdo-exclusido

Teorema (Principio da inclusdo exclusdo.) Sejam X um conjunto e
sejam Ay, Ay, ..., A, uma familia de subconjuntos (ndo necessariamente
disjuntos) de X. Entdo o niimero de elementos no universo X que n3o
estdo em nenhum dos suconjuntos A;, Az, ..., A, é

AUl =X+ Y N

sCln] lies
|SI=k

Prova. Escrevamos por extenso a eXpreSSsO acima
IX\ULL Al = |X]
- > Al
+ Yi<icj<n lAINA;]

- Yi<icj<i<n lAINAINA|
+

+(_1)k El§i1<.«.<ikSn |Ai1m"'mAik|

+(=1)" [ALN--NA,|.
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IX\U Al = X (5) parcelas
- o A (7) parcelas
+ Pi<icj<n [AINA] (3) parcelas
- Picicici<n [ANAINA| (%) parcelas
+
+(—1)F Z15i1<m<,-k§n [AyNeNA;, | () parcelas
+(-1)" [A1N---NA,| (g) parcelas.

Consideremos x um elemento arbitrario de X. Se x estd em X \ |JI_;, é
contado, no lado esquerdo da expressdo, exactamente uma vez, e zero
vezes, caso contrario. Temos de mostrar que o mesmo acontece no lado
direito. Suponhamos que x estd exactamente em k (0 < k < n)
subconjuntos A;, Aj,, ..., A (ndo estando em nenhum outro A;).
(Quando k = 0 significa que o elemento n3o estd em nenhum deles.) O
nimero de vezes que x é contado no segundo membro da expressio
acima, linha a linha, é
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1 vez no termo | X|;

depois k vezes, uma por cada A;, A, ..., Ai;

depois (%) vezes, uma por cada A; NA,, Ay N A, ..., Ay NA;;
depois (’3‘) vezes, uma por cada A; NA, NA;,, Ay NA, NA,, ...,
Ai_, NA;_,NA,, eassim sucessivamente.

No total x é contado exactamente

() (8- () e ()= e

vezes. O que significa que a expressdo acima estd correcta.
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O nidmero de elementos em um ou mais dos conjuntos A;, Az, ..., Ap, é

UA,:X\(X\UA,-) =X = X\ UA
i=1 i=1 i=1
Ou seja,

n n

Ual= v N4

i=1 k=1 sCin lies

IS|=k
:Z|A,'| — Z |A,‘ﬂAj|+
i=1 1<i<j<n
+ D JANANA[— (D) ALN DA,

1<i<j<I<n
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» Dado um conjunto finito de objectos, cada um dos quais pode ter
ou n3o a propriedade 1,2,...,n, seja N(i, iz, ..., k) o nimero de
objectos que tém pelo menos as propriedades i1, iz, ..., ix. Entdo o
nimero de objectos que tém pelo menos uma das propriedades
12,...,n, é

ZN(i)— > N(GiR)+ > N(iyiiz)+--+

1<i<ih<n 1<i<ih<iz<n
+ (=D YT N(i i) e+ (C1)TINL2, )

1<ip<...<ikx<n

= > (DT> Nk
k=1

1<ih<--<ix<n



Desencontros

» Definicdo Numa permutacdo dos primeiros n inteiros, um nimero
que ocupe a sua posicdo natural é ditoum ponto fixo da
permutacao.

142536 1 e 6 sdo pontos os pontos fixos

» Definicdo Uma permutacdo dos primeiros n inteiros sem que
nenhum ocupe a sua posi¢ao natural é chamada um desencontro de
comprimento n ou uma permutacio de {1, ..., n} livre de pontos
fixos. O niimero de desencontros de {1,...,n} é denotado por D,.

> Em geral, um desencontro de uma lista de n elementos é uma
permutacdo desses elementos tal que nenhum elemento aparece na
sua posicao original.
241635



Desencontros

» Problema Determinar D,,, o niimero de desencontros de
{1,2,...,n}.

Resolucao.
" propriedade "= permutacdo de {1,2,...,n} onde o elemento i
estd na sua posi¢do natural, i =1,...,n
N(ii, iz, ..., ix) = ndmero de permutacdes de {1,2,...,n} com pelo
menos os elementos iy, i, . . ., ix na sua posicao natural

=(n—k)!
Ndmero total de permutagdes de {1,2,...,n} com pelo menos k

elementos fixos (k elementos na sua posicdo natural)
.. . n
S N i) = L) (=K
1<ih<..<ik<n

Queremos contar as permutacdes que ndo verificam nenhuma das
propriedades 1,2,...,n
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D, = n'—(N(1)+---+N(n))+(N(1,2)+N(1,3)+- - -+N(n—1, n))—
—(N(1,2,3)+ -+ N(n—2,n—1,n)) +---+ (=1)"N(1,...,n)

—nl— (:)(n—l)!—i— (;’>(n_2)! - <g>(n—3)!—|—- : .+(_1)"<:>0!

11 1 1 1 1

n

i=0
Recorde da andlise que

oS St B L
£ ar i nl (n+1)!

» Exemplo De quantas maneiras poderdo ser metidas n cartas em n
envelopes sem que ninguém receba a carta que lhe é dirigida?

Di=0,D,=1D3=2 Dy =9



Encontros

> Definigdo As permutagdes dos inteiros {1,..., n} onde alguns se
encontram nas suas posicoes naturais sdo chamadas encontros.
E(r, n) denota o nimero de permutacdes dos inteiros {1, ..., n}
onde precisamente r entre 0s n nidmeros se econtram nas suas
posicées naturais.

Em particular, E(n,n) = 1.

» Para cada escolha de r pontos fixos numa permutagdo de

{1,...,n}, existem D,_, desencontros. No total existem (")
escolhas de r pontos fixos numa permutagdo de {1,...,n}.
Portanto,

E(r,n) = (':) Da_,.

(Definimos Dy := 1.) Em particular, E(0, n) = D,.

> Classificando as n! permutagdes de {1, ..., n} relativamente ao

nimero de elementos fixos, isto é, o nimero de inteiros que ndo
n

sairam da sua posicdo natural, tem-se E E(r,n) = n!
r=0



Encontros

» De quantas maneiras poderao ser enviadas n cartas de tal modo que
que r cheguem aos seus destinatarios e n — r cheguem trocadas?

E(r,n) = (’:) Do,

E(0,n)=D,, E(n—1,n)=D; =0

> Conte todas as permutacdes de {1,2,...,n} em que o 1 n3o estd
na primeira posi¢ao.
Contemos todas as permutacdes em que 1 (pelo menos) estd na
primeira posicdo: (n— 1)!

nl—(n—1'=(n-1)(n-1)!



