Aula 19: Particoes de um conjunto e particoes de

um numero
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Particoes ordenadas de conjuntos

> Quantas fungdes existem de R para N tais que y; é a imagen de a;

elementos de R, parai=1,...,n?
Copro o) =
ai,a2,...,an
= ndmero de parti¢des ordenadas do conjunto R em n conjuntos, Aj,...,An
onde |A;j| = a;, para i =1,...,n = niimero total de maneiras de distribuir r

bolas distintas por n caixas distintas, colocando a; bolas na caixa i, para

i=1,...,n

» Qual é o niimero total de funcées de R par N?

r
> )=r
a1,a2,.-.,an

(al,“.,an)GZ”ZO
ai+...+ap=r
composi¢do fraca de r
em n partes
Ndmero total de particdes ordenadas do conjunto R em n conjuntos, podendo
haver blocos iguais ao conjunto vazio = Ndmero total de maneiras de distribuir

r bolas distintas por n caixas distintas, podendo haver caixas vazias.



Particoes ordenadas de conjuntos

» Se f : R — N for sobrejectiva entdo os blocos da particdo sdo ndo
vazios, e Ay, ..., A, formam uma particdo ordenada de conjuntos
ndo vazios de R.

» Quantas fungbes sobrejectivas existem de R para N ?

E igual ao nimero de parti¢des ordenadas de R em n conjuntos n3o vazios =
nimero de maneiras de colocar r bolas distintas em n caixas distintas sem

deixar caixas vazias )
_ _1\k n _ r
= ()=

k=0

> (.0 )
a1,382;,...,an

(a1,---»an)
composi¢cdo de r
em n partes



Composicdes, particdes de nlimeros e particdes de conjuntos

» Quantas palavras de comprimento 5, com exactamente trés letras
iguais a 2 e duas letras iguais a 1, pode formar?

5!
312!
» Quantas composicbes de 8 em cinco partes pode formar, sendo trés
delas iguais a 2 e duas iguais a 17

=10

E igual ao niimero de maneiras de escollher trés lugares para o 2 de entre cinco,

equivalentemente, igual ao nimero de maneiras de escollher dois lugares para o

5-0)-0)-r

22211;22112;21122;11222; 22121; 21221; 12221; 21212; 12212; 12122

1 de entre cinco.

> Quantas particdes ordenadas existem do conjunto [8] em cinco
partes de tal modo que trés blocos tém tamanho 2 e dois tém

tamanho 17
LN
3121\2,2,2,1,1



Composicdes, particdes de nlimeros e particdes de conjuntos

> Quantas parti¢des (ndo ordenadas) existem do conjunto [8] em
cinco partes de tal modo que trés blocos tém tamanho 2 e dois tém

tamanho 17
8
?
2,2,2,1,1

8
(2,272,1,1) 5
3121

N3o distinguimos, por exemplo, as seguintes particSes de [8]:

{1,2};{3,4};{5,6}; {7}; {8}

{3,4}:{5,6}; {1,2};{8}; {7}

Resposta:

(2,2 g 1 1)

145

3121



Particoes de nimeros e particoes de conjuntos

> Definicdo Seja Aj, Ay, ..., A uma particdo (n3o ordenada) do
conjunto [n] em k blocos com tamanhos 71, ..., 7. Se
a= (a1, ap,...,ak) é a reordenagdo por ordem decrescente dos
tamanhos dos blocos 71, ..., 7. Entdo a = (a1, a2,...,ak) é uma
particdo do nimero n em k partes e dizemos que a é o tipo da
particio Ay, Az, ..., Ax do conjunto [n].

» Exemplo {1,5,6}, {2,7}, {3,9}, {4,8} e {10} e {1,2,10}, {5,8},
{3,9}, {4,6} e {7} sdo duas parti¢des distintas do conjunto
{1,2,...,10}, ambas do tipo (3,2,2,2,1).



Particoes de nimeros e particoes de conjuntos

Teorema Seja a = (a1, 32, ..., ax) uma particdo do nimero n, em k
partes, e seja m; é a multiplicidade de i como uma parte de a. Entao o
nimero de parti¢des do conjunto {1,2,..., n} que sdo do tipo a, ¢ igual a

(130 ,2)
a1,a, ,ak

Hi21 m;!



58’5 — Z (31,82?..,35) — Z 5' (81,22,8.‘.735)

| . | |
(a1---a5) ot (a1>...>a5) lel mi: 5!
composi¢cdo de 8 particdo de 8
em 5 partes em 5 partes
(81732?--~, 5)
E T onde m; é a multiplicidade de i como parte de (ay,...

m
(a1>...>as5) H'>1 "

particdo de 8
em 5 partes

735)-



Seja a = (a1, a,...,ak) uma particdo de n, e m; a multiplicidade
de i > 1 como uma parte de a. Por exemplo, a = (3,3,1,1) é uma
particitode 8e m; =2, my =0, my=2em; =0, i > 4.

Mostre que o niimero de composi¢cdes distintas que obtém
reordenando (permutando) de todas as maneiras possiveis as

L K _
entradas de a é Moy il (Note que 0! =1.)
Quantas composi¢des distintas obtém reordenando (permutando) as
entradas de (3,3,1,1)? Escreva-os todas.

<2?2) - @

Bast escolher os lugares para o 3 de entre quatro.

De quantas maneiras pode distribuir n objectos distintos por k
caixas distintas, pondo a; objectos na caixa 1, a, objectos na caixa
2, ..., e ax objectos na caixa k7

( : )
ai,dz, -, dk



De quantas maneiras pode distribuir n bolas distintas por k caixas
iguais, sem deixar caixas vazias, de modo a que haja m; caixas com
1 bola, my caixas com 2 bolas, ..., m; caixas com j bolas, onde
m+2my+ -+ jmj=nem+---+m; =k?

Se a= (a1,...,ax) for a particdo de n, onde m; é a multiplicidade de i como

uma parte de a, entdo é o niimero de parti¢des do conjunto {1,2,...,n} que
sdo do tipo a,

(ay,00 1)
a1,ap,° 0 ,ak

[Ti>1 mi! .

De quantas maneiras pode distribuir 4 bolas distintas por 2 caixas
iguais, de modo a que haja 2 caixas com 2 bolas cada? 1 caixa com
1 bola, 1 caixa com 3 bolas? E se fizer a distribuicdo das 4 bolas
distintas por 3 caixas iguais sem deixar caixas vazias?

(2?2>/ ? (3?1> a3 = (2,[11,1>/ 2= @

Mostre que se a = (2,1,...,1) é uma particdo de n entdo o nimero
de parti¢des do conjunto {1,2,..., n} que sdo do tipo a é igual a

(3)- o



» De quantas maneiras pode distribuir 9n objectos distintos por 9
caixas iguais, cada uma com n objectos?

(n,." )
n,...,n
——
9
9l
e (9n)!
» Use um modelo combinatério para mostrar que ———— é um
9! x (n!)9

numero inteiro.



