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Inversões de uma permutação de Sn

Definição Uma inversão da permutação π ∈ Sn é um par (i , j) com
i < j e π(i) > π(j).
Definição O conjunto das inversões da permutação π = a1a2 · · · an é o
conjunto {(i , j) : i < j mas ai > aj}, e inv(π) é o número de inversões de
π.

Por exemplo, a permutação π = 4271365 tem o conjunto de inversões
{(1, 2); (1, 4); (1, 5); (2, 4); (3, 4); (3; 5); (3, 6); (3, 7); (6, 7)} e inv(π) = 9.

Exerćıcio. Mostre que

inv(π) = inv(π−1); 0 ≤ inv(π) ≤
(
n

2

)
= n − 1 + · · ·+ 2 + 1;

maxSn(invπ) = n − 1 + · · ·+ 2 + 1 =

(
n

2

)



Função geradora de número de permutações de Sn com
respeito ao número de inversões

∑
π∈S2

qinv(π) = qinv(12) + qinv(21) = q0 + q1 = 1 + q

∑
π∈S3

qinv(π) = qinv(123)+qinv(132)+qinv(213)+qinv(231)+qinv(312)+qinv(321)

= q0 + 2q + 2q2 + q3 = (1 + q)(1 + q + q2)

Em S3 existem 1 permutação com 0 inversões, 2 permutações com 1
inversão, 2 permutação com 2 inversões, 1 permutação com 3 inversões
(número máximo de inversões de uma permutação em S3).

Função geradora do número de permutações de Sn com respeito ao
número de inversões∑

π∈Sn

qinv(π) = (1 + q)(1 + q + q2) · · · (1 + q + q2 + · · ·+ qn−1)

Demonstração por indução sobre n. O grau deste polinómio é
(n

2

)
. O coeficiente

de q

(
n
2

)
é 1, ou seja, existe apenas uma permutação em Sn com

(n
2

)
inversões.



Sinal de uma permutação de Sn

Definição Definimos sinal de uma permutação π como sendo (−1)invπ e
escrevemos sgn π = (−1)invπ. Uma permutação diz-se par se sgn π = 1 e
ı́mpar se sgn π = −1.

Fazendo q = −1 em∑
π∈Sn

qinv(π) = (1 + q)(1 + q + q2) · · · (1 + q + q2 + · · ·+ qn−1),

obtemos ∑
π∈Sn

(−1)inv(π) = 0

∑
π∈Sn

sgn π = 0

|{π ∈ Sn : sgn(π) = 1}| = n!/2 = |{π ∈ Sn : sgn(π) = −1}|.



Sinal de uma permutação e decomposição ćıclica

Proposição Um ciclo de comprimento par (́ımpar) é uma permutação
ı́mpar (par). Uma permutação é par se e só se o número de ciclos de
comprimento par é par. Uma permutação em Sn cuja decomposição
ćıclica tem r ciclos tem sinal igual a (−1)n−r .

Se (a1a2 . . . am) é um ciclo de comprimento m, então

sgn (a1a2 . . . am) = (−1)m−1.

Se ρ, π ∈ Sn, sgn ρπ = sgn ρ.sgn π.

Se π = π1 · · ·πr é a decomposição ćıclica de π ∈ Sn, onde os
comprimentos dos ciclos são k1, . . . , kr respectivamente, então

sgn π = (−1)k1−1(−1)k2−1 · · · (−1)kr−1 = (−1)n−r .

Exemplo:

π = (23)(145)(67) sgn π = (−1)1(−1)2(−1)1 = (−1)7−3 = 1.

Aplicação: A = [aij ] matriz n × n

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn σ a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)
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