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Revisdo (aulas anteriores)

» Numa lista de 10 niimeros ay, a, ..., a0, onde a; € {1,2,3,4}, ha
pelo menos trés iguais.
10
=3
H

> Se n é um inteiro positivo talque n/3 > 5, e a, b, ¢ sdo inteiros ndo
negativos tais que a+ b+ c=n,entdioa>6ou b> 6 ou c > 6.

principio da média aritmética

a+b+c_ﬂ>5
3 3

[n/3] =6



» Consideremos o Kjg colorido a azul e a vermelho. Cada vértice tem
nove arestas adjacentes. Entdo em cada vértice existem pelo menos
4 arestas a vermelho ou pelo menos 6 arestas a azul

Forma forte do principio da gaiola dos pombos

4+ 6 — 2+ 1 arestas distribuidas por duas cores: vermelho e azul.

Em alternativa podemos pensar do seguinte modo:

Se colorirmos i arestas a vermelho ent3o 9 — / arestas estdo a azul.
Para 4 </ <9 arestas a vermelho a conclusido é verdadeira.

Para 0 </ < 3 arestas a vermelho temos 9 — j > 9 — 3 = 6 arestas
a azul e a conclusdo tamabém ¢é verdadeira.



Ndmeros de Ramsey

» Definicao. Sejam m e n inteiros positivos > 2. O niimero de
Ramsey, R(m, n), é o menor nimero R tal que se tivermos R
pessoas numa sala entdo existe sempre um conjunto com pelo
menos m pessoas que se conhecem mutuamente ou um conjunto
com pelo menos n pessoas que se desconhecem mutuamente.

Equivalentemente
Sejam m e n inteiros positivos > 2. O nidmero de Ramsey R(m, n),
€ o menor nidmero R tal que se colorirmos as arestas de Kr a
vermelho ou azul, entdo podemos sempre encontrar na nossa figura
um K, com as a arestas todas a azul ou um K,, com as arestas
todas as a vermelho.

> R(3,3)=6
R(2,2) =2
K1 tem O arestas, K> tem a sua Unica aresta a azul ou a vermelho.

> R(2,n) = n, para todo o n > 2.
K, tem todas as arestas a vermelho ou existe pelo menos uma aresta a azul, ou
seja, existe um K> a azul.
Kp—1 com as arestas todas a vermelho ndo tem pelo menos duas a azul, nem n

arestas a vermelho.



Ndmero de Ramsey

v

Sejam m e n inteiros positivos > 2. O nimero de Ramsey R(m, n),
€ o menor nidmero R tal que se colorirmos as arestas de Kgr a
vermelho ou azul, entdo podemos sempre encontrar na nossa figura
um K, com as a arestas todas a azul ou um K, com as arestas
todas as a vermelho.

R(2,n) = n, para todo o n > 2.

K, tem todas as arestas a vermelho ou existe pelo menos uma
aresta a azul, ou seja, existe um Kj a azul.

K,_1 com as arestas todas a vermelho n3o tem pelo menos duas a
azul, nem n arestas a vermelho.

R(n,2) = n, para todo o n > 2.

Basta trocar as cores na resposta anterior
R(m,n) = R(n,m), m,n> 2.

O numero de Ramsey existe sempre?



» Regra da soma. Se S =5, U---US; € a unido disjunta dos
conjuntos S;, i =1,...,t, entdo |S| = S1_, |Si|.

> Nota. Se 51| =|S2| = ... = |S¢| = m entdo |S| = tm.
» Sejam n, k > 0 inteiros. Dado um conjunto X com n elementos,

consideremos todos os seus subconjuntos com k elementos.
Quantos s3o?

» Dados os inteiros n3o negativos n, k > 0, definimos o ndmero

n , .
(k) := numero de subconjuntos com k elementos

de um conjunto com n elementos.

Em particular, (Z) =0,sek>n,e (8) = (Z) =1, para todo o
n>0.

Se k =0, como s6 h& um conjunto vazio, (§) = 1.

Nota: Este nimero é dito um coeficiente binomial como veremos
mais adiante.



Regra da soma: relacdo de recorréncia de Pascal

» Exemplo. Vamos provar que a regra da soma produz a relacao
recorréncia de Pascal dos coeficientes binomiais

B)=(2)+ () n=en

com a condi¢do inicial ({) =1, n>0.

Nota. A relacio anterior é trivial para k > n > 1. Neste caso, temos 0 = 0.



Relag3o de recorréncia de Pascal

> Prova. Seja X um conjunto com n > 1 elementos. Seja S o
conjunto de todos os subconjuntos com k elementos de X, onde
k>1,

S={ACX:|Al=k} e |5|_<Z>.

Fixemos a € X (arbitrariamente). Vamos classificar os subconjuntos
com k elementos de X, com respeito ao elemento a, do seguinte
modo: um subconjunto de X com k elementos, ou tem a como
elemento ou ndo,

Si={ACX:|Al=k,ac A}, SS={ACX:|A =k a¢ A}
E claro que S=5US e S5 NS =0(S5 eS, ndo tém conjuntos
em comum).

Vamos calcular o cardinal de 57 e S».

S, é formado por todos os subconjuntos com k elementos de

X\ {a}, portanto,
-1
- ()



Relagdo de Pascal

> Consideremos X \ {a}.

Se acrescentarmos o elemento a a todos os subconjuntos com k — 1
elementos de X \ {a}, obtemos todos os conjuntos em S;. Ou seja,
A € 51 se e sb se existe um subconjunto B com k — 1 elementos de
X\ {a} tal que A= B U {a}, donde

n—1
|51] = (kl)'

A regra da soma produz ent3o |S| = |S1| + |2, isto §é,

(D:(Z:i)*(n;l), n>k>1,



Regra do produto

» Produto cartesiano de dois conjuntos. Se S; e S, sdo dois
conjuntos n3o vazios e finitos, entdo

51 X 52 = {(31,32) 1a) € 51,82 S 52}

é o conjunto dos pares ordenados (a1, a2), onde 3; € S;, i = 1,2.

> Mais geralmente, para t > 1, se 51, Sp,...,S; sdo t conjuntos n3o
vazios e finitos,

51><52><~-~xSt:{(al,...,at):a,-eS,-,lSigt},

é o conjunto dos t-uplos (ay,...,a;), onde a; € S;, para 1 </ < t.



Regra do produto

» Regra do produto. Se S =5; X S x -+ x §;, onde 51, S5,...,5;
sdo t conjuntos ndo vazios e finitos, entdo

t

N :H|51|~

i=1

> Nota: Se |S1] = |S2] = -+ = |S:| = m entdo |S| = m".

» Exemplo. Uma sequéncia de 0's e 1's é chamada uma palavra no
alfabeto {0,1}. O nimero de total de 0's e 1's é chamado o
comprimento da palavra.

0111001100001

tem comprimento 13



» Quantas palavras de comprimento n podemos formar no alfabeto
{0,1}?
Temos de determinar o conjunto S de todos os n-uplos (ay, ..., a,)
onde a; € {0,1}, parai=1,...,n,
5:{071} X {011} X X {071}7

n

S| = 2",

» O nidmero de palavras de comprimento n que podemos formar no
alfabeto {1,...,k} é
kn



Revisdo

» O nidmero de arestas de K, é (g) para todoo n> 1.
Seja V = {x1,...,xn} o conjunto dos vértices de K,. Entdo o
conjunto E das arestas de K, é definido por todos os subconjuntos
de dois elementos distintos de V/,

E={{x,x}:1<i#j<n}.

E| = (") n>1.
2

» O nidmero de arestas de K, é igual ao niimero de arestas de K,_1
mais n — 1, para todo o n > 2. O K, obtém-se de K,,_1
adicionando-lhe um vértice e em seguida unindo este vértice aos
restantes n — 1 vértices de K,_1. Ou seja, acrescentamos 1 vértice e
n — 1 arestas unindo este vértice aos restantes n — 1 vértices de
K,_1. Entdo
() =n=1+(""), n>2
Por inducio sobre n, podemos concluir,
(B)=(-1)+-+2+1,n>2

Portanto,



Revisdo

» O ndmero total de subconjuntos de um conjunto com n > 0
elementos é 2". Entdo

zn:(:>—2”,n20

k=0

O lado direito da igualdade é o nimero de subconjuntos de um
conjunto com n > 0 elementos. Esse nimero, pelo principio da
soma, pode ser calculado contando o niimero de subconjuntos de
cardinanal i, (7), para i =1,...,n, e, em seguida, somar tudo. E
precisamente o que temos no lado esquerdo da igualdade.

» O lado esquerdo da igualdade acima é a soma da n-ésima linha do

rectangulo de Pascal para n > 0.

» Soma da coluna 1 do rectangulo de Pascal até a linha n é igual ao
elemento na linha n+ 1 e coluna 2 do rectangulo de Pascal,

1
("; )—n+--~—|—2+1.



