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Resumo. Os números de Littlewood–Richardson são inteiros não negativos que dependem de um triplo
de partições (µ, ν, λ). Aparecem como coeficientes, por exemplo, na expansão linear do produto de dois
polinómios de Schur, na decomposição do produto de duas classes de Schubert, na decomposição do
produto tensorial de duas representações polinomiais irredut́ıveis do grupo linear, ou ainda na repre-
sentação do grupo simétrico. Por outro lado, enumeram diversos objectos de natureza combinatória
como tableaux de Littlewood–Richardson, puzzles de Knutson–Tao–Woodward e mosaicos de Purbhoo,
entre outros. Obedecem a doze simetrias no sentido em que são invariantes para as permutações e a
transposição simultânea de µ, ν, λ∨, onde λ∨ é uma certa partição complementar de λ. Seis delas são,
no sentido da complexidade computacional, fáceis de exibir em qualquer um dos modelos mencionados,

constituindo um subgrupo de ı́ndice dois do grupo diedral de ordem doze. As seis restantes fora deste
subgrupo, estão escondidas e são descritas por um único gerador que as reduz, com custo computacional
linear, à involução de Schützenberger.

1. Introdução

Uma sequência de inteiros não negativos ν = (ν1, . . . , νd) com ν1 ≥ . . . ≥ νd ≥ 0, é dita uma partição
de m em d partes no máximo, denotada por ν ⊢ m, se m = |ν| := ν1 + · · · + νd. Chamam-se partes
de ν aos termos não nulos desta, e o seu número ℓ(ν) vertifica ℓ(ν) ≤ d. Identificamos uma partição
com o seu diagrama de Young constitúıdo por ν1 + · · · + νd caixas dispostas por d linhas, ajustadas à
esquerda, de comprimentos 0 ≤ νd ≤ · · · ≤ ν2 ≤ ν1, lendo de cima para baixo. (Esta é a chamada notação
francesa que adoptaremos neste texto. Observa-se que na inglesa, ao contrário desta, as linhas decrescem

em comprimento do topo para baixo.) Por exemplo, ν = (3, 3, 2) = e |ν| = 8. Um tableau T
semistandard com formato ν é um preenchimento das caixas do diagrama de Young de ν com elementos i
no alfabetoX = {1, . . . , x}, x ≥ d, subconjunto dos números naturais, satisfazendo às seguintes condições:
os números crescem fracamente por linhas da esquerda para a direita; e crescem estritamente por colunas
de baixo para cima. O vector definido pela sequência das multiplicidades de cada uma das letras do
alfabeto X é dito o peso do tableau T . O conjunto de todos os tableaux semistandard no alfabeto X e
formato ν é denotado por TabX(ν). Quando as |ν| caixas de T estão numeradas de 1 a |ν|, dizemos que T
é um tableau standard. O conjunto de todos os tableaux standard com formato ν é denotado por ST (ν). A
palavra do tableau T é uma palavra no alfabeto X de comprimento |ν|, obtida lendo o tableau por linhas,
da esquerda para a direita, e de cima para baixo, denotada por w(T ). Por exemplo, se X = {1, . . . , 7},

ν = (3, 3, 2), P =

5 6

4 4 6

2 3 4 ∈ TabX(ν), com w(P ) = 56446234 e peso (0, 1, 1, 3, 1, 2, 0), e Q =

6 8

2 4 7

1 3 5 ∈ ST (ν).
Dadas duas partições µ e λ com diagramas de Young tais que µ ⊆ λ, definimos o diagrama enviesado λ/µ
como sendo o diagrama que se obtém depois de retirarmos a λ a parte correspondente a µ. Um tableau
com formato λ/µ no alfabeto X é um preenchimento do diagrama enviesado λ/µ de acordo com as regras
acima. Define-se de modo análogo a palavra e o peso de um tableau com formato enviesado. Denotamos
por TabX(κ) o conjunto dos tableaux semistandard com formato enviesado κ. Se µ = (2, 1) ⊆ λ = (5, 4, 2),

κ = λ/µ = é um diagrama enviesado, e T =

1 4

2 3 3

1 2 2 é um tableau semistandard com formato
λ/µ, palavra 14233122 e peso (2, 3, 2, 1).

Dado um conjunto de indeterminadas {x1, . . . , xd}, o grupo simétrico Sd actua neste conjunto e con-
sequentemente também no anel Z[x1, . . . , xd], por permutação das indeterminadas. Um polinómio em
Z[x1, . . . , xd] é dito simétrico se é fixo para esta acção de Sd. Seja Λd o anel dos polinómios simétricos
nas indeterminadas x1, . . . , xd, e Λm

d o subconjunto dos polinómios homogéneos de grau m. O anel Λd

tem várias Z–bases sendo uma delas constitúıda pelos chamados polinómios de Schur nas mesmas inde-
terminadas. Dado um tableau T com formato κ = λ/µ e peso (m1, . . . ,md), associamos-lhe o monómio

MT =
∏

1≤i≤d x
mi

i . Considere-se d = 4, κ = e T =

1 4

2 3 3

1 2 2 , então MT = x2
1x

3
2x

2
3x4 é o monómio
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associado a T . O polinómio sκ(x1, . . . , xd) =
∑

T∈TabX (κ) MT é simétrico (homogéneo de grau |λ|−|µ|) nas

indeterminadas x1, . . . , xd. Se κ é o diagrama de Young de ν, sν(x1, . . . , xd) =
∑

T∈TabX(ν) MT ∈ Λd é o

polinómio de Schur associado a ν nas mesmas indeterminadas. A regra de Littlewood–Richardson consiste
em determinar os coeficientes inteiros cλµ,ν para todo o λ no máximo com d partes, ao exprimir o pro-
duto de dois polinómios de Schur em Λd na base dos polinómios de Schur, sµ(x1, . . . , xd)sν(x1, . . . , xd) =∑

ℓ(λ)≤d c
λ
µ,νsλ(x1, . . . , xd). Os cλµ,ν são chamados os números ou coeficientes de Littlewood–Richardson,

e a regra de Littlewood–Richardson descreve-os como o cardinal de certos conjuntos de objectos com-
binatórios que descreveremos na secção seguinte. Como {sν : ℓ(ν) ≤ d} constitui uma Z–base de Λd,
podemos escrever o polinómio enviesado sκ(x1, . . . , xd) =

∑
ℓ(ν)≤d cκ,νsν(x1, . . . , xd), e pode mostrar-se

que cκ,ν = cλµ,ν (veja-se [10, 18]). A importância destes coeficientes reside no facto do anel Λd e, em
particular, os polinómios de Schur ocorrerem em outras situações, por exemplo: o produto tensorial de
duas representações polinomiais irredut́ıveis V µ e V ν do grupo linear geral GLd(C) decompõe-se em re-
presentações irredut́ıveis do GLd(C), V

µ ⊗V ν =
∑

ℓ(λ)≤d c
λ
µ νV

λ; as classes de Schubert σλ formam uma

base linear para H∗(G(d, n)), o anel de cohomologia do Grassmanniano G(d, n) dos subespaços lineares
de dimensão d de Cn, e σµσν =

∑
λ⊆d×(n−d) c

λ
µ νσλ, onde d× (n− d) denota a partição rectangular com

d partes iguais a n− d, para 0 ≤ d ≤ n.

2. A regra de Littlewood–Richardson e a correspondência de

Robinson–Schensted–Knuth

A regra de Littlewood–Richardson foi formulada pela primeira vez em [9], contudo a sua demonstração
só ocorreu posteriormente, estando esta intimamente relacionada com importantes construções combi-
natórias tais como a correspondência de Robinson–Schensted–Knuth [15, 16, 6] e o jeu de taquin de M.-P.
Schützenberger [17]. (Para saber mais veja-se [8]). Apresentaremos aqui uma prova devida a S. Kerov
[5] usando o polinómio de Schur sκ associado a um diagrama enviesado κ.

Dado n ∈ N, a correspondência de Robinson–Schensted–Knuth [15, 16, 6] estabelece uma bijecção F
entre o conjunto das palavras de comprimento n no alfabeto X e pares de tableaux (P,Q), com o mesmo
formato, sendo P um tableau semistandard no alfabeto X , chamado de inserção, e Q um tableau standard,
chamado de registo,

F : Xn ∼=
⊔

ν⊢n TabX(ν)× ST (ν)
w −→ (P,Q)

.

Conclúımos que o número de palavras que tem P por tableau de inserção é igual ao número de tableaux

standard Q com o formato de P . O teorema seguinte generaliza este resultado para palavras de tableaux

enviesados no sentido em que também esse número apenas depende do formato de P .

Teorema 1. (Hillman, Grassl 1980 [4]; White 1981 [19]) Seja κ um diagrama enviesado. Identificamos
TabX(κ) com o subconjunto de Xn das palavras de todos os tableaux em TabX(κ). Então, a restrição de
F a TabX(κ), é uma bijecção

F |TabX(κ) : TabX(κ) ∼=
⊔

ν⊢n TabX(ν) ×Qν(κ), onde Qν(κ) ⊆ ST (ν),
T −→ (PT , QT )

e PT , QT são respectivamente os tableaux de inserção e de registo da palavra de T .

Sobre este resultado, veja-se também [14]. Consideremos Tab0(κ, ν) o subconjunto de TabX(κ) formado
pelos tableaux com peso ν cujas palavras são tais que para todo o sufixo, o número de letras i é pelo
menos igual ao número de letras i + 1, i ≥ 1. Estes tableaux são chamados de Littlewood–Richardson

(abreviadamente LR). Por exemplo, para λ = (6, 4, 3), µ = (2, 1) e ν = (5, 3, 2),

2 3 3

1 2 2

1 1 1 1 ∈ Tab0(κ, ν),

w(T ) = 2331221111−→
F

(

3 3

2 2 2

1 1 1 1 1 , QT ).

Corollary 1. [5] Na correspodência anterior, T −→ QT é uma bijecção. Donde Tab0(κ, ν) ∼= Qν(κ) e

|Tab0(κ, ν)| = |Qν(κ)|, onde | | denota cardinal.

A correspondência de Robinson–Schensted–Knuth, permite escrever, sκ(x1, . . . , xd) =
∑

T∈TabX (κ) MT

=
∑

ℓ(ν)≤d |Qν(κ)|
∑

P∈TabX (ν) MP =
∑

ℓ(ν)≤d |Qν(κ)|sν . Conclúımos então do Corolário 1 que a regra

de Littlewood–Richardson dá as constantes da multiplicação na base das funções de Schur do seguinte
modo: cλµ,ν = cκ,ν = |Qν(κ)| = |Tab0(λ/µ; ν)|.
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3. Tableaux de Littlewood–Richardson, puzzles de Knutson–Tao–Woodward e simetrias

Os números de Littlewood–Richardson obedecem a doze simetrias. Escrevendo cµνλ como sendo cλ
∨

µν ,
eles são invariantes para a acção do grupo diedral Z2 × S3 onde o elemento não nulo de Z2 transpõe
simultaneamente µ, ν, λ, e S3 permuta-os: cµνλ = cµtνtλt e cµνλ é simétrico em (µ, ν, λ). Estamos a
considerar os diagramas de Young no canto sudoeste de um rectângulo fixo d × (n − d), 0 ≤ d ≤ n, de
altura d e largura n−d. O diagrama de λ∨ é o complementar de λ nesse rectângulo, rodado de 180 graus,
enquanto λt é a reflexão de λ sobre o eixo nordeste–sudoeste. Assim as partições λ são identificadas com
sequências binárias de comprimento n, com n− d 0’s e d 1’s como se segue: começando no canto inferior
direito do rectângulo e terminando no canto superior esquerdo, os zeros e os uns na palavra binária
correspondem respectivamente aos passos horizontais e verticais ao longo da fronteira do correspondente
diagrama de Young. Por exemplo, na figura abaixo, com d = 4, n = 10, a partição λ = (4, 2, 1, 0)

d = 4

n− d = 6

1

0

1

0

1

0 0

1

0 0

λ∨

identifica-se com a palavra binária 0010010101 como descrito, λ∨ = (6, 5, 4, 2) com 1010100100, e λt

com 0101011011. O tableau de LR considerado anteriormente representa-se, com n = 9 e d = 3, por
2 3 3

1 2 2

1 1 1 1 e diz-se um tableau de LR com fronteira (µ, ν, λ∨). Um puzzle KTW [7] de tamanho n
é uma pavimentação de um triângulo equilátero de lado n com peças unitárias dos três tipos abaixo

0 0
0

1 1
1

1

1

0

0

onde as etiquetas de duas quaisquer arestas vizinhas são concordantes. As peças do puzzle podem ser
rodadas em qualquer orientação mas não reflectidas. Ao triplo (µ, ν, λ) de partições, como listas de
etiquetas de comprimento n, em cada uma das arestas no puzzle de lado n, lidas no sentido horário a
partir do canto esquerdo, chamamos fronteira do puzzle. Exemplo de um puzzle de tamanho n = 5,
fronteira µ = 01011, ν = 01101 e λ = 10101, no sentido horário começando no canto esquerdo,

As partições µ, ν e λ na fronteira do puzzle, como palavras binárias, têm exactamente d 1’s e n−d 0’s,
onde d é o tamanho do triângulo equilátero constitúıdo pelos triângulos azuis unitários, e n−d o tamanho
do constitúıdo pelos triângulos unitários de cor rosa. Efectuando uma reflexão vertical e trocando os 0’s
com os 1’s, obtém-se o puzzle dual com fronteira (νt, µt, λt).

Teorema 2. (Knutson–Tao–Woodward, 2004 [7]) cµ ν λ é o número de puzzles com fronteira µ, ν e λ,
no sentido dos ponteiros do relógio.

Os puzzles e os tableaux de LR estão em bijecção [7]. Uma delas é a chamada bijecção de T. Tao sem

palavras que aparece em [20, 13]. No caso dos puzzles, seis das simetrias diedrais, nomeadamente, rotações
de π/3 e reflexões com os 0’s e 1’s trocados entre si, são óbvias: os números de LR são invariantes para
permutações ćıclicas, e cµνλ = cνtµtλt = cµtλtνt = cλtνtµt . Pondo Z2 = {0, τ} e S3 =< s1, s2 >, este
grupo de simetrias H =< τs1, τs2 >= {1, τs1, τs2s1s2, τs2, s1s2, s2s1} é um subgrupo de ı́ndice dois do
grupo diedral Z2 ×S3. A acção de H nos tableaux de LR é também facilmente exibida por bijecções de
custo computacional linear [2]. O subgrupo < s1s2, s2s1 > de ı́ndice dois de S3 já havia sido estudado
por Pak e Vallejo em [11]. As restantes simetrias, na outra classe lateral Hτ = Hs1 = Hs2 = Hs1s2s1 =
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Hτs1s2 = Hτs2s1, são dif́ıceis de exibir e são dadas por bijecções computacionalmente, linearmente
redut́ıveis à operação reversa ǫ de Benkart-Sottile-Stroomer [3] em tableaux de LR [1, 2]. Pak e Vallejo
[12] provaram que muitas bijecções em tableaux de Young são linearmente equivalentes no sentido da
complexidade computacional, e, em particular, que a operação reversa ǫ é linearmente equivalente à
involução de Schützenberger [17]. Denote-se por • a involução rotação de π num tableau, de custo linear
[12], e respectivamente por � e ♣ as bijecções em tableaux de LR definidas por τs1s2s1 = τs2s1s2 e τs2.

Teorema 3. [11, 1, 2] H = {1,♣,�,♣�,�♣,♣�♣ = �♣� = ♠} =< ♣,� >≃ S3 formam um subgrupo

de ı́ndice 2 de Z2 ×S3 com custo computacional linear. A comutatividade ρ = ǫ • e a transposição ̺ =
� ǫ • são de complexidade linearmente redut́ıveis entre si, e, em particular, à involução de Schützenberger.

Além disso, Z2 ×S3 =< ♣,�, ρ : ρ2 = ♣2 = �2 = (♣�)3 = (♣ρ)2 = (�ρ)2 = 1 >.

4. Mosaicos de Purbhoo e simetrias

Se por um lado, os puzzles são objectos mais simétricos que os tableaux de LR, por outro, existe
para estes últimos, a operação jeu de taquin [17] na qual se baseiam muitas das bijecções que exibem as
simetrias. Os mosaicos de Purbhoo [13] são um modelo que interpola entre aqueles dois. Consideremos
um puzzle de lado n e substituamos os rombos por quadrados unitários. O puzzle ficará distorcido,
contudo, uma figura convexa pode ser recuperada adicionando rombos estreitos com ângulos de 150 e 30
graus às três arestas distorcidas do puzzle. A figura resultante, sem as etiquetas, chamada mosaico,

A′

B′

C′

A

C

B

é um hexágono de vértices A′, A,B′, B, C′, C (listados no sentido horário) com ângulos de 150 graus em
A,B,C, 90 graus nos restantes, e comprimentos A′A = B′B = C′C = n − d e AB′ = BC′ = CA′ = d,
pavimentado com (a) triângulos unitários; (b) quadrados unitários; e (c) rombos unitários com ângulos
de 30 e 150 graus, arrumados nos vértices A, B e C. As colecções dos rombos nos cantos A, B e C,
denotadas respectivamente por α, β e γ, definem a fronteira (α, β, γ) do mosaico. Existe uma bijecção
natural entre mosaicos e puzzles. Os nichos α, β, e γ são diagramas de Young, codificados por palavras
binárias: retiram-se todos os rombos e, caminhando ao longo da fronteira da figura resultante, no sentido

horário, de A′ para B′, põe-se 1 por cada passo na direcção de
−−→
AB′, e 0 na direcção

−−→
AA′, e, em seguida,

esticam-se as bordas a partir de A′, B′, e C′, e propagam-se as etiquetas de acordo com a regra das peças
num puzzle. (Caminhando no sentido anti-horário de C′ para B′, obtém-se de modo análogo, o puzzle

dual.) Na orientação standard um mosaico com fronteira (α, β, γ) identifica-se com um puzzle de fronteira
(µ, ν, λ). Purbhoo definiu a operação migração nos mosaicos, que se baseia no movimento de um rombo
de um canto para outro, e que corresponde a um movimento do jeu de taquin em tableaux de LR e, por
sua vez, a um rearranjo das peças no puzzle. A migração da esquerda para a direita dá uma bijecção
entre mosaicos de fronteira (α, β, γ) e tableaux de LR de fronteira (λ∨, µ, ν) onde ν = β, λ∨ = γ e µ = α
e que coincide com a bijecção sem palavras de Tao [20], entre tableaux de LR com fronteira (λ∨, µ, ν) e
puzzles com fronteira (µ, ν, λ) como se ilustra abaixo,

• 4 • •

• 1 •3 •

• •2 •

• • •1

(λ∨, µ, ν)

1

1

2

3

4

11

4

3

2
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As bijecções definidas pela acção do grupo H em puzzles e em tableaux de LR são exactamente aquelas
que se obtêm em mosaicos quando se traduz a operação migração na bijecção de Tao. Por exemplo, a
migração do lado direito para o lado esquerdo do mosaico, dos rombos aninhados em β, lendo o diagrama
por eles formado no sentido anti-horário, coincide com a bijecção de Tao no lado detrás do mosaico:
reflecte-se o mosaico segundo o eixo vertical e trocam-se as cores do puzzle entre si,

• 4 • •

• 1 •3 •

• •2 •

• • •1

(λ∨, µ, ν)

• • • •

• •a •b •

• • •a •a

(λ∨t
, νt, µt)

b

b

a

a

a

a

a

a

migration right-left+reflection

2 3 4 5
• a b 1
• • a a

2

4

1

5

5

3

a
a

a
1

b

Isto define simultaneamente a involução ♣ em puzzles e em tableaux de LR, como se ilustra acima.
Para mais detalhes veja-se [2].
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