NUMEROS (COEFICIENTES) DE LITTLEWOOD-RICHARDSON E SIMETRIAS
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RESUMO. Os numeros de Littlewood—Richardson sao inteiros nao negativos que dependem de um triplo
de partigdes (u, v, A). Aparecem como coeficientes, por exemplo, na expansio linear do produto de dois
polinémios de Schur, na decomposi¢cdo do produto de duas classes de Schubert, na decomposi¢cdo do
produto tensorial de duas representagoes polinomiais irredutiveis do grupo linear, ou ainda na repre-
sentagdo do grupo simétrico. Por outro lado, enumeram diversos objectos de natureza combinatéria
como tableaur de Littlewood—Richardson, puzzles de Knutson—Tao—Woodward e mosaicos de Purbhoo,
entre outros. Obedecem a doze simetrias no sentido em que sdo invariantes para as permutagoes e a
transposicdo simultinea de p,v, AV, onde AV é uma certa particio complementar de \. Seis delas sdo,
no sentido da complexidade computacional, fdceis de exibir em qualquer um dos modelos mencionados,
constituindo um subgrupo de indice dois do grupo diedral de ordem doze. As seis restantes fora deste
subgrupo, estao escondidas e sao descritas por um tnico gerador que as reduz, com custo computacional
linear, & involugao de Schiitzenberger.

1. INTRODUGAO

Uma sequéncia de inteiros nao negativos v = (v1,...,1v4) com vy > ... > vg > 0, é dita uma partigao
de m em d partes no maximo, denotada por v F m, se m = |v| := v; + -+ + 4. Chamam-se partes
de v aos termos nao nulos desta, e o seu numero £(v) vertifica ¢(v) < d. Identificamos uma partigdo
com o seu diagrama de Young constituido por v; + --- + v4 caixas dispostas por d linhas, ajustadas a
esquerda, de comprimentos 0 < v4 < --- < 15 < 14, lendo de cima para baixo. (Esta é a chamada notagao
francesa que adoptaremos neste texto. Observa-se que na inglesa, ao contrdrio desta, as linhas decrescem

em comprimento do topo para baixo.) Por exemplo, v = (3,3,2) = I e |v| = 8. Um tableau T
semistandard com formato v é um preenchimento das caixas do diagrama de Young de v com elementos 4
no alfabeto X = {1,...,z}, z > d, subconjunto dos niimeros naturais, satisfazendo as seguintes condigdes:
os numeros crescem fracamente por linhas da esquerda para a direita; e crescem estritamente por colunas
de baixo para cima. O vector definido pela sequéncia das multiplicidades de cada uma das letras do
alfabeto X ¢é dito o peso do tableau 7. O conjunto de todos os tableauxr semistandard no alfabeto X e
formato v é denotado por T'abx (v). Quando as |v| caixas de T estdo numeradas de 1 a |v|, dizemos que T
é um tableau standard. O conjunto de todos os tableaux standard com formato v é denotado por ST (v). A
palavra do tableau T é uma palavra no alfabeto X de comprimento |v|, obtida lendo o tableau por linhas,

da esquerda para a direita, e de cima para baixo, denotada por w(T'). Por exemplo, se X = {1,...,7},
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v=1(3,3,2), P =02BM4 € Tabx(v), com w(P) = 56446234 e peso (0,1,1,3,1,2,0), e Q =035 € ST (v).

Dadas duas particoes p e A com diagramas de Young tais que p C A, definimos o diagrama enviesado A/
como sendo o diagrama que se obtém depois de retirarmos a A a parte correspondente a p. Um tableau
com formato A/p no alfabeto X é um preenchimento do diagrama enviesado A/ de acordo com as regras
acima. Define-se de modo anélogo a palavra e o peso de um tableau com formato enviesado. Denotamos

por T'abx (k) o conjunto dos tableauzr semistandard com formato enviesado k. Se p = (2,1) C A = (5,4, 2),

2

k=Ap= Eﬂ ¢ um diagrama enviesado, e T' = é um tableau semistandard com formato
A/, palavra 14233122 e peso (2,3,2,1).

Dado um conjunto de indeterminadas {z1,...,24}, o grupo simétrico &, actua neste conjunto e con-
sequentemente também no anel Z[zy,...,2q], por permutacido das indeterminadas. Um polinémio em
Z[x1,...,xq] é dito simétrico se é fixo para esta accao de &,4. Seja Ay o anel dos polinémios simétricos
nas indeterminadas z1,...,24, € A’ o subconjunto dos polinémios homogéneos de grau m. O anel Ay
tem véarias Z-bases sendo uma delas constituida pelos chamados polinémios de Schur nas mesmas inde-

terminadas. Dado um tableau T' com formato k = A\/u e peso (my,...,mq), associamos-lhe o mondémio

114
Mr =1]1<;<qx;". Considere-se d =4, k = el = 12[2] entao M = zix32x524 € 0 mondémio
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associadoaT'. O polinémio s, (21, ..., %a) = X rerapy (x) M1 € simétrico (homogéneo de grau [A|—|pu[) nas
indeterminadas x1,...,24. Se k é o diagrama de Young de v, s,(21,...,24) = ZTeTabX(V) MrpreAgéo
polinémio de Schur associado a v nas mesmas indeterminadas. A regra de Littlewood—Richardson consiste
em determinar os coeficientes inteiros cf;u para todo o A no maximo com d partes, ao exprimir o pro-
duto de dois polinémios de Schur em Ag na base dos polinémios de Schur, s, (x1, ..., 2q)su(21,...,2q) =
Ze()\)gd cﬁ’ysA(zl, ..., xq). Os cﬁ’y sao chamados os nimeros ou coeficientes de Littlewood—Richardson,
e a regra de Littlewood—Richardson descreve-os como o cardinal de certos conjuntos de objectos com-
binatérios que descreveremos na secgdo seguinte. Como {s, : £(v) < d} constitui uma Z-base de Ag4,
podemos escrever o polinémio enviesado s (z1,...,24) = Ze(y)gd CrwSu(T1,...,24), € pode mostrar-se
que ¢x,, = ¢y, (vejase [10, 18]). A importancia destes coeficientes reside no facto do anel Ag e, em
particular, os polinémios de Schur ocorrerem em outras situagoes, por exemplo: o produto tensorial de
duas representagoes polinomiais irredutiveis V# e V¥ do grupo linear geral GL4(C) decompde-se em re-
presentagoes irredutiveis do GL4(C), VF @ V¥ = Ze()\)gd c;\L ,V?; as classes de Schubert oy formam uma
base linear para H*(G(d,n)), o anel de cohomologia do Grassmanniano G(d,n) dos subespagos lineares
de dimensdo d de C", e 0,00 = 3\ ix (n—a) ¢y ,0x, onde d x (n — d) denota a parti¢ao rectangular com
d partes iguais a n — d, para 0 < d < n.

2. A REGRA DE LITTLEWOOD-RICHARDSON E A CORRESPONDENCIA DE
ROBINSON-SCHENSTED-KNUTH

A regra de Littlewood—Richardson foi formulada pela primeira vez em [9], contudo a sua demonstragao
sé ocorreu posteriormente, estando esta intimamente relacionada com importantes construcgoes combi-
natdrias tais como a correspondéncia de Robinson—Schensted—Knuth [15, 16, 6] e o jeu de taquin de M.-P.
Schiitzenberger [17]. (Para saber mais veja-se [8]). Apresentaremos aqui uma prova devida a S. Kerov
[5] usando o polinémio de Schur s,; associado a um diagrama enviesado k.

Dado n € N, a correspondéncia de Robinson—Schensted—Knuth [15, 16, 6] estabelece uma bijecgao F'
entre o conjunto das palavras de comprimento n no alfabeto X e pares de tableauz (P, @), com o mesmo
formato, sendo P um tableau semistandard no alfabeto X, chamado de insercgao, e () um tableau standard,
chamado de registo,

F: X"=|],, Tabx(v) x ST(v)
w— (P,Q) |
Concluimos que o nimero de palavras que tem P por tableau de insercao é igual ao nimero de tableaux
standard ) com o formato de P. O teorema seguinte generaliza este resultado para palavras de tableaux
enviesados no sentido em que também esse ntimero apenas depende do formato de P.

Teorema 1. (Hillman, Grassl 1980 [4]; White 1981 [19]) Seja k um diagrama enviesado. Identificamos
Tabx (k) com o subconjunto de X™ das palavras de todos os tableauz em Tabx (k). Entao, a restricao de
F a Tabx(k), 6 uma bijeccao

F|Tabx (k) :Tabx(k)=|],., Tabx(v) x Q,(k), onde Q,(k) C ST (v),
T — (Pr.Qr)

e Pr, Q7 sao respectivamente os tableaux de insercao e de registo da palavra de T'.

Sobre este resultado, veja-se também [14]. Consideremos T'ab’(k, v) o subconjunto de T'abx (x) formado
pelos tableauzr com peso v cujas palavras sao tais que para todo o sufixo, o nimero de letras i é pelo

menos igual ao ndmero de letras i + 1, i > 1. Estes tableaux sao chamados de Littlewood—Richardson
[2]3]3
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(abreviadamente LR). Por exemplo, para A = (6,4,3), u = (2,1) e v = (5, 3,2), 0 € Tab®(k,v),

2]
w(T) = 2331221111 — (GHEET, Qr ).

Corollary 1. [5] Na correspodéncia anterior, T — Qr €é uma bijec¢do. Donde Tab®(k,v) = Q. (k) e
|Tab’(k,v)| = |Q.(k)|, onde | | denota cardinal.

A correspondéncia de Robinson—Schensted—Knuth, permite escrever, s, (z1,...,zq) = ZTGTabX(H) M~

= 2 00)<d|Qu(B) X perany ) MP = 24()<a |Qv(K)]sy. Concluimos entao do Coroldrio 1 que a regra
de Littlewood—Richardson da as constantes da multiplicacao na base das fungdes de Schur do seguinte
modo: cﬁ,y = cpp = |Qu(r)| = [Tab’(\/u; v)|.



3. TABLEAUX DE LITTLEWOOD—-RICHARDSON, PUZZLES DE KNUTSON-TAO-WOODWARD E SIMETRIAS
Os ntimeros de Littlewood-Richardson obedecem a doze simetrias. Escrevendo c,,x como sendo cﬁz,
eles sao invariantes para a accao do grupo diedral Zs x &3 onde o elemento nao nulo de Zs transpoe
simultaneamente 1, v, A, e &3 permuta-os: cun = Cytptar € Cupn € simétrico em (p, v, A). Estamos a
considerar os diagramas de Young no canto sudoeste de um rectangulo fixo d X (n — d), 0 < d < n, de
altura d e largura n —d. O diagrama de AV é o complementar de A nesse rectangulo, rodado de 180 graus,
enquanto A\! é a reflexao de A sobre o eixo nordeste-sudoeste. Assim as particoes A sdo identificadas com
sequéncias binarias de comprimento n, com n —d 0’s e d 1’s como se segue: comecando no canto inferior
direito do rectangulo e terminando no canto superior esquerdo, os zeros e os uns na palavra binaria
correspondem respectivamente aos passos horizontais e verticais ao longo da fronteira do correspondente
diagrama de Young. Por exemplo, na figura abaixo, com d = 4, n = 10, a particao A = (4,2,1,0)

n—d=6

identifica-se com a palavra binaria 0010010101 como descrito, AV = (6,5,4,2) com 1010100100, e A!

com 0101011011. O tableau de LR considerado anteriormente representa-se, com n = 9 e d = 3, por
2(3]3
1|12]2
11[1]1] e diz-se um tableau de LR com fronteira (p,v,AY). Um puzzle KTW [7] de tamanho n
é uma pavimentagao de um tridngulo equildtero de lado n com pecas unitarias dos trés tipos abaixo

ATTATT

onde as etiquetas de duas quaisquer arestas vizinhas sdo concordantes. As pecas do puzzle podem ser
rodadas em qualquer orientagdo mas nao reflectidas. Ao triplo (u,v,A) de partigdes, como listas de
etiquetas de comprimento n, em cada uma das arestas no puzzle de lado n, lidas no sentido horario a
partir do canto esquerdo, chamamos fronteira do puzzle. Exemplo de um puzzle de tamanho n = 5,
fronteira = 01011, » = 01101 e A = 10101, no sentido horario comecando no canto esquerdo,

YAV

As partigGes p, v e A na fronteira do puzzle, como palavras bindrias, tém exactamente d 1’'s e n — d 0s,
onde d é o tamanho do triangulo equilatero constituido pelos tridngulos azuis unitarios, e n —d o tamanho
do constituido pelos triangulos unitarios de cor rosa. Efectuando uma reflexao vertical e trocando os 0’s
com os 1’s, obtém-se o puzzle dual com fronteira (v, uf, \*).

Teorema 2. (Knutson—Tao—Woodward, 2004 [7]) ¢, , » € o0 ndmero de puzzles com fronteira p, v e A,
no sentido dos ponteiros do reldgio.

Os puzzles e os tableauxr de LR estdo em bijecgdo [7]. Uma delas é a chamada bijec¢ao de T. Tao sem
palavras que aparece em [20, 13]. No caso dos puzzles, seis das simetrias diedrais, nomeadamente, rotagoes
de 7/3 e reflexdes com os 0’s e 1’s trocados entre si, sao 6bvias: os ntmeros de LR s@o invariantes para
permutagoes ciclicas, € cuun = Cptptat = Cpueaeyt = Catyrye. Pondo Zg = {0,7} e 3 =< 51,52 >, este
grupo de simetrias H =< 781, 782 >= {1, 7S1, TS28182, TS2, S182, S281 } é um subgrupo de indice dois do
grupo diedral Zs x &3. A acgdo de H nos tableauz de LR é também facilmente exibida por bijecgoes de
custo computacional linear [2]. O subgrupo < $182, 8281 > de indice dois de &3 j4 havia sido estudado
por Pak e Vallejo em [11]. As restantes simetrias, na outra classe lateral Hr = Hsy = Hsa = Hsys281 =
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Hrsysa = Hrsasy, sao dificeis de exibir e sao dadas por bijecgoes computacionalmente, linearmente
redutiveis & operacao reversa e de Benkart-Sottile-Stroomer [3] em tableauzr de LR [1, 2]. Pak e Vallejo
[12] provaram que muitas bijec¢oes em tableauz de Young sdo linearmente equivalentes no sentido da
complexidade computacional, e, em particular, que a operagao reversa € é linearmente equivalente a
involugao de Schiitzenberger [17]. Denote-se por e a involugao rotagdo de 7 num tableau, de custo linear
[12], e respectivamente por 4 e & as bijecgoes em tableaur de LR definidas por 7518081 = 7528152 € Tsa.

Teorema 3. [11, 1, 2] H={1,&, ¢, &¢, 6% Héh = ¢H¢ = A} =< & ¢ >~ G3 formam um subgrupo
de indice 2 de Zo x &3 com custo computacional linear. A comutatividade p = e ® e a transposicio o0 =
¢ c e sao de compleridade linearmente redutiveis entre si, e, em particular, a involucdo de Schiitzenberger.

Além disso, Zig X G3 =< e, #,p:p> = &% = 4 = (%4)> = (#p)?> = (#p)2 =1 >.

4. MOSAICOS DE PURBHOO E SIMETRIAS

Se por um lado, os puzzles sao objectos mais simétricos que os tableaur de LR, por outro, existe
para estes ultimos, a operagao jeu de taquin [17] na qual se baseiam muitas das bijecgdes que exibem as
simetrias. Os mosaicos de Purbhoo [13] sdo um modelo que interpola entre aqueles dois. Consideremos
um puzzle de lado n e substituamos os rombos por quadrados unitirios. O puzzle ficarda distorcido,
contudo, uma figura convexa pode ser recuperada adicionando rombos estreitos com angulos de 150 e 30
graus as trés arestas distorcidas do puzzle. A figura resultante, sem as etiquetas, chamada mosaico,

,3,

A (¢}

é um hexdgono de vértices A’, A, B’, B,C’, C (listados no sentido horario) com angulos de 150 graus em
A, B,C, 90 graus nos restantes, e comprimentos A’A = B'B=C'C=n—de AB' = BC' = CA' =d,
pavimentado com (a) tridngulos unitdrios; (b) quadrados unitérios; e (¢) rombos unitérios com angulos
de 30 e 150 graus, arrumados nos vértices A, B e C'. As colecgdes dos rombos nos cantos A, B e C,
denotadas respectivamente por «, 3 e 7, definem a fronteira (a, 3,7) do mosaico. Existe uma bijecgao
natural entre mosaicos e puzzles. Os nichos «, 3, e 7 sdo diagramas de Young, codificados por palavras
binarias: retiram-se todos os rombos e, caminhando ao longo da fronteira da figura resultante, no sentido
horério, de A’ para B’, poe-se 1 por cada passo na direccao de AB’, e 0 na direccao AA’, e, em seguida,
esticam-se as bordas a partir de A’, B’, e C’, e propagam-se as etiquetas de acordo com a regra das pecas
num puzzle. (Caminhando no sentido anti-hordrio de C’ para B’, obtém-se de modo andlogo, o puzzle
dual.) Na orientagao standard um mosaico com fronteira («, 3,~) identifica-se com um puzzle de fronteira
(s, v, A). Purbhoo definiu a operagdo migragdo nos mosaicos, que se baseia no movimento de um rombo
de um canto para outro, e que corresponde a um movimento do jeu de taquin em tableaux de LR e, por
sua vez, a um rearranjo das pegas no puzzle. A migracao da esquerda para a direita d4 uma bijeccao
entre mosaicos de fronteira (o, 8,7) e tableaur de LR de fronteira (Y, u,v) onde v =3, \Y =ve p=a
e que coincide com a bijecgdo sem palavras de Tao [20], entre tableauz de LR com fronteira (AY, u,v) e
puzzles com fronteira (u, v, A) como se ilustra abaixo,

.4
o 1|03
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As bijecgbes definidas pela acgdo do grupo H em puzzles e em tableaux de LR sdo exactamente aquelas
que se obtém em mosaicos quando se traduz a operagao migragao na bijeccao de Tao. Por exemplo, a
migracao do lado direito para o lado esquerdo do mosaico, dos rombos aninhados em (3, lendo o diagrama
por eles formado no sentido anti-horario, coincide com a bijeccao de Tao no lado detrds do mosaico:
reflecte-se 0 mosaico segundo o eixo vertical e trocam-se as cores do puzzle entre si,

o 4 o|lofo]e
o 1]e3 o | a| b|e
o [02 olelala
el b Vot a)
a
213[4]5
elalbl1
2 ejejala
(A, sy a 5
b 4 1
a
a 3 a
a a 2 a

migration right-left+reflection

Isto define simultaneamente a involucdo & em puzzles e em tableaur de LR, como se ilustra acima.

Para

(1]

2]

(3]
(4]

(5]

[20]

mais detalhes veja-se [2].
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