X OLIMPIADA de MAIO (2004)
Segundo nivel
Solugoes e critérios de pontuagao

PROBLEMA 1

O Joao escreveu cinco numeros inteiros positivos, nao necessariamente distintos, tais que
o seu produto € igual a sua soma. Quais podem ter sido os nimeros escritos pelo Joao?

Solucgao I

Sejam a, b, ¢, d, e os cinco inteiros positivos tais que a sua soma coincide com o seu produto,
istoé,a+b+c+d+e=abcde, onde 0 < a <b<c<d<e. Dividindo por abcde ambos os
membros da igualdade anterior tem-se

1 n 1 n 1 n 1 n 1 _1q
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Como e é o maior dos inteiros, cada fraccao é menor ou igual a chd e portanto abed < 5.
Assima=b=1lec=1ouc=2. Sec=1, tem-se 3+ d+ e = de. Deste modo d # 1. Se
d = 2, tem-se e = 5; se pusermos d = 3, obtém-se e = 3. Como e > d, nao se pode ter d > 4.
Se ¢ = 2, tem-se 2d < 5, donde d = 2 e entao a + b + ¢ + d + e = abede implica que e = 2.
Obtemos trés solugoes: {1,1,1,2,5},{1,1,1,3,3} e {1,1,2,2,2}.

Solugao I1

Sejam a < b < ¢ < d < e o0s cinco inteiros tais que a sua soma coincide com o seu produto,
ordenados do menor ao maior, tem-se

abcde =a+b+c+d+e. (1)

Se a > 2, tem-se abcde > 2-2-2-2-e =16ee a+b+c+d+ e < be, e nao se verifica a relagao
(1). Portanto a = 1.

Seb>2, tem-se abcde >1-2-2-2-e=8cea+b+c+d+e <1+ 4e, e ndo se verifica a
relagdo (1). Portanto b = 1.

Sec>2 tem-se abcde >1-1-2-2-e=4eea+b+c+d+e <2+ 3e, e entao para que
se verifique (1) é necessdrio que 4e < 2 + 3e, isto é, e < 2. Como 2 < ¢ < d < e < 2, tem-se
c=d=e=2.

Se ¢ = 1, devem procurar-se as solugoes de 1-1-1-d-e=14+1+14+d+ e. Obtém-se
d-e—d— e =3, que pode escrever-se na forma

(d—1)(e—1)=4.
As solucées inteiras positivas desta equacao, comd <e,saod—1=1lee—1=4;d—1=2¢e
e—1=2, que correspondem ad=2ee=5;d=3ee=23.
Resumindo, ha trés solugoes:

a=b=lec=d=e=2;a=b=c=1led=e=3;a=b=c=1,d=2ee=05.

Critérios de correcgao:

Solugao I
Ordena os 5 nimeros 1 ponto
Divide por abcde 3 pontos
Obtém abed < 5 3 pontos

Por cada uma das solugoes correctas atribui-se 1 ponto até 3 pontos
TOTAL 10 pontos




Solucgao I1

Ordena os 5 nimeros de forma crescente ou decrescente 1 ponto
Demonstra que a =1 2 pontos
Demonstra que b =1 2 pontos
Demonstra que ¢ < 2 2 pontos
Encontra a solucao com ¢ = 2 1 ponto
Encontra a solugao com ¢ =1 2 pontos
TOTAL 10 pontos

As seguintes pontuagdes nao se acumulam com as anteriores
Por cada solugao correcta, sem nenhuma explicacao, atribui-se 1 ponto até 3 pontos

Realiza algum estudo que nao seja exaustivo até 2 pontos

TOTAL até 5 pontos

PROBLEMA 2

A mae do Pedrito quer preparar n pacotes de 3 caramelos para oferecer na festa de
aniversario e, para isso, ird comprar caramelos sortidos de 3 sabores distintos. Ela pode
comprar qualquer nimero de caramelos mas nao pode escolher quantos sao de cada sabor.
Ela quer por em cada pacote um caramelo de cada sabor, e se isso nao for possivel usara sé
caramelos de um sabor e todos os pacotes terao 3 caramelos desse sabor. Determina o menor
ntumero de caramelos que deve comprar para poder formar os n pacotes. Explica porque razao
se comprar menos caramelos nao tem a certeza de poder formar os pacotes da maneira que
quer.

Solugao

O menor nimero de caramelos é Tn — 2.

Mostre-se que com 7n — 2 podem formar-se os n pacotes, e que se se tiver no maximo
Tn — 3 caramelos talvez seja impossivel formar os pacotes.

Tendo 7n — 2 caramelos mas nao podendo preparar pacotes de 3 sabores distintos é porque
de pelo menos um dos sabores hd n — 1 ou menos caramelos (nio sdo suficientes para por um
em cada pacote). Entdo pelo menos 7n —2 — (n — 1) = 6n — 1 caramelos sdo dos outros dois
sabores. Nesse caso, de um desses 2 sabores hd pelo menos 3n caramelos e podem formar-se
0s 1 pacotes com 3 caramelos desse sabor em cada um.

Veja-se uma situacdo possivel com 7n — 3 caramelos em que nao é possivel formar os
pacotes. Tendo n — 1 caramelos de um sabor e 3n — 1 de cada um dos outros dois sabores, no
total hAn —1+4+3n—143n—1 = 7n — 3 caramelos. Nao se podem formar n pacotes de 3
sabores em cada um (nao h4 suficientes do primeiro sabor) nem se podem formar os n pacotes
com 3 caramelos de um mesmo sabor porque nao ha 3n caramelos iguais.

Critérios de correcgao:

Demonstra que com 7n — 2 caramelos se podem formar n pacotes 6 pontos
Demonstra que tendo no maximo 7n — 3, pode ser impossivel

formar os n pacotes 4 pontos
TOTAL 10 pontos
As sequintes pontuagdes nao se acumulam com as anteriores

Demonstra que, para n = 2, com 12 caramelos podem formar-se n pacotes 1 ponto
Demonstra que com 11 ou menos pode ser impossivel formar os n pacotes 1 ponto
TOTAL 2 pontos

As sequintes pontuacgdes nao se acumulam com as anteriores
Demonstra para 3 ou mais valores que com 7n — 2 caramelos

se podem formar n pacotes 3 pontos
Demonstra, para esses mesmos valores de n, que com no maximo

7n — 3 pode ser impossivel formar os n pacotes 2 pontos
TOTAL 5 pontos

PROBLEMA 3
Dispomos de uma mesa de bilhar de 8 metros de comprimento e 2 metros de largura, com
uma unica bola no seu centro. A bola é langada em linha recta e, depois de percorrer 29



metros, para numa esquina da mesa. Quantas vezes tocou a bola nos bordos da mesa?

Nota: Quando a bola toca num bordo da mesa e retorna os angulos que a sua trajectéria
forma com os bordos da mesa sao iguais.

Solucgao I

Cada vez que a bola toca num lado da mesa, imagina-se outra mesa igual ao lado e que a
bola passa a mesa adjacente. Assim, o movimento da bola é uma linha recta. Se a é o nimero
de toques com o lado menor e b o nimero de toques com o lado maior, tem-se

QR e

(8a +4)% + (2b+1)% = 292, (2)

Utilizando a forma geral dos trios pitagéricos que satisfazem c? + d?> = 292, obtém-se
c=8a+4=20ed=2b+1=21. Logo, a =2 e b=10. A resposta é 12 vezes.
Ou também, desenvolvendo quadrados em (2)

isto é,

64a2 + 64a + 16 + 402 + 4b + 1 = 841
64a? + 64a + 4b% + 4b = 824
16a(a + 1) 4 b(b + 1) = 206.

Entao, tem-se a < 3; a tnica solucao possivel é a = 2, b = 10.
A seguinte figura representa a trajectéria da bola.

Solugao I1
Se a trajectoéria da bola é simétrica em relagao ao centro do rectangulo (mesa) pode pensar-
se que a trajectéria procurada é metade daquela que sai de uma esquina e finaliza na esquina
oposta, de comprimento 2 - 29 = 58, e tem metade dos toques desta. Analisem-se dois casos.
Se o primeiro toque ocorre num dos lados maiores (de 8 m) depois de percorrer um segmento
de longitude ¢, entre dois toques consecutivos no lado maior percorre sempre um comprimento
t, apesar de por vezes haver um toque intermédio no lado menor (de 2 m).
A bola vai e vem entre os lados
menores, e depois de percorrer um
nimero impar de vezes o compri-
mento da mesa, para na esquina
oposta a de saida (o nimero de com-
primentos é impar e a esquina final
é oposta a de saida em virtude da
simetria da trajectoria em relacao
ao centro).

Digamos que percorreu 2k + 1 vezes o comprimento da mesa, e como consequéncia tocou
2k vezes no lado menor. Além disso, e novamente por simetria, o nimero de toques no lado
maior é par, digamos 27, logo a bola percorreu 2j + 1 trocos de comprimento ¢t. Tem-se

8(2k +1)\?
t:\/22+ <( i ))
27+1
e o comprimento do caminho é

2
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com 2k + 2j toques.

Fazendo os célculos, tem-se 22(25+1)2+4(8(2k+1))? = 582, isto é, (2j+1)%+(8k+4)? = 292
Se o primeiro toque é num lado menor, com as mesmas notagoes do caso anterior, e sendo s

o comprimento do caminho entre dois toques no lado menor, obtém-se s = \/ 82 + (

2k+1

202j+1) \ 2
2k+1

: 2
e (2k + 1)\/82 + (w) = 58, donde, novamente (8k + 4)% + (25 + 1) = 292.

Os possiveis valores de k sdo 0,1,2 e 3. Analisando um a um, o Unico admissivel é k = 2

e, nesse caso, 7 = 10.

Determinou-se que a trajectéria de 58 m tem 2k + 25 =2 -2+ 2 - 10 = 24 toques, e a de

29 m tem 12 toques (2 nos lados menores e 10 nos lados maiores).
Critérios de correccgao:
Solugao I

Identifica correctamente a trajectéria na mesa com linhas paralelas 1 ponto

a duas direcgoes

Considera a trajectéria recta 2 pontos

Identifica correctamente a trajectéria como a hipotenusa de

um triangulo rectangulo 2 pontos

Relaciona os catetos do triangulo com o ntimero de toques 3 pontos

Resolve a equagao obtida 2 pontos

TOTAL 10 pontos
Solugao I1

Identifica correctamente a trajectéria na mesa com linhas paralelas 1 ponto

a duas direcgoes

Simetriza a trajectoria 2 pontos

Define a constante t ( ou a constante s) 2 pontos

Calcula o comprimento ¢t (ou s) en fungdo do niimero de toques 2 pontos

Estabelece a equacao 1 ponto

Resolve essa equagao 2 pontos

TOTAL 10 pontos

As sequintes pontuagdes ndo se acumulam com as anteriores

Desenha algumas trajectorias usando exclusivamente linhas paralelas

a duas direcgoes 1 ponto

Calcula os comprimentos de algumas trajectérias com 1, 2 ou 3 toques 2 pontos

TOTAL

PROBLEMA 4
Determina todos os nimeros inteiros positivos x, ¥y, z que verificam

x-y-2=4104 e z+y+2="77.

até 3 pontos

Solucgao 1
Sejam z < y < z os trés nimeros reais tais que
Ty -z =4104
r+y+z="T1.
O maior dos trés nimeros, z, deve ser maior ou igual a % = 26,666, e menor ou igual a 75

(pois x e y sdo pelo menos 1).
Factorizando, 4104 = 23 - 33 . 19.
Os possiveis valores de z sao os divisores de 4104, entre 27 e 75, isto é:

33 =27,22.32=236;2-19=238;2-3%=54;3-19 =57;2% - 32 = 72.

Se z = 27,

x+y =250
x -y =152,



entao x e y devem ser ambos pares e menores que 27. Como 2 - 19 = 38, nao hé solucao.
Se z = 36,

z+y=41
x-y =114,

entdo x e y devem ser menores que 36. A tunica possibilidade é 6 e 19, que ndo somam 41.
Se z = 38,

z+y=239
-y = 108,

entao x e y devem ser menores que 38, um par e outro impar. Podem ser 4 e 27, 12 ¢ 9 ou 36
e 3. A tnica que satisfaz z +y =39 é x = 3, y = 36.
Se z = b4,

z+y=23
x -y =176,

entdao x e y devem ser menores que 23, um par e outro impar. A tdnica possibilidade é z = 4,
y = 19, que sao solugao.
Se z = 57,

z+y =20
x-y="72,

entao x e y devem ser ambos pares e menores que 20; podem ser 4 e 18 ou 12 e 6. Nenhuma
delas é solucao.
Se z =72,

rT+y=>5
T -y = Db,

que obviamente nao tem solucao.
Obtiveram-se as duas solugoes seguintes (sdo todas):

r=3,y=36,2=38; x=4,y=19,z =54

Solugao I1
As decomposigoes de 4104 em trés factores tais que o factor que tem o primo 19 seja menor
que 77 sao:

Com factor 19
Soma,

19 1 23.33 =216 236
19 2 22.33=108 129
19 3 23.32 =172 94
19 2 2.3% =54 77
19 2.3 22.32=36 61
19 23 33 =27 54
19 32 23.3=24 52
19 22.3 2.32=18 49
Com factor 2-19 = 38

[\

Soma
38 1 22.33=108 147
38 2 2.33 =54 94
38 3 22.32=36 7
38 22 3% =27 69
38 2-3 2-32=18 62
38 32 22.3=12 59

[\



Com factor 3-19 = 57
Soma

57 1 23.32=72 130
57 2 22.32=136 95
57 3 23.3=24 84
57 22 232 =18 79
57 2-3 22.3=12 75
57 23 32=9 74
As restantes decomposi¢oes ndo interessam, pois terdao um factor da forma k-19, com k > 4
ek-19>4-19 = 76, logo nao se verificard a condicdo de que os trés nimeros somem 77.
Os trés numeros sé poderao ser 4,19 e 54 ou 3,36 e 38.
Critérios de correccgao:

Solugao I
Factoriza 4104 1 ponto
Majora o maior dos niimeros 2 pontos
Enumera os divisores de 4104 compreendidos entre as cotas determinadas 1 ponto
Para cada um destes valores de z analisa os possiveis valores de x e y até 4 pontos
Por cada uma das solucbes correctas atribui-se 1 ponto até 2 pontos
TOTAL 10 pontos
Solugao I1
Factoriza 4104 1 ponto
Majora o inteiro que é multiplo de 19 (19, 2.19 e 3.19) 3 pontos
Em cada caso analisa os possiveis valores para os outros dois inteiros até 4 pontos
Por cada uma das solugdes correctas atribui-se 1 ponto até 2 pontos
TOTAL 10 pontos

PROBLEMA 5
Sobre um tabuleiro 9 x 9, dividido em quadrados 1 x 1, colocam-se, sem sobreposigoes e
sem sair do tabuleiro, pecas da forma

(] @
L0
Cada peca cobre exactamente trés quadrados.

(a) A partir do tabuleiro vazio, quantas pegas, no méximo, se podem colocar?

(b) A partir do tabuleiro com 3 pegas ja colocadas como mostra o diagrama seguinte,

D)
D)
D)

D|D|ID|D
5

quantas pegas, no maximo, se podem colocar?
Solugao
(a) Podem colocar-se 27 pecas que cubram completamente o tabuleiro:
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8(b) Verifique-se primeiro que é impossivel cobrir comple-

tamente o tabuleiro: Marcam-se 25 quadrados com
um ponto (ver figura). Cada pega cobre um ou ne-
nhum dos quadrados marcados. Para cobrir o tabulei-
ro usam-se % = 27 pecas. As 3 pecas ja colocadas néo
cobrem nenhum dos quadrados marcados, entao, com
as restantes 24 serd impossivel cobrir os 25 quadrados
que tém um ponto.
Portanto o ntimero total de pecas, contando com as 3
ja colocadas, é menor ou igual a 26. No diagrama que
se segue mostra-se uma maneira de juntar 23 pecas as
ja colocadas, e no tabuleiro ficam 26 pecas.
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Critérios de correcgao:
Solucgao
(a) Coloca bem as 27 pecas 3 pontos
(b) Junta correctamente 23 pecas 3 pontos

Demonstra que nao é possivel juntar 24 pecas até 4 pontos

TOTAL 10 pontos



