XXI OPM - Categoria B (102, 112, 12° anos)
22 Eliminatoria

22/01/2003

OLIMPIADAS PORTUGUESAS DE MATEMATICA
http://www.spm.pt/~opm

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

Duracao: 2 horas
Cada questao vale 10 pontos.

1. O Victor, o Timéteo e o Rodrigo, colocados em fila, nd3o necessariamente por esta ordem, dizem
ntmeros de 3 em 3: o primeiro da fila diz 3, o segundo 6, o terceiro 9, o primeiro 12 e assim
sucessivamente. O Victor foi o primeiro a dizer um ntimero superior ou igual a 2003 e o Rodrigo
foi o primeiro a dizer um ntimero com 4 digitos. Serd que foi o Timéteo que disse 6667

2. Sejam C; e Co duas circunferéncias concéntricas de raios r e R, respectivamente, com r < R. Os
pontos A, B e C, distintos dois a dois, pertencem a Cy e as cordas [AB] e [AC] sdo tangentes a
Cy. Sabendo que R =5 e BC = 8, determine o raio de C;.

3. O chao da sala rectangular do Mateus estd pavimentado com mosaicos quadrados e tem 423
por 756 mosaicos de lado. Certo dia, ao mudar a disposigdo dos méveis, o Mateus fez um risco
no chao em linha recta entre dois cantos opostos. Quantos mosaicos terd o Mateus de comprar
para substituir os mosaicos riscados?

4. O nimero 5 decompde-se na soma de 2 ntmeros inteiros primos entre si e diferentes de 1,
5 = 2+ 3, mas o ntmero 6 ndo admite tal decomposi¢do. Existira algum nimero inteiro superior
a 6 que ndo se possa escrever como soma de 2 nimeros inteiros primos entre si e diferentes de
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’ SUGESTOES para a resolucao dos problemas.

1. O primeiro da fila diz os nimeros inteiros cujo resto da divisao por 9 é 3: 3, 12, 21, 30, 39, ...
O segundo da fila diz os nimeros inteiros cujo resto da divisdo por 9 é 6: 6, 15, 24, 33, 42, ...
O terceiro da fila diz os nimeros inteiros miltiplos de 9: 9, 18, 27, 36, 45, ... Ora 666 = 9 x 74,
entao foi o terceiro da fila que disse 666. Como os 3 amigos s6 dizem miiltiplos de 3, o primeiro
numero superior ou igual a 2003 a ser dito foi 2004 = 9 x 222 + 6. Assim, sabendo que o Victor
disse 2004, conclui-se que ele é o segundo da fila. Se o Rodrigo foi o primeiro a dizer um ntimero
com 4 digitos, entdo foi ele que disse 1002 = 9x 11143, sendo assim o primeiro da fila. Portanto,
o Timéteo & necessariamente o terceiro da fila e, de facto, foi ele que disse 666.

2. Sejam M o ponto de tangéncia de [AB] com C; e O o centro das duas circunferéncias. O segmento
[OM] & perpendicular a [AB]. Usando o teorema de Pitagoras nos triangulos rectangulos [OM A]
e [BMO], conclui-se que M é o ponto médio de [AB]. Analogamente, o ponto de tangéncia de
[AC] com C1, M, é o ponto médio de [AC]. Como OM = OM’ e [OA] é hipotenusa comum
aos triangulos rectangulos [OM A] e [OAM'], pelo teorema de Pitagoras, MA = AM' e estes
triangulos rectangulos sdao congruentes. Logo, os angulos K MAO e {OAM’ tém a mesma
amplitude. A recta que passa por A e O intersecta a corda [BC] num ponto N. Os tridngulos
[BAN] e [NAC] sao congruentes, uma vez que £MAO e LOAM' tém a mesma amplitude,
[AN] & lado comum e BA = 2MA = 2AM’ = AC. Entdo, BN = NC, isto é, N é o ponto
meédio de [BC.

Solucgao 1
O triangulo [AN B] é rectangulo em N e semelhante ao trian-
gulo [OM AJ, porque tém os trés angulos congruentes. Assim,

OM _
BN—BA. Sabe-se que OM =r, BN =4, OA = R = 5,

BA = 2MA, logo, tem-se r = %. Aplicando o teo-
rema de Pitagoras ao tridngulo [OM A|, obtém-se a equagéo
r? + (%)2 = 25. As solucdes desta equacio siao r = 2v/5 ou

r = /5. Uma vez que 04 <1, OM = r < 4. Conclui-se

BA
entao que r = \/5

Solucgao 2
O segmento [BC] ¢ uma corda da circunferéncia Co de raio R = 5. Uma vez que BC = 8,
a amplitude do arco BC é % = 4{. A amplitude do angulo inscrito £ BAC é assim %"

e a amplitude de LBAO ¢ % O raio r de C; sera igual a OM = R sen % Resta entao
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determinar sen 7. O triangulo [BNO] é rectangulo em

N e a amplitude de £BON ¢é 2{ Como BO = 5 e

BN = 4, obtém-se sen %’r = %, logo cos%’r = % Usando
s

agora a igualdade cos(2z) = 1— z L

en2x, tem-se sen 5 = —=.
Finalmente, r = V5.

NG

. Considere-se o rectangulo [ABCD] com 423 por 756 de lado dividido em quadriculas com 1
unidade de lado. O rectangulo [ABC D] representa o chao da sala, cada quadricula um mosaico
e [BD] o risco. Designe-se cada fila de 756 quadriculas, paralela a [BC], por linha e cada fila de
423 quadriculas, paralela a [AB], por coluna. Prove-se A D

que o risco atravessa, em cada coluna, uma ou duas
quadriculas. Considerem-se os pontos E, F e G
indicados na figura, onde [EG] é a interseccdo de
[BD] com uma coluna e F' é o ponto de intersecgao da P
recta que passa por E e é paralela a [BC| com a recta E".p
que passa por G e é paralela a [CD]. Atendendo a que P
os tridngulos [EF'G| e [BCD] sao semelhantes, tem-se
% = % = % < 1e, como EF =1, conclui-se que
FG < 1. Assim, o risco atravessa, em cada coluna, uma ou duas quadriculas e s6 atravessa duas
quadriculas na mesma coluna se mudar de linha nessa coluna. Cada mudanca de linha do risco

corresponde a uma coluna com duas quadriculas riscadas, excepto no caso em que o risco muda

B T C

de linha num vértice de uma quadricula. Determi-
ne-se agora o nimero de vértices nestas condicoes.
Seja P um vértice de quadricula pertencente ao
risco e diferente de B. Considere-se o tridngulo
[BQP] rectangulo em @, representado na figura. P
Como os triangulos [BQP] e [BCD] sao seme-

PQ DC _ 423

lhantes, tem-se % = 5 =

pela escolha de P, PQ e BQ sdo nameros inteiros B
inferiores ou iguais a 423 e 756, respectivamente.

D

Além disso,

Q C

Observe-se ainda que qualquer ponto pertencente ao risco que satisfaca as condicoes indicadas

é vértice de uma quadricula. Como 423 = 9 x 47, 756 = 9 x 84 e m.d.c.{47,84} = 1, tem-se

423 _ 9x47 _ 8x47 _ _ 2x47 _ 47 . , L
=E = oxsi = sxsi = - = 5xsi = z1- Donde se conclui que o ntimero de vértices de

quadriculas pertencentes ao risco e diferentes de B é exactamente 9. Por isso, ao atravessar o

rectangulo dum vértice ao outro,
o risco atravessa 9 sub-rectangulos
47 x 84, dum vértice ao outro,
como se indica na figura. Assim,
em cada sub-rectangulo, existem
47 — 1 = 46 mudancas de linha do
risco, logo, o ntmero de quadricu- 47
las riscadas é 84 + 46 = 130. Conse-
quentemente, o Mateus terd de com- 47
prar 9 x 130 = 1170 mosaicos para
substituir os mosaicos riscados.

47

84 84 . T4

Nota: Observe-se que DC ¢ o declive da recta que contém [BD].
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4. Seja n um nhmero inteiro superior a 6. Se n é um nimero impar, pode escrever-se como soma
de 2 numeros primos entre si e superiores a 1 da seguinte forma, n = (n — 2) + 2. De facto,
como n — 2 é um nimero {mpar, os nameros n — 2 e 2 sdo primos entre si. Considere-se agora
n um ndmero par. Designe-se por k o numero inteiro superior a 3 que verifica n = 2k. Se k é
um namero par, prove-se que n se pode decompor como soma de 2 nimeros primos entre si e
superiores a 1 do seguinte modo, n = (k—1)+ (k+1). Com efeito, se r fosse um nimero inteiro
diferente de 1 e divisor comum dos niimeros k — 1 e k + 1, também dividiria a sua diferenca e,
como (k+ 1) — (k—1) = 2, ter-se-ia r = 2 e os numeros k + 1 e k — 1 seriam pares. Mas isso
ndo é possivel, porque k é um nimero par. Assim, kK — 1 e k + 1 sdo nameros primos entre si.
Finalmente, suponha-se que k é um namero impar. Escreva-se n = (k—2)+ (k+2). Novamente,
os numeros k — 2 e k 4+ 2 s2o ambos impares e diferentes de 1 e, como a sua diferenca é igual a
4, conclui-se, de modo andlogo ao caso anterior, que sdo nimeros primos entre si. Assim, ndo
existe nenhum nimero inteiro superior a 6 que nao se possa escrever como soma de 2 niimeros
inteiros primos entre si e diferentes de 1.
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