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Cada questéo

vale 10 pontos

Sugestdes para a resolu¢cdo de problemas

4. Sejam O o centro da circunferéncia e P o ponto de intersec¢ao de [AD]
com [OB]. Note-se que AOB = =2 BOD = e AOD = 37 Uma vez
que OA = OB = OD = r, os triangulos [AOB] e [AOD)] sao isdsceles,
logo BAO = OBA = %’r e DAO = ODA = %. Assim, conclui-se que
BAP = £ €, por isso, APB = %ﬁ Como £PBA = £LAPB, o triangulo
[APB] é is6sceles com AP = AB. Por outro lado, DPO = = POD,
ou seja, o triangulo [ODP] é isésceles com PD = OD = r. Deste modo,

conclui-se que

O percurso descrito pela Figura 1 mede 10AB e o percurso representado na Figura 2 mede 104D,
logo, este ano, o padre ird andar mais 10AD — 10AB = 10r metros.

5. O problema consiste em determinar as solugoes positivas da equacao

Solugao 1: Escrevendo k na forma k = 30p + ¢, onde p e ¢ sdo inteiros e 0 < ¢ < 30, a equagao

anterior é equivalente a
q q q
sip+ 4]+ 12+ 12 =30+

2 5
ou ainda a 7 7 q
pzq—L§J—L§J {gJ-

Logo, para cada ¢, existe um p que satisfaz a equagao anterior. Uma vez que ¢ pode tomar 30 valores
distintos, existem 30 solugoes distintas:

lalp[ k[ alp[k[alp[k]
0101 O 100101 201|020
11 (3111|1141 210121
2011321210112 220 | 22
3111331314323 |1 ]| 53
4 1113411414424 ]0 ]| 24
5111351501525 10 | 25
60| 6 1610|161 26| 0|26
71113717147 27| 0|27
81138180181 28|10 128
9111391911491 29| 1|59
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Finalmente, os valores possiveis (ndo nulos) para k sao: 6, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26,
27, 28, 31, 32, 33, 34, 35, 37, 38, 39, 41, 43, 44, 47, 49, 53, 59.

Solugao 2: Sejam a = k (mod 2), b =k (mod 3) e ¢ = k (mod 5). A equagao anterior é equivalente

a
k—a k-0 k-c

2+3 5

ou ainda a
k = 15a + 10b + 6c.

Assim, os valores possiveis para k sao obtidos pela igualdade anterior, tomando a € {0,1},
be {0,1,2} e c€ {0,1,2,3,4}, com pelo menos um deles nao nulo.

. Prove-se inicialmente que dados trés nimeros irracionais existem dois cuja soma é um nimero
irracional. Sejam y;, y2 e y3 nimeros irracionais. Se a soma de quaisquer dois destes trés nimeros
fosse racional, entao, em particular, y; + y2 e y2 +y3 seriam nimeros racionais e, consequentemente,
a sua diferenca, y; — y3, também. Por outro lado, somando este dltimo nimero a y3 + y1, obter-se-ia
igualmente um numero racional. Mas (y1 —y3)+ (y3+y1) = 2y1 ndo é um racional pois, por hipStese,
y1 € irracional. Portanto, existem dois destes trés niimeros cuja soma é um numero irracional.

Considerem-se agora seis numeros irracionais. Designe-se por z um desses niimeros e dividam-se os
restantes cinco em dois conjuntos: um conjunto A formado por aqueles cuja soma com z é um nimero
irracional e um conjunto B constituido por aqueles cuja soma com x é um racional. Aplicando o
chamado Principio de Dirichlet (ou Principio do Pombal), conclui-se que um dos conjuntos tem pelo
menos trés elementos. Suponha-se que é o conjunto A. Entao existem dois elementos de A cuja
soma é um numero irracional. Assim, o terno definido por estes dois elementos e pelo elemento x é o
pretendido. Suponha-se agora que é o conjunto B que tem pelo menos trés elementos. Considerando
agora o conjunto formado por quaisquer dois elementos de B e pelo elemento x, conclui-se que a
soma de quaisquer dois elementos de B ¢ irracional. Portanto, basta escolher trés elementos de B
para obter o terno de niimeros pretendido.
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