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Capitulo 1

Introducao

O advento da <«Era dos Computadores» veio permitir automatizar métodos de resolugao,
ou seja, construir algoritmos capazes de solucionar problemas em tempo tutil. Sabemos, no
entanto, que ha problemas para os quais nao existem algoritmos que os resolvam (como
o Problema da Paragem - Turing 1936, ou o 10° Problema de Hilbert - Matijasevic, 1970),
enquanto outros hé que, apesar de ser possivel construir algoritmos para a sua resolucao, esses
algoritmos possuem «ordens de complexidade» tao grandes que originam a denominacao de
«ineficientes».

Um algoritmo é um método de resolucao de um dado problema, no sentido de que, quando
aplicado a uma particularizacdo do problema, garante a obtencdao de uma solucao. Ao se
pretender utilizar uma maquina para tratar problemas reais, procura-se, em geral, construir
algoritmos que, nao s6 garantam a obtencao da solucao desejada, mas que resolvam de um
modo «eficiente» o problema proposto. Mas o que ~ um algoritmo «eficiente»? O sentido geral
da resposta a esta pergunta é, apesar de haver outros recursos envolvidos, o de relacionar
eficiéncia com tempo (embora o espaco ocupado na resolugao seja igualmente importante).
Este tempo de resposta pode ser expresso em termos do tamanho do problema ou, melhor
dizendo, da quantidade de informacao que descreve a particularizacao do problema que se
pretende ver resolvido. De facto, a descricao fornecida a maquina que vai resolver o problema
é, no fundo, uma sequéncia finita de simbolos de um dado alfabeto (também finito). A
complexidade, em termos temporais, de um algoritmo vai ser calculada em funcao do nimero
de simbolos, comprimento, dessa sequéncia, fornecendo um limite superior para o tempo
ocupado na resolucao do problema pelo algoritmo, o que levanta a questao da classificagao
de problemas relativamente a sua dificuldade computacional intrinseca.

Nao se pretende de modo algum apresentar aqui uma compilacao exaustiva a de resulta-
dos da Teoria da Complexidade mas apenas cimentar algumas nogoes necessarias para uma
compreensao mais profunda das questoes que se levantam quando formulamos um problema
e pretendemos resolvé-lo. De facto, nao basta a identificar um problema e garantir que existe
pelo menos uma solucao para ele, é e ainda necessario saber se ele pode ser efectivamente
resolvido em tempo e espaco de memoria finitos.

As presentes notas seguem de muito perto [CLOI] e e estao (fortemente) baseados
nos apontamentos para esta disciplina (2007/08) do professor Reinhard Kahle.
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Capitulo 2

Funcoes Recursivas Parciais

Antes de mais algumas questoes introdutorias.

e Seja p um inteiro. O conjunto de todas as aplicacoes INP em IN designar-se-4 por F. Por
convencao se p = 0 entao o tnico elemento de INP é a sequéncia vazia e, em consequéncia
disso, os elementos de Fy podem ser identificados com os elementos de IN. O conjunto
U,en Fp denotar-se-a por F.

e Se ¢ é um natural de 1 a p inclusive, a projeccao de ordem i, Plﬁ, ¢ a funcao em F,
definida por
P;(Sﬂl,ﬁﬂz, Ce ) = T

e Por definigao a funcao sucessor S é a fungao em Foo, S(n) =n + 1.

e Se f1, f2,..., fn Pertencem a F, e g pertence a F, entao a composicao das fungoes
h = g(f1, f2,..., fn) é um elemento de F, definido por:

Wi, xo, ... xp) = g(fi(zr, 22, .., 2p), f2(x1, 22, ..., 2p), ..., fnl(T1, T2, ..., 2p)).

2.1 Funcoes Recursivas Primitivas

Defini¢ao 2.1 (Definicao por Recursao) Se existem funcoes g € F, e h € Fpia entio
existe uma e uma so funcao f € Fpi1 que satisfaz as sequintes condigoes:
Para todos os x1,x2,...,7p ey em IN tem-se,

flx1,22,...,2p,0) = g(z1,22,...,2p) (2.1)

f(-%'l,I'Q, s 7xp7y + 1) h(.%'l,.%'g,. . 7xp7y7f(x17x27 s 7xp7y))'

Diz-se que f é definida por recursao a partir de g (o caso de base) e de h (o passo indutivo).

Definicao 2.2 (Fungoes Recursivas Primitivas) O conjuntos das fungées recursivas pri-
mitivas € o menor sub-conjunto E de F que satisfaz as sequintes condi¢oes:

1. para todo o p, E contém todas as funcoes constantes de INP em IN;

2. a fungdo sucessor, S(x) = x + 1, pertence a E;
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3. as projeccoes, Pi(wy,...,x,) = x5, 1 <i < n, pertencem a E;
4. O conjunto E € fechado para a composi¢do de fungoes. Isto € se g, hi,ho,...h, sdo
fungoes em E entdo a fung¢ao composi¢ao f = g(hy,hs,...,hy,) pertence a E;

5. O conjunto E € fechado para a recursao. Isto é sep e IN e se g € F,, e h € Fpi9 sao
elementos de E entao a funcao f definida recursivamente por g e h pertence a E.

Relembrando a nogao de fungao caracteristica x4 do conjunto A, a qual é definida do
seguinte modo:

xa(ni,no, ...

ny) = 1 se (n1,n2,...,np) € A
P 0 no caso contrario

Definicao 2.3 (Conjunto Recursivo Primitivo) Um sub-conjunto A < INP € designado
recursivo primitivo se a sua funcao caracteristica € uma func¢ao recursiva primitiva.

2.1.1 Exemplos e Propriedades de Fecho

Exemplos 2.4

1. Adi¢ao com 2: A fungao f(x) = x + 2 € recursiva primitiva. De facto, a defini¢do
precisa s6 a fung¢ao de sucessor e composicao: f(x) = S(S(x)). Isto € uma instancia
do esquema de composicao com g(x) e hy(x) igual S(x).

2. Adigao: f(y,x) =y + x.
O+zx==x
(y+1)+x2=8(y+x)
Isto € uma instancia do esquema de recursao primitiva com

g(x) = P (z)
h(zayax) = P?(S(Z)ayax)

Nota-se que h é definida por composicao (com alguma pedantearia mais exacto como

h(zy,2) = PP(S(2), P{ (y), P{ (@)))-

O Esquema da Definigao por Casos Sejam f e g duas fungoes recursivas primitivas em
Fp e seja A um sub-conjunto recursivo primitivo de IN, entao a funcao h definida por:

e A
h(:ﬂl,,IQ, . ;xn) — { f(l'l,.%'g, 7'%'71) s€ (xl‘a €2, 7,'%"71)
g(x1, 22, ..., Tp) no caso contrario

é recursiva primitiva.
E suficiente observar que:

h=f-x(A)+g-x(N - A).

O mesmo pode-se generalizar facilmente para comportar a definicao de uma fungao por
multiplos casos.
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Somas e Produtos Limitados Se f € F,;1 é uma funcao recursiva primitiva, entao as
funcgoes:

g(xlax2a"'axp’y) = Zf(xlaan"'axp’t)

~+

h(zi,z2,...,2p,Y) = Hf(:vl,xg,...,xp,t)
t=0

<

sao também funcgoes primitivas recursivas.
As fungoes g e h sao facilmente definidas por recursao. Por exemplo, para o caso da funcao
g ter-se-ia:

g(z1,22,...,25,0) = f(x1,22,...,2p,0)
g(xlax27"'7xp7y+1) = g(xl,I'Q,...,xp,y)+f(1'1,x2,...,1'p,y+1)

A funcao h definir-se-ia de igual forma.

O operador p limitado Seja A um sub-conjunto recursivo primitivo de INP*!. Entdo a
funcao f € Fp41 definida como se segue, ¢ uma funcao recursiva primitiva:

f(x1,22,...,2p,2) = 0 senao existe um inteiro ¢t < z tal que (z1,2,...,2p,t) € A;
f(z1,22,...,2p,2) = t com t o menor inteiro ¢t < z tal que (x1,x2,...,2,,t) € A,
no caso contrario.

A definicao de f usa a recursao primitiva, o esquema da definicdo por casos e as somas
limitadas.

fz1,22,...,2,,0) =0
f(x17x27-"7xp72+1) =

y=z .
f(xlax2a <oy L, Z) se Zy:(] XA(xlaan oo ?‘T}”y) = 1’
=< z+1 no caso contrario e se (z1,x2,...,%p, 2z +1) € 4;
0 em todos os outros casos

Para designar esta funcao usar-se-4 a seguinte notacao:

flxi, 20, . xp, 2) = pt < z[(x1,29,...,2p,1) € A].
A qual se pode ler da seguinte forma f(z1,z2,...,xp,2) é o menor inteiro ¢ tal que ¢t <
z tal que (:Ul,xg,...,xp,t) € A para o caso em que um tal ¢t existe. No caso contrério

flx1,29,...,2p,2) = 0.
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A funcao 7(n) é Recursiva Primitiva A funcao 7 cujo valor em n é dado pelo (n + 1)-
ésimo primo é recursiva primitiva.
A funcao 7w pode ser definida por recursao usando o operador u limitado da seguinte forma:

m(0) = 2
mn+1) = pz< (r(n)!+1)[z > n(n) e z é primo]

Utiliza-se aqui o resultado que nos garante que, para um dado p primo, existe pelo menos
um outro primo entre p e p! + 2.

2.2 Funcgao de Ackermann

A fungao de Ackermann constitui um caso exemplar de uma é fungao efectivamente com-
putavel, no sentido intuitivo da palavra, mas que nao é primitiva recursiva.

A definicao tal como é aqui feita é uma variante, um pouco diferente daquela que usual-
mente é referida, mas que torna a demonstracao do resultado principal desta seccao, o facto
de que esta fung@ao nao é primitiva recursiva, mais facil.

Definigao 2.5 A fungao de Ackermann (numa forma conveniente para os argumentos se-
guintedl) € definida por:

Veenw ack(0,z) = 2%
Vyew ack(y,0) = 1
Voyew ack(ly+1l,x4+1) = ack(y, ack(y + 1,x))

Nota-se que a ultima clausula nao é uma instancia do esquema da recursao primitiva.
Lema 2.6 Para todo o n,m € IN, ack(n,m) € IN.
Dem.: Inducao sobre n:
Vmen-ack(n,m) € N

a) caso base: Ven.ack(0,m) = 2™ € IN.

b) passo indutivo:
hipl: V,en.ack(n,m) € IN.
Tese: Vpen, ack(n +1,m) € N

bl) caso base: ack(n +1,0) = 1€ IN.

!Na literatura existem variantes diferentes da funcdo de Ackermann. A versdo usada aqui é uma variante
duma simplificacdo da funcdo original por ROszA PETER.
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b2) passo indutivo:
hipIl: ack(n +1,m) e N

ack(n +1,m + 1) = ack(n, ack(n + 1,m))
—_—

€N por hiplI
~

€N por hipl

2.3 A funcao de Ackermann nao é recursiva primitiva

Lema 2.7 Definam-se,

ack,(x) = ack(n,x)
ackk (z) = fzck‘n(ackn(. .. acky(x) ... )2
k vvezes

A definicao das fungoes acky,(x) mostram-nos que efectivamente existe uma unica fungao
ack verificando as condi¢oes acima, e que por outro lado podemos ver que acky(x) = 2% e que
para todo o n > 0 a funcao ack, é definida a partir de ack, 1 por recursao:

ack,(0) =1 e acky,(x + 1) = acky—1(ack,(x))

Pode-se provar, por indu¢ao em n, que as fungoes ack,(x) sdo primitivas recursivas sem
que isso permita afirmar no entanto que a funcdo de Ackermann o seja.
Entao, para todos os n,k e h,

ackk o ackl = ackEth,
Lema 2.8 (5fﬂ) Para todo o n e todo o z,
acky(z) > x.

A demonstracao é similar & demonstracdo de que lema 6 «Para todo o n,m € NN,
ack(n,m) € N». Podemos substituir na demonstracao - € IN por - > x.

Exercicio 1 Demonstrar os lemas que se sequem.
Lema 2.9 (5.7) Para todo o n e para todo o x,
acky,(x + 1) > ack,(x).
Lema 2.10 (5.8) Para todo o n > 1 e para todo o x,
acky () = acky,—1(x).
Lema 2.11 (5.12) Para todo o n, k e para todo o x,

ackk (z) < acknyi(z + k).
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Definigao 2.12 Sejam f e g duas funcoes. Diz-se que f domina g se e s6 se existe um natural
A tal que para todos 0s x1, %2, . .., Ty, se tem que g(x1,xa, ..., x,) < f(max(xy,x2,...,T,, A)).

Definigdo 2.13 C, = {g | eziste um k tal que ack® domina g}
Exemplos 2.14

o Z(z)eCy

e S(z) e Cy

° Pln(f) € C()

A fungao constante Ki(z) =k € Cp

e max(x1,...,2,) € Cp

x+yely

e k-xeCy, comkelN

ack,, € C,,

Se g € C,, e para todos 0s x1,...,x, f(x1,...,2,) < g(x1,...,2,) entdo f € Cy

Lema 2.15 C, € fechado para a composicao.

Dem.: Quer provar-se que dadas as fungoes g, hy, . .., h,, pertencentes a Cy,, g(h1(Z), ..., hmn(T))
¢é ainda uma funcao em C),.

Tem-se que g, hi, ...,y € Cy, logo, existem A, Ay, ..., Ay, k, k1,. .., ky tais que

9(i)) < ack);(max(§, A))
hi(¥) < ackjff (max(Z, A;))

Defina-se A = max(A, Ay, ..., A,,) e defina-se k= max(ky,...,kp). Ora,

g(h1(F), ..., hn (8)) < ackly(max(hy (Z),. .., hn (), A))
< ackf (max(ack® (max(Z, A1), . .., ackk™ (max (7, A,,)), A))
< ackk (ackt (max(z, A)))
< ac%*z(max(f, A))

Lema 2.16 Se g,h € C,, entdao f com f(0,%) = g(¥) e f(y+1,%) = h(f(y, T),y,Z) pertence
ao conjunto Cpiq.
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Dem.: Existem Ai, Ag, k1, ko tais que

Vamos demonstrar que
fy,©) < ackl k2 (max(&, y, A1, As))

Demonstragao por inducgao em y:
Caso base: y =0

f(0, )

9(7)
ackkt (max (7, A;))
Kt 0k2 (max (7,0, Ay, Ag))

C
C

NN

a
Hipétese de Inducao:

f(y, %) < acklTVF2 (max(Z,y, A1, As))

f(y + 1’5) = h(f(x’f)ax,f)
ackl? (max(Z, f(y, %, y, A2))
ackk? (ackfr k2 (max (7, y, Ay, As)))

ackﬁl +y-ka+ka (max(Z,y, A1, A2))

IN

V/AN/A

Mas, pelo Lema ZIT, ackk () < ackny1(z + k), ou seja,

f(yaf) Ckle+yk2 (max(f7y7A17A2))
k1 (max(Z, y, A1, A2) + k1 + yks)
(. v g P

eCo eCy

- J

~
ECo

<a
<a

Conclui-se assim que f(y,¥) € Cpi1. O

Coroldrio 2.17 (5.14) Todas as fungoes recursivas primitivas pertencem ao conjunto C =

UnE]N Cn
Teorema 2.18 (5.15) A funcdo ack nao é uma fungdo recursiva primitiva.

Dem.: (por absurdo)
Suponhamos que ack é RPrim.
Entao, pelo Lema 215l f(x) = ack(z, 2z) é RPrim.
Logo, pelo Corolario 21T existem n, k e A tais que para todos os = > A, f(z) < ack(z).
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Ou ainda,
ack(z,2x) < ack] ()
< ackpi1(x + k)

Para x > max(A, k,n + 1) vem que

ackni1(x + k) < acky1(2z) < ack,(2x) = ack(z, 2x).

Contradicao! ]

2.4 Funcgoes recursivas parciais

Definigao 2.19 Uma funcdao f de niumeros naturais diz-se recursiva parcial se puder ser
gerada num ndmero finito de passos através das regras:

1.

> o

Z(x) =0, a fungao zero € recursiva parcial (RPar).
S(z) =z +1, a func¢do sucessor é RPar.

Pi(x1,79,...,2,) = 74, a funcdo projeccio é RPar.

Composigao. Se g, hi,ha, ..., hy, sdo fun¢oes RPar, entao a funcao f(Z) = g(h1 (%), ha(Z), . ..

é RPar.

Recursao Primitiva. Se g e h sdo fungoes RPar, entdo a fungdo f definida recursiva-
mente por

f(Oaf) = g(x)7
f(y + 17f) = h(f(yaf)ayaf)

¢ RPar.

Recursao pu. Se g é RPar, entao a fungio f definida por f(Z) = pylg(Z,y) = 0] é
RPar, onde a expressao pylg(Z,y) = 0] € definida por: y € o menor valor para o qual
9(Z,y) =0, no caso em que tal y existe e para todo o z <y g(Z,z) estd definido. Caso
contrdario, uylg(z,y) = 0] ndo tem um valor bem definido.



Capitulo 3

Maquinas e Modelos

A caracteristica béasica de uma funcdo computédvel é a disponibilidade de um algoritmo, uma
sequéncia finita de instrugoes bem definidas e nao ambiguas, cada uma das quais pode ser
executada mecanicamente num periodo de tempo finito e com uma quantidade de esforco
finita, que descreve como computd-la.

De acordo com a tese de Church-Turing, fungbes computaveis sao as que podem ser
calculadas usando um dispositivo mecanico dado uma quantidade ilimitada de espago de
armazenamento e de tempo de execucao. A mesma tese define que qualquer funcao que
possui um algoritmo é computéavel.

A interpretacdo do significado de algoritmo e como ele é usado cabe ao modelo de com-
putacao, mas cada interpretagao compartilha algumas propriedades.

No que se segue vamos estudar um dos possiveis modelos de computabilidade, as Mdquinas
de Turingd.

3.1 MaAquinas de Turing

1936 Alan Turing define uma maquina formal a partir de principios simples (ler , apagar e
escrever simbolos numa fita) e define o conceito de Méquina Universal.

1936 Alonzo Church define o A-Calculo e mostra que define qualquer funcao para as qual
exista uma Maquina de Turing.

Uma Méaquina de Turing (MT) define um modelo matemético de computagao, simples e
universal.

e Semelhante a um autémato com memoria ilimitada é um modelo mais proximo de um
computador generalista.

e Principal modelo no estudo do que é ou nao computavel.

e Até hoje todo o procedimento pode ser implementado por (algum tipo de) Méquina de
Turing.

'Alan Turing (23 de Junho de 1912 — 7 de Junho de 1954)

13
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3.1.1 Maquinas de Turing deterministas

Definicao 3.1 Uma maquina de Turing é composta por:

e «Parametros geném'cos»ﬁ
— Uma fita com um nudmero finito de bandas paralelas limitadas a esquerda e ilimi-
tadas a direita. Cada banda ¢ dividida em caizas.

— Uma cabega de leitura que pode ler, escrever e apagar simbolos nas bandas. A
cabeca pode ser deslocada para o lado esquerdo até ao limite da fita ou para o lado
direito.

— Define-se o alfabeto S = {d,1,b} com os trés simbolos:

x d (o fim da fita no lado esquerdo),
x 1 (ou de forma equivalente, ’|’),

x b (o simbolo vazio).
Exemplo 3.2 O conteido duma banda pode ser: d11b111bb1b111bbb - - -

e «Parametros especificos», i.e., para uma mdquina de Turing concreta tém-se as sequintes
varidveis:

— o0 numero n das bandas

— um conjunto finito de estados E com pelo menos dois elementos e; (estado inicial)
e ef (estado final)

— uma tabela M (tabela ou funcgdo de transicao) que representa uma fungao S™ x E —
S™ x E x {—1,0,1}. De notar que M ¢ finita jd que estd definida entre conjuntos
finitos.

A definicdo de uma MT comporta a possibilidade de diferentes variantes para os parametros

geneéricos:

e vdrias fitas;

e fitas extensiveis para ambos os lados;

e fitas com finalidade especifica (fitas para entrada e fitas para saida);
e a mdquina pode ter mais de uma cabeca de leitura por fita;

e cm vez de fita, a mdquina pode usar como memoria um reticulado bi-dimensional;

2Estes parametros sio fixos para todas as maquinas de Turing que nds consideramos aqui. Existem variantes
de definigdo da maquina de Turing que variam nestes parametros.
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Funcionamento duma MT O funcionamento duma mdquina pode ser descrito por:

e No momentot = 0 a cabe¢a da mdquina estd no extremo esquerdo da fita com o simbolo
d em todas as bandas e a mdquina estd no estado inicial e;.

e Em cada momento t a mdquina lé os simbolos Si,...,S,. No caso em que a mdquina
estd no estado e calcula-se

M(Sy,...,Sn,e)=(S],...,5.,€,€) comee{-1,0,1}

— Neste caso, a mdquina escreve nas posigoes de (S1,. .., Sy) os respectivos (SY,...,S).

— A cabeca da mdquina desloca-se um passo para a esquerda se € = —1, desloca-se
um passo para a direita se € = 1 e permanece na mesma posicdo se € = 0.

— O estado da mdquina muda para € e a computacao passa para o instante t + 1.
e No caso em que a mdquina estd no estado final, ey, a computacao termina.

Para este funcionamento temos as sequintes restrigoes formais:

e Para todos os (S1,...,5,) € 8™, M(Si,...,Sn,er) = (S1,...,5,€5,0).

Isto garante que a mdquina <pdra» no estado final ey.

e Para todos os e€e E, M(d,...,d,e) =(d,...,d, e €) come+ —1.

Isto garante que a cabeca da mdquina ndo desloca-se para o lado esquerdo no fim da
banda.

e Para todos os S1,...,S,,51,...,S) se (S1,...,5,) F (d,...,d) e M(S1,...,Snh,¢e) =
(S1,...,S), € €) entdo pelo menos um S} % d, isto é, (S1,...,5,) £ (d,...,d).

Isto garante que o simbolo d € s usado para marcar o fim da banda.

Definicao 3.3 Uma banda representa um nimero natural n (no momento t) se e so se (no
momento t) o conteido da banda é (d,1,1,...,1,b,b,...)
_

n vezes

Nota que o zero é representado por (d,b,b,...,b,b,...).
Nota também que (d,1,b,1,b,b,...) é um conteiido «legal> duma banda, mas nao repre-
senta um numero.

Definicao 3.4 Seja f(z1,...,xp) uma funcdo parcial e M uma mdquina de Turing com pelo
menos p + 1 bandas. Diz-se que M calcula f se e so se:

o As bandas 1,...,p representam x1,...,x, no estado inicial e; e todas as outras bandas
estao vazias (b).

— No caso em que f(x1,...,xp) nao estd definido, a mdquina M ndo pdra.
— No caso em que f(z1,...,2p) = Yy, a mdquina pdra apds um nimero finito de
passos e a banda p + 1 representa y (as bandas 1,...,p representam x1,...,x), e

as bandas p + 2, ... estdao vazias).
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Definigao 3.5 Uma funcdo f diz-se T-computéavel se e sd se existe uma mdaquina de Turing
M que calcula f.

Exemplo 3.6 f(z)=x+1.

Considere-se a mdquina M definida da sequinte forma:
o A mdquina M tem duas bandas.

o F={e;,er}

o A funcdo de transicao M ¢é dado da sequinte forma:

M(d,d,e;) = (d,d,e;,+1)
M(1,b,e;) = (1,1,e;, +1)
M(b,b,e;) = (b,1,e,0)

(Nao € necessdrio especificar os outros casos.)

M éa MT que calcula f.

Exemplo 3.7 g(z) = 2x

Considere-se a mdquina M definida da sequinte forma:
o A mdquina M tem duas bandas
o I/ = {ei, €1, €2, Bf}

e A funcao de transicao M € dado da sequinte forma:

M(d7 d7 ei) = (d7 d7 €, +1) } Estado Inicial
M(1,b,e;) = (1,1,e1,+1) | Adiciona um a segunda banda (caso
M(b,b,e;) = (b,b,ey,0) x #0)
M(1,b,e1) = (1,b,e1,+1) ,
M(b1ey) = (b1er,+1) Mover até ao fim da palavra
M(b,ber) = (b,1,es,—1) } Adiciona um & segunda banda
M(b,1,e5) = (b,1,e2,—1) | Regressa ao ponto que acabou de
M(1,b,e5) = (1,b,e9,—1) | ser duplicado
M(1,1,es) = (1,1,e;,+1) | Repete até que todas as barras te-
M(b,1,e;) (b,1,e5,0) nham sido duplicadas

M € a MT que calcula g.

d|1]1




3.1. MAQUINAS DE TURING 17

3.1.2 Toda a funcgao recursiva parcial é T-computavel

Teorema 3.8 Toda a funcao recursiva parcial € T-computdvel.
Dem.: (por indugao estrutural sobre a definigao de fungoes recursivas parciais)

3 casos basicos.
o Zero: M(d,d,e;) = (d,d,ef,0).
e Sucessor: f(x) =x + 1 (ver exemplo B.6]).

: 5. k _
e Projecgao: Py(w1,22,...,Tp,...,Tp) = Tp.

—

M(d,e;) = (d,e;, +1)
o N (5,1,e;,+1), se sk =1,
M(37b7 ez) - { (§7 b, ef,O), se sp = b.

3 passos indutivos.

e Composicao:

com I =zy,...,Tp, [ €F), g€ F; eh;€F.

Hipétese de Inducao:

Existem n + 1 maquinas de Turing, N', My, Mo, ..., M, que calculam, res-
pectivamente, g, hi, ho, ... hy,.

Pretende-se encontrar uma méaquina M que calcula f. Ora,

— N tem n/ bandas (n’ = n + 1) e um conjunto Ey de estados.

— Cada M; tem p; bandas (p; = p + 1) e um conjunto de estados E;
Defina-se M do seguinte modo:
— Mtem p' =p+ > (pi —p) +n' —n bandas;

n

— O conjunto de estados de M é E = Egu U E;,sendoqueV; ;i # j= EnE; = ;
i=1

— O estado inicial de M é o estado inicial de My;

— Do estado final da M, i < n, mudamos a maquina no estado inicial de M.

— Do estado final da M,,, mudamos a mdquina no estado inicial de N.

— O estado final de M é o estado final de N.

O funcionamento da méaquina deve ser 6bvio: Usamos M; para M, com as bandas
re-numeradas; depois usamos N para calcular o resultado final.
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e Recursao Primitiva.

Com feFy ,9€F,eheF) .

Como hipétese da indugao, existem maquinas M, e M}, que calculam g e h respecti-
vamente.

Podemos supor que M, tem n + 1 + k bandas e um conjunto de estados E, e que My,
tem n + 3 4+ k' bandas e um conjunto de estados Ej com E, n Ej, = .

Vamos «construirs> uma maquina N com n + 4 + k + k' bandas e conjunto de estados
Eyu Epudeg,...,er} com EgnEp = J e (Eyu Ep) nie,...er} = .

O estado inicial de NV ¢ o estado inicial de M. No instante inicial (¢ = 0) as bandas 1
a p e p+ 1 representam x; a x, e y respectivamente. No instante final, na banda n + 3
ter-se-4 o resultado pretendido f(Z,y).

De facto, vamos sé descrever informalmente o funcionamento de N:

1. Calcular f(z,0) usando Mg, com as bandas 1 a n+1 e k mas colocando o resultado
na banda n + 4;

2. Mudar a cabeca para o inicio da fita e mudar o estado para eg;

3. No estado ey comparar o valor da banda n + 1 (o y original) com o valor da banda
n + 2 (um contador que guarda os sucessivos valores de y para cada passagem do
ciclo, o seu valor inicial é 0).

(a) Se os valores comparados s@o iguais, copiar o valor da banda n + 4 para a
banda n + 3 e a maquina termina;

(b) Caso contrario, copiar o valor da banda n + 4 para a banda n + 3, apagando de
seguida a banda n +4. Calcular f(&,y+ 1) através da maquina M, colocando
o resultado na banda n + 4. No fim incrementa-se o valor da banda n + 2.

Voltar ao passo 2.

Nota 1 Quando calculamos f(Z,y + 1) = h(Z,y, f(Z,y)) temos:

— o wvalor de Z nas bandas 1,...,n;

— o0 wvalor de y na banda n + 1;

— o contador incremental (de 0 a y) na banda n + 2;

— o wvalor de f(Z,y) na banda n + 3.

— o wvalor de g(Z,0) e de h(Z,y, f(Z,y)) na banda n + 4.

e Recursao p.
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Por hipétese da inducao existe uma mdquina M,, com n + 2 4+ k£ bandas e o conjunto
de estados F, que calcula g.

Vamos «construir»> uma mdquina A/ com também n + 2 + k bandas e o conjunto de
estado F U {eq, e1, e2,e3} que calcula f.

O funcionamento de N é o seguinte:
(0. Inicializar y = 0 — ¢ feito automaticamente, porque a banda n + 1 estd vazia no
inicio da computacao.)
1. Calcular g(Z,y).
2. Mudar a cabeca para o inicio da banda e mudar o estado para eg.
3. Testar se a banda n + 2 representa 0:

(a) Se sim, mudar para o estado final.

(b) Senao, incrementar o valor da banda n + 1 e voltar ao passo 1.

O

Antes de se poder avancar para a demonstracao do resultado inverso deste que acabamos
de demonstrar é necessario estudar alguns resultados referente a codificacao de sequéncias de
inteiros.

Codificagoes
Lema 3.9 Para todo o n > 0 ezistem fungoes recursivas primitivas o, BT, By, ..., B tal
que: " € uma bijeccao de N para IN com fungoes inversas 51,35, ..., 055

Dem.: Comeca-se por ilustrar o caso ag que permite compreender a forma como a demons-
tragao é feita.

0 1 3 6 10
(0,0) 77 (1,0) (2,0) (3,0) (4,0)

Isto é, vai-se enumerar os pares (z,y) seguindo as diagonais em sentido ascendente para os
valores de x+y constantes. Comeca-se na diagonal cujo valor de x +1vy é zero, dai passa-se para
a diagonal x + y = 1, procedendo sempre de igual forma. O valor de as(x,y) é exactamente
o nimero de predecessores de (x,y) na enumeragao.
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Sendo assim tem-se que para o par (p + n,0), existem:
1
1424+ (n+p) = §(n+p+1)(n+p)

elementos. O par (p,n) estd na mesma diagonal que o par (p + n,0) e estd exactamente n
posicoes apds ele. Consequentemente tem-se:

as(p,n) = %(n +p+1)(n+p)+n

A funcao as é claramente recursiva primitiva e o seu valor é sempre igual ou maior do que
n ou p. Dado que, por defini¢do, s é bijectiva. pode-se recuperar n e p de ag(n,p), definindo
as seguintes fungoes:

By(z) = pz
Fi(x) = pz

r[dic, a2(z,t) =
r[dic, aa(t, 2) =

NN

]

Por definigio 33 e 32 sdo também recursivas primitivas.
A partir daqui podemos definir az(z,y,2) = az(z,a2(y,2)) e B3 = B3, B3 = B3 o B3,
3 _ 32,32
B3 = B30 5.

Mais genericamente temos:

04p+1(90179027 e 790p790p+1) = Oép(wl,w, e 7042(9€p,96p+1));
1 1 52 2 -1 -1 1 +1 2
p+1 = Fp>r Pp+1 = Pp> "'7554—1 :55 5 /85+1:,82 0,85, ,85+1 :,82 Oﬂg
Conclui-se definindo oy (z) =z e B (z) = . 0

Vai-se usar a notacao S para designar o conjunto das sequéncias finitas de naturais.
Vejamos agora uma codificacao possivel para sequéncias de inteiros.

Definigao 3.10 A funcdo ) € a funcdo de S em IN definida da sequinte forma:

Q((zo, x1, . - w(0)*° - 7w (1)* -+ -7 (p)*®

1, com s a sequéncia vazia

2 B
3
VAR
~— —

Em sentido inverso temos a funcao 9.

Definigao 3.11 A funcdo 6 € a funcdo de Fo definida por:
z+1]

0(i,x) = pz < x|z nao € divisivel por (i)

0(i,x) € o expoente de m(i) na decomposicao de x num produto de primos.
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3.1.3 Toda a funcao T-computavel é recursiva parcial.

Relembrando resultados anteriores temos que:

e Seja f(xq,...,xp,y) uma fungdo recursiva primitiva, entao a soma limitada é uma funcao
recursiva primitiva (secgao 2.1.T]):

t=y
91,y y) = 3 (@1 ).
t=0
e Para todo o n > 0 existem funcoes recursivas primitivas oy, 3, 52, ..., 47 tal que: ay,
é uma bijecgao de IN" para IN com fungoes inversas 8}, 32,..., 37 (lema B.9).

Quando n é claro do contexto deixamos este indice e usamos sé a, 81, 52, .. ..

Questoes de notacao: os nomes dos estados nao sao relevantes e como tal podemos consi-
derar a seguinte codificagdo para os mesmos {0,1,...,m} com 0 o estado inicial e 1 o estado
final; o alfabeto dos simbolos da maquina de Turing podem, por sua vez ser codificados como
inteiros, 0 para ’'b’, 1 para ’d’ e 2 para |.

Definicao 3.12 (Configuragao e Situacao de M) Suponha-se que M € uma mdquina de
Turing com n bandas. A sequéncia infinita C = (so, 1, S2,...) aonde para todo o n,u e v
com 0 < v <N, Syiy € 0 simbolo contido na célula v+ 1 da banda v + 1, € designada por
Configuragao de M no instante ¢. A situagao de M no instante t € o triplo S(t) =< e, k, C(t) >
aonde, para um dado instante t, e’ € o estado da mdquina, k € o nimero de células acima
da posi¢ao corrente da cabe¢a da maquina e C(t) € a configuragio da mdquina.

A configuragao da méquina de Turing no instante ¢, C'(t) é a sequéncia obtida ao justapor
as sequéncias de simbolos nas diferentes da células da méaquina de Turing.

(2 p 1 2 P 1.2 P
C(t) = (51,57, »5],59,85, -+ 180, S Shy-vvy Spyeoe
\ U ) “ Y

51 52 5k

onde s! é o i-ésimo simbolo da banda j.

Dado que C(t) define-se como sendo uma configuracao de uma dada méquina de Turing
concreta a sequéncia de simbolos, qualquer sub-sequéncia de simbolos nao nulos serd sempre
vazia.

Uma sequéncia infinita C' = (sg, $1,82,...) mas com sé um nimero finito de elementos
nao nulos ( % 0) pode ser codificada da seguinte forma:

D(C)=>s3"
<0

que é um numero bem-definido.
No caso de sequéncias finitas, isto é nos casos em que k é o maior nimero tal que s; # 0,
tem-se:

T(C)= ) si-3.

0<i<k
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Sabendo-se o codigo de T'(C) é possivel recuperar os simbolos das diferentes posigoes.
Sejam: ¢(z,y), o quociente da divisao inteira de x por y e r(z,y) o resto da divisao.
O simbolo contido na célula u da banda v é dado por:

r(g(D(C), 3" =D+ 3)
A situagao de M no instante ¢, S(t) =< e, k,C(t) >, pode ser codificada pelo inteiro:

F(S) = 043(6, ka P(C))

Lema 3.13 Eziste uma fungdo recursiva primitiva g € Foo tal que se x € o cédigo da situacdo
de uma dada mdquina de Turing no instante t, entao g(x) € o cddigo da situa¢ao da mesma
mdquina no instante t + 1.

A funcao g é definivel por casos usando fungoes recursivas primitivas e conjuntos também
recursivos parciais, como tal g serd uma fungao recursiva primitiva (ver demonstracao em [CLOI].

Existem fungoes recursivas primitivas ~; tal que v;(C(so, $1,...)) = s;.

Pretende-se entao formalizar a nocao intuitiva de que se sabemos a situacao da maquina
num dado instante e sabemos como ela evolui, entao podemos determinar qualquer situagao

Definicao 3.14 Define-se, por recursdo primitiva a fun¢do Sit(t,x1,2,...,zp) como sendo:

Sit(0, x1, x2, ..., x,) = a*(0,1,T(C))
Sit(t + 1,z1,22,...,2p) = g(S(t, z1,22,...,2p))

Aonde C ¢ a configuracao da maquina de Turing na qual a banda 1 representa x1, a banda
2 representa xa, e assim por adiante até a banda p que represente x,, e com todas as outras
bandas vazias.

Lema 3.15 A funcao Sit(t + 1,21, x2,...,2,) € recursiva primitiva.

Dem.: Dado a definicao da fungao Sit é suficiente demonstrar que Sit(t + 1,21, x2,...,2;) é
uma funcao recursiva primitiva de #. Tem-se que:

Sit(0, x1, x2, ..., x,) = a*(0,1,T(C))

aonde C' é a configuracgao inicial das bandas, isto ¢ contém os valores de x1,x2,...,7, nas
bandas 1,2,...,p respectivamente. Basta entao mostrar que I'(C) é uma fungao recursiva
primitiva em Z.

Seja p(i,x) a fungao definida como sendo igual a 2 sempre que ¢ < x e igual a zero no
caso contrario. Se C' = (sg, $1,...,8;,...) ¢ a configuragao inicial da maquina, entao s; é o
simbolo escrito na banda r(i,n) + 1 na célula ¢(i,n) temos entao:

{ 1 seo<i<n-—1,
8; = . ,
p(q(i,n), xr(i,n)-&-l) se 1 = n;

consequentemente a definicao de s; pode ser feito por uma funcao recursiva primitiva, assim

como a fungao I'(C) a qual é igual a:

2:(n+1)sup(ml 73327"'73317)

() = > 3 s

1=0
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O

Podemos agora enunciar e demonstrar o teorema que nos estabelece a relagao entre fungoes
T-computéaveis e fungoes recursivas parciais.

Teorema 3.16 Toda a funcdo T-computdvel € recursiva parcial.

Dem.: Seja M a méquina de Turing M que calcula f(z1,...,2,), isto significa que no
momento em que M estd no estado ef, a banda p + 1 representa f(x1,...,xp).

Vai-se calcular o tempo de computagao, isto é o primeiro instante em que a maquina atinge
o estado final.

T(x1,..., 1) = pt[B3(Sit(t,21,...,12,)) = 1]

que estd definido se e s6 se f(x1,...,2,) estd definido; sabe-se entao a situacao da maquina
no instante neste instante 7'(z1,...,z,), depois é s6 uma questao de contar o nimero de |
(barras/uns) escritos na banda p + 1.

Seja « a funcao definida por:

ofw) = py[r(q(F3(x), 3", 3) = 0];

isto dado que se 2 é o cédigo da situacio da maquina r(q(53(z), 3" @+D+P) 3) = 0 significa
que o simbolo na célula y + 2 é um nulo («blanck»). Isto é a(x) é o nimero de uns (ou |) no
inicio da banda p + 1.

Podemos entao calcular f:

flx1, ... zp) = a(Sit(T(z1, ..., 2p), (21,...,2p))).

Dado que tanto 7' como « sao funcoes recursivas parciais entao f é uma funcao recursiva
parcial. 0

Alguma observacoes acerca deste resultado que se acabou de demonstrar.

e Se a funcao f € F, é computavel por uma maquina de Turing em tempo T'(x1,...,z})
sendo que esta ultima funcao é uma funcao recursiva primitiva, entao também a funcao
f é recursiva primitiva.

Este facto deve-se ao facto de que a fungao a(x) pode ser definida recorrendo simples-
mente ao operador u limitado, mais precisamente:

a(w) = py < z[r(q(F3(x), 30D, 3) = 0];

e O conjunto da fungGes recursivas parciais é quanto muito igual ao menor sub-conjunto
A de F,, que contém as fungoes recursivas primitivas e que seja fechado pela composicao
e o operador i, ou dito de outra forma, caso se tenha ja todas as funcoes recursivas
primitivas as defini¢bes por recursao ja nao sao necessarias. Seja M a maquina de
Turing que calcula a funcao parcial f € F,, a funcao parcial 7' que foi definida acima
claramente pertence a A (a funcao Sit é recursiva primitiva) assim como f dado que
esta é definida através de 1" e de fungoes recursivas primitivas.
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e Seja B o sub-conjunto de F, que contém as fungoes recursivas primitivas e é fechado para
a composigao e o operador p total (isto é, o operador p somente para fungdes totais).
Este conjunto é exactamente o conjunto das funcoes recursivas totais; seja f uma fungao
recursiva total calculada pela maquina M, a fungao T correspondente pertence a B e
de igual modo f.

Nota 2 Seja dada uma codificagdo das fungoes recursivas parciais (por exemplo como indices
de maquinas de Turing). Entao existe um predicado recursivo pm’mz’tz’vcﬁ T (o predicado de
Kleene) e uma fungao recursiva primitiva U, tal que

T(eaf’ y) - U(y) = f(f)’

se e € o codigo da funcao f. Em T, y codifica o tempo da computagdo e o resultado (parcial,
se a computagdo ainda nao terminou; final, se a computac¢do ja terminou).

De facto, este predicado T € mais poderoso do que as func¢des consideradas na demons-
tragao do teorema [316 porque € um predicado para todos as fungdes recursivas parciais (que
sao dadas pelo argumento e): T ¢ universal para as fungées recursivas parciais. No sequinte
pardgrafo introduzimos um a funcdo universal paras mdquinas de Turing.

3.1.4 Maquina de Turing Universal

Até agora falou-se sempre de uma maquina de Turing especifica para cada uma das funcoes
que se pretende calcular. Vai-se explorar agora a possibilidade de definir uma maquina tnica
para toda e qualquer funcao T-computavel.

Pretende-se entao definir uma maquina que inclua, além dos valores dos parametros de en-
trada as instrucoes que ela tem de seguir. Para o fazer é essencial estabelecer uma codificacao
de uma maquina de Turing genérica.

Uma maquina de Turing é determinada por

e o numero de bandas;
e O conjunto finito de estados F;

e M representa a tabela de transi¢oes M : S™ x E — S™ x E x {—1,0,1}.

Vai-se assumir que o conjunto dos estados E é da forma {0,1,2,...,m}, com ¢; = 0 e
€ = 1.

Para codificar a maquina de Turing é necessario entao codificar M.

Para toda a sequéncia o = (s1, S2,. .., S, €) vai-se definir:

r1 = ao(l(s1,82,...,8n),€);
ro = a3(T(ty,t, ... tn), €, e+ 1)
aonde (t1,ta,...,t,), €, e+ 1) = M(0);
n(o) = [x(r)]"™.
3Mais tarde, vamos estudar predicados em mais detalhe. Mas j& podemos dizer que um predicado pode

ser identificado com uma func¢ao caracteristica desse predicado. Entdo chamamos um predicado recursivo
primitivo se a sua fungdo caracteristica é recursiva primitiva.
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Relembrar que 7 (i) é a funcao que nos dé o i-ésimo+1 nimero primo.
O cédigo da tabela M é dado pelo inteiro u:

u= ] n)

peEST X E
E facil recuperar M a partir da sua codificagdo. Se se quer saber (t1,ts,...,tn, €, €) =
M(s1,82,...,8n,€), comega-se por calcular ¢ = I'(s1,82,...,8,) e r = as(c,e), depois usa-se

a fungao § previamente definida (B.11)):

S(r,u) = as(c, e, e +1) aonde ¢ = I'(t1,t2,...,t,)

e a descodificacao pode entao ser calculada sem dificuldade.
Definicao 3.17 (Indice de M) O indice da mdquina M € um inteiro as(n,m,u) com:

e n - 0 numero de bandas de M;
e m+ 1 - 0 numero de estados de M;

e u - € o cidigo da tabela de transicoes de M.
Define-se também o conjunto:

I, = {x |  é o indice de M com pelo menos p + 1 bandas}

Agora vamos definir para qualquer n um conjunto de indices de maquinas de Turing que
tem (pelo menos) n argumentos:

I, é um conjunto recursivo primitivo, isto é, a sua funcao caracteristica é recursiva primi-
tiva.

Funcgao Recursiva Parcial Universal (para Maquinas de Turing)

Definicao 3.18 Pretende-se definir a funcdo que caracteriza a situacao da mdquina de indice

. I'(S(t)) i€l
STP(i,t, x1,. .. = ' L
(27 s L1, 7'%'1)) { 07 i ¢ Ip
Relembrando que T'(S(t)) é o cédigo no instante ¢ da situagao de uma maquina com indice
¢ que comeca a operar no instante ¢ = 0 contendo nesse instante x1,2,...,x, nas bandas
1,2,...,p, respectivamente, sendo que todas as outras bandas estao vazias.
Teorema 3.19 Para todo o inteiro p a func¢do STF (i, t,x1,. .. ,Tp) € primitiva recursiva.

Para a demonstragao ver [CLOT].
Pretende-se de seguida demonstrar que a situagdo de uma maquina de Turing no instante
t é uma funcao recursiva primitiva ST?(i,t,x1,...,z,) do seu indice, a situagao inicial e t.
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Definicao 3.20 Para todo o p > 0 define-se:

1, i ¢ Ip§
" (i ) 1, i € I, e a mdquina de Turing com indice i nao pdra;
2, L1y...,T = . ;. . T . .
N n, i € I, a mdquina de Turing com indice i pdra

en € o numero representado na banda p + 1.

Teorema 3.21 (Enumeracao) Para todo o natural p, ®P é uma fun¢ao recursiva parcial
e se f € uma funcao recursiva parcial de p varidveis entdo existe um i tal que para todos os
x1,%2,...,%, se tem f(x1,22,...,2p) = P"(i,z1,22,...,2p).

Dem.: Vamos introduzir uma funcao recursiva parcial TP e predicados recursivos primitivos
BP e CP.

TP(i,21,...,2p) € 0 tempo de computacao da méaquina de indice i e com argumentos
Z1,...,%p se i € Ip, é indefinido se a computacao nao para.

Tp(i,xla cee ,xp) = Mt[ﬁ?{(STp(i’t’xl’ T ’xp)) = 1]’

Note-se que se i ¢ I, entdao TP(i,x1,...,zp) é indefinido. Para todo o natural p faz-se:

B = {(i,t,z1,...,2p) | STP(i,t,x1,...,2p) =}
BP(i) = {(t,x1,...,zp) | (4,8, 21,...,2p) € BP}
Estes conjuntos sao recursivos primitivos e (4,t, 1, ..., x,) € B significa que esta maquina,
com indice 7 e argumentos w1, ..., T, nas bandas 1,...,p e todas as outras bandas vazias com-

pleta o seu funcionamento no tempo .
Continuando com a definicao dos elementos necessarios a demonstracao, temos:

C? ={(i,y,t,x1,...,xp) | P € Ip, (i,t,21,...,2p) € BP}

sendo que y é o nimero representado no banda p—+1 com a maquina nas condigoes ja referidas
acima.

CP(Z) = {(y7tax17--' 7'%'17) | (i7y7t7x17--'7xp) € Cp}

De novo é facil de mostrar que estes conjuntos sao recursivos primitivos.
Estamos agora em condicoes de definir a fungao parcial P:

P, a1, ..., xp) = pyl(i,y, TP (i, 21, ..., zp), 21, ..., xp) € CP].

A fungao P é recursiva. ]

Dado que a fungao ¢ é recursiva é entao computavel por uma dada maquina de Turing e
temos entao que essa maquina pode calcular todas as fungoes recursivas parciais de p varidveis.

Para todo o natural i seja ¢(z1,...,2p) = ¢P(i,21,...,2p), podemos entdo definir o
conjunto {¢¥ | i € IN} o conjunto de todas as fungoes recursivas parciais de p argumentos.

Definigao 3.22 Seja f € F; uma funcao recursiva parcial. Diz-se que i € IN é um indice de

fsef=¢.
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Definicao 3.23 (igualdade parcial) t >~ s se sempre que t estd bem definido ou s estd bem
definido, entdo t = s.

Lema 3.24 No caso em que t ndo estd bem definido e t ~ s, entdo s nao estd também bem
definido.

Outra forma de escrever o teorema da Enumeracao, é a seguinte: defina-se, {i}(z1,...,2,) =
®"(i,21,...,x,). Para cada fungao recursiva parcial f existe um natural 7, tal que qualquer
que sejam os Ti,...,Tp se tem f(x1,...,2p) = {i}(x1,...,2p).

3.2 Conjuntos Recursivos Enumeraveis

Definicao 3.25 (Conjuntos Recursivos & Recursivos Enumeraveis) Seja A um sub-
conjunto de N" (A < IN").

A € recursivo se a sua fungao caracteristica x o € recursiva (total).

A € recursivo enumeravel se A € o dominio de uma funcdo recursiva parcial.

A segunda defini¢ao pode ser motivada na forma que existe um teste (uma fungao recursiva
parcial) que responde em tempo finito positivamente se x € A; no caso negativo (x ¢ A) este
teste pode nao terminar.

O dominio de uma funcio parcial com indice z, i.e. ¢k, vai-se designar por WZ. O conjunto
{WZ% | 2 € N} é o conjunto de todos os sub-conjuntos de IN? que sao recursivos enumeraveis.
Se A = WP¥ diz-se que x é o indice de A.

Lema 3.26 Todo o conjunto recursivo € recursivo enumerdvel.
Dem.: Seja f(x) = py[y + 1 = x]. A funcao f é recursiva parcial, f é indefinida para x = 0
e definida para todos os outros casos.

Entao a funcao f o x4 é uma funcéo recursiva parcial cujo dominio é o conjunto A.

O

Lema 3.27 Para cada p, o conjunto dos sub-conjuntos recursivos de INP € fechado para as
operagoes Booleanas (N, u,\).

Definicao 3.28 Temos que:
XAnB = XA " XB
XauB = sg(xa + XB)

com sg a funcdo recursiva primitiva definida do sequinte modo:

0, z=0
sg(x) = 1 x#0

xXne\a = 1= xa

com = a fung¢ao recursiva primitiva definida do sequinte modo:
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. _ ) r—uy, r =y
wn={ e

Lema 3.29 A unido e a interseccio de dois conjuntos recursivos enumerdveis € recursivo
enumerdvel.

Dem.: Sejam A; e Ay sub-conjuntos recursivos enumerdveis de IN?, dominios das fungoes
parciais fi e fo respectivamente, sendo que estas funcoes sao calculadas por méquinas de
Turing com indices i1 e io respectivamente.

E evidente que A1 N Ay é o dominio de f; + fo. Por outro lado A1 U Ay é o dominio da
fungao parcial

pt[(t, z1,z2,. .., xp) € BP(i1) U BP(ig)]

que é recursiva dado que BP(i) é recursiva primitiva. ]

Teorema 3.30 Seja A € INP. A € recursivo se e sé se A e NP\A sdo ambos recursivos
enumerdveis.

Dem.: Num dos sentidos é quase que imediato.
A é recursivo entao também IN"\A (ver lema B.27]), entdo pelo lema [B.26] sdio ambos
recursivos enumeraveis.
Vejamos agora no sentido oposto.
Seja i o indice da maquina que calcula a funcao parcial cujo dominio é A, seja, i’ o indice
da méquina que calcula a funcao parcial cujo dominio é INP\ A. Entao:
h(z1,...,xp) = pt[(t,z1,...,2p) € BP(i) U BP(i')]
é uma funcao recursiva total e
(x1,...,2p) € Asse(h(z1,...,zp), x1,...,2p) € BP(i)

entao se y é a fungao caracteristica de BP(i), entao a fungao caracteristica de A é:
(t, 14 yTp) ’

X (@1, xp) T, Tp),

o que mostra que A é recursivo.

O

Teorema 3.31 A projeccao de um conjunto recursivo enumerdvel € um conjunto recursivo
enumerduvel.

Dem.: Por projeccao entende-se: se A € INP*! entdo, B = {(z1,...,2,) | existe zg tal que
(xo,x1,...,2,) € A}, é uma projecgao de A.
Seja i o indice da maquina que calcula a fungdo cujo dominio é A, sendo assim temos que:
(o, x1,...,2p) € A sse existe um ¢ tal que (¢,zo,...,x,) € BP(i) e (21,...,2p) € B sse
existe um ¢ e um z¢ tais que (t,xg,x1,...,2,) € BP(7).

Isto mostra que B é o dominio de uma fungao recursiva parcial:
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g(xl’ s ’xp) = :U’Z[(IBQI(Z)HB%(Z)’xla cee ,:Cn) € Bp(z)]
Ll

Teorema 3.32 Todo o sub-conjunto recursivo enumerdvel A < INP é a projeccao de um
conjunto recursivo primitivo B < INP*HL,

Dem.: Isto significa que se A € INP é recursivo enumeravel entao existe um sub-conjunto
recursivo primitivo B € INP*1 tal que:

(x1,...,2p) € A

sse
existe um g tal que (zg,21,...,2p) € B

E suficiente tomar para B o conjunto BP(i) aonde i é o indice da maquina que calcula a
funcao cujo dominio é A.

O

Corolario 3.33 O grafo de uma fun¢ao recursiva parcial € um conjunto recursivo enu-
merdvel.

Dem.: Por grafo de uma funcao f € F; entende-se o conjunto formado pelos pares (z, f(x)).
Seja f € Fy.

Temos que demonstrar que

G = {(xl,...,xp,y) | Y= f(xlv"'vxp)}

é recursivo enumeravel.

Seja i o indice da maquina que calcula f, vé-se entdo que (z1,...,2p,y) € G se e s6 se
existe um ¢ tal que (y,t,z1,...,2,) € CP(i); isto mostra que G é a projeccao de um conjunto
primitivo recursivo, e como tal é recursivo enumeravel ([3.31).

O

O resultado reciproco é também verdadeiro. Se G, o grafo da funcao parcial f, é recur-
sivo enumeravel entao f é recursiva parcial: existe um conjunto recursivo primitivo tal que
(x1,22,...,2p,y) € G se e s6 se existe um ¢ tal que (x1,z2,...,2p,y,t) € A, temos entao que:

fler, @, ap) = By (ut[(wr, 2o, 2, B3(1), B3 (1)) € A])

O contra-dominio de f é ele préprio a projeccao do grafo de f; em consequéncia disso
tem-se,

Corolario 3.34 O contradominio de uma fungao recursiva parcial € um conjunto recursivo
enumerdvel.

O reciproco é também verdadeiro; de facto temos o seguinte resultado mais forte.
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Corolario 3.35 Cada conjunto recursivo enumerdvel e nao vazio de IN € o contradominio de
uma fungao recursiva primitiva em JF.

Dem.: Seja A # ¢ um sub-conjunto recursivo enumeravel; escolha-se n € A e seja i o indice
de A.

Tem-se entdo que: = € A sse existe t € IN tal que (¢, z) € BL(i).

E facil de verificar que A é o contradominio da fungéo recursiva primitiva g definida por:

(B, se (BY2).B() € BY()
9(2)‘{ 0 se (BL(=). 52()) ¢ BL(3)

O

O resultado seguinte generaliza o principio da definigdo por casos para o contexto das
fungoes recursivas parciais.

Teorema 3.36 Sejam g(x1,...,xp) € ¢'(x1,...,xp) duas funcgoes recursivas parciais e seja
A um conjunto recursivo. Entao a funcao f definida por:

flay, ... ) = 9/(331,...,:cp), S€ T1,...,Tp e//.l’
g (z1,... ,mp), no caso contrdario

€ recursiva parcial.

Nota 3 Se (z1,...,x,) € A entdo f(x1,...,x,) estd definida se e somente se g(z1,...,xp)
estd definida e nesse caso sdao iguais. O mesmo comentdrio aplica-se para o caso ¢'.

Isto é, a igualdade f =g-xa+ ¢ - XA 80 € verdadeira quando g e g estao ambas bem
definidas.

Dem.: Sejam i e i’ os indices de de g e de g’. Considere-se o seguinte conjunto C' < INP*2,

C = {(y,t,xl,...xp)|((y,t,x1,...,xp)eCP(z') e (z1,...xp) € A)
ou ((y,t,x1,...,2,) e CF(i') e (z1,...2p) ¢ A)}

o conjunto C' assim definido, é recursivo.

O significado de (y,t,x1,...,2p) € C é que, ou (z1,...,2,) € A e a maquina de indice 4
finaliza a computacao no instante ¢ com valor y, ou entdo (z1,...,x,) ¢ A e a maquina com
indice 7’ finaliza a computacao no instante ¢ com valore y.

Temos entao que f(z1,...,x,) é igual ao menor y tal que existe um ¢ para os quais
(y,t,x1,...,zp) € C. Isto implica que:

f(xla o 71.]7) = 5%(:”’2[(/821(2)75%(2)71.17 .- 71.]7) € C])

o que mostra que f é uma funcao recursiva parcial. ]
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3.2.1 O Problema da Paragem

Com o problema de paragem pretende-se responder a questdo: dado um indice de uma
méquina de Turing (i.e. o seu conjunto de instrugoes) e a sua configuragao inicial, é possivel
saber se esta termina em tempo finito, ou nao termina sequer?

Se fosse possivel, para todos os casos, responder a esta questao afirmativamente dir-se-ia
que o problema de paragem era decidivel. Infelizmente vamos verificar ja de seguida que o
mesmo ¢é indecidivel, isto é, nao é possivel dizer se a maquina péara, ou nao.

Antes de poder estabelecer este resultado é necessario verificar outros resultados prelimi-
nares.

Existem conjuntos recursivos enumeraveis que nao sao recursivos? Ou doutro modo,
existem conjuntos recursivos enumeraveis cujo complemento nao seja um conjunto recursivo
enumeravel?

A resposta é positiva, considere-se a funcao ¢'(i,z) e fixemos g(z) = ¢'(z, ). Seja entdo
A o dominio de g.

O conjunto A é recursivo enumerdvel, mas o seu complementar nao. Vejamos que assim
é.

ParatodoozelN,x e A=uzx¢€ ngl, o qual é recursivo enumeravel.

Vejamos entao que IN\A nao é recursivo enumeravel.

Suponha-se o contrario: existe um natural n tal que IN\A = W} isto é, tal que para todo
o natural z:

r#A sse zeW)

mas entao tem-se que para x = n verifica-se:
neA sse neW!

o que é um absurdo, logo IN\A nao é recursivo enumerével, logo A é recursivo enumeravel
mas nao é recursivo.

Coroldrio 3.37 O conjunto {(m,z) | ¢'(m,z) estd definido} nao é recursivo.

Dem.: Se o conjunto em questao fosse recursivo entao o conjunto

{(z,2) | ¢'(z,2) estd definido}

seria recursivo. J&a se viu que tal nao é o caso. ]

Podemos entao dizer que para A € IN, A é recursivo se existe um algoritmo que permita
decidir se um dado inteiro pertence a A ou nao.

A é recursivo enumeravel se existe um algoritmo que enumera A. Se se coloca a questao
de saber se um dado natural pertence a A, podemos dizer que se n estd na sequéncia que
enumera A entao n € A, por outro lado enquanto n nao surge na sequéncia, nada se pode
afirmar sobre a pertenca, ou nao, desse natural ao conjunto A.

Definicao 3.38 (Decidivel) Seja B(z1,x2,...,x,) wma propriedade que se aplica aos na-
turais x1,x2,...,xp. O problema «a sequéncia (x1,x2,...,xp) satisfaz B?> € dito decidivel
se o conjunto das sequéncias (x1,2,...,Tp) para os quais B(x1,z2,...,xp) € verdade é um
conjunto Tecursivo.
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Podemos entao afirmar que: o problema de paragem para médquinas de Turing é inde-
cidivel.

O Teorema smn

Sejam f e F} ., com indice i e aj,az,...,a, (fixos). E seja g € F com g(y1,...,Ym) =
flay,...,an,y1,--.,ym). Serd possivel calcular um indice para g?

Teorema 3.39 (Teorema snm) Para todo o par de naturais m,n existe uma fun¢ao recur-
stwa primitiva s)' de n + 1 varidveis tal que para todo 0 i, X1, T2, ..., Tn, Y1, Y2, - ., Ym tem-se:

¢n+m(iaxla e Iy Y1y .- ,ym) = gbm(S:Ln(i,xl,' .- ,xn)7y15 cee 7ym)

Dem.: O valor de s'(i,x1,...,x,) val ser definido por casos de acordo com 0 i € I, 1, Ou
nao.

Primeiro caso: i ¢ I,4y,. Fazse s'(i,x1,...,x,) = ig, para este caso temos que: nem
A"T(G Ty Ty YLy e e s Ym ), Dem O (ST (4,1, o T), YLy - -+ Um) s@0 definidos.

Segur}do caso: i € I, 1. Seja M a maquina cujo indice é ¢ e sejam aq,aq, ..., a, inteiros
fixos. E possivel entao conceber a maquina M’ que tem o mesmo niimero de fitas que M e
que tem o seguinte comportamento:

e comega por escrever a; 1s na fita m + 2, ag 1s na fita m + 3, etc., e finalmente a, 1s
na fitam +n + 1.

e depois o seu comportamento é idéntico ao comportamento de M embora com os papéis
das fitas 1 a n trocados com os papéis das fitas de m +2 a m +n + 1. O resultado final
ficard na fita m +n + 1.

e finalmente apaga os contetidos das bandas m +2,m + 3,...,m + n.

Para esta médquina é claro que.

Em primeiros lugar a descricao de M’ é completamente explicita e efectivamente baseada
na descricao de M e dos ay,as,...,a, dados. Seria possivel encontrar a funcao recursiva
primitiva de n + 1 varidveis, s*(i,x1, Z2,...,2y), cujo valor é o indice da maquina M.

Em segundo lugar, se se colocarem as maquinas M e M’ em funcionamento com as
seguintes configuracoes iniciais:

e para k de 1 até n inclusive, os conteiddos da fita k de M’ é igual ao contetido da fita

n + k de M;
e todas as outras fitas de M’ estao vazias;

e a;, com 1 < k <n érepresentado na fita k de M.

entao, a menos de uma permutacao da ordem das fitas, as duas maquinas operam exactamente
da mesma maneira, nomeadamente uma para se se somente se a outra também para. Apods
terminarem o contetido da fita m + 1 de M’ sera igual ao conteido da fita n +m + 1 de M.
Consequentemente tem-se que para todos 0S L1, X2, .-, Tn, Y1, Y2, - -« s Yms
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QA X1, Ty T, Y1, Y2s s Ym) = BT (S T, Ty ) Y1, Y2 Y)-
(]
Vejamos agora algumas aplicacoes deste teorema.
Exemplo 3.40 Ezxiste uma func¢dao recursiva primitiva pl(i,j) tal que, se f = ¢21 eg = ]1.,

entdo pl(i,j) é um indice para a func¢do parcial f + g.
Dem.: Considere-se a fungao parcial

h(Z,j,.%') = ¢1(Z,$) + (bl(j?x)

que é obviamente recursiva, entao existe um inteiro k tal que esta funcao é igual a (ﬁ%. Entao,
para todo o i,j e x tem-se,

(i 5,w) = ¢°(k,i,j,x) = ¢' (s3(k, 1, 5), ) = ¢ (i,2) + ¢'(j, 2)
basta entdo tomar pl(z,y) = si(k,1i,j). O

Ter-se-ia um resultado semelhante se se considera-se a multiplicacao ou uma outra qual-
quer funcao recursiva parcial.

Exemplo 3.41 Sejamn e p inteiros. Eziste uma fungdo recursiva primitiva comp(iy,ig, ..., J)
tal que, se para 1 < k < n f € Fy € a fungdo parcial cujo indice € iy, e se g € F €
a fungao parcial cujo indice € j, entao comp(iy,is,...,J) € o indice para a fun¢ao parcial

h = g(f1, f2,--, fn)-

Dem.: A demonstracao é idéntica ao exemplo anterior. Considere-se a fungao parcial

Ui, 02, .. in, Jy @1, @2, ..., Tp) =
¢n(ja¢p(i1,x1,x2,' .. ,$p),¢p(i2,$1,$2, e ,xp)a oo a&(inaxlax2a oo ?‘Tp))

, . - . . . ~ o, 1
é recursiva, entao existe um inteiro k£ tal que esta funcao parcial é igual a ¢Z+p A

Temos entao

n+p+1 . . . . _ D . . . .
s =
gbk; (k 11,227"'aln?]axlnya"'axp) ¢p(8n+1(k:7215127 ,Zn,]),xl,ﬂTg, ,xp)a

. e podemos definir a funcao comp da seguinte forma.

Comp(ihiQa s 7in7j) = 8£+1(k7i17127 s 7in7j)

O

O teorema que vamos enunciar e demonstrar de seguida, o teorema de Rice, é ainda uma
outra aplicagao do teorema smn.



34 2011/11/28 CAPITULO 3. MAQUINAS E MODELOS

Teorema 3.42 (Teorema de Rice) Seja x um conjunto de fungdes recursivas parciais de
uma varidvel que se wvai assumir nao vazio e mao igual ao conjunto de todas as funcoes
recursivas parciais. Entio o conjunto A = {x | ¢L. € x} ndo € recursivo.

Dem.: E equivalente mostrar que A, ou o seu complementar, ¢ nao recursivo: sendo assim
intercambiando esses dois conjuntos, se necessario, e trocando y pelo seu complementar em
relacdo ao conjunto de todas as fungbes recursivas parciais de uma s6 variavel, podemos
assumir que a funcao parcial ¢y cujo dominio é vazio é um elemento de x.

Fixe-se um inteiro b que nao pertence a A, e defina-se a seguinte funcao recursiva parcial
Y e F3:

w(xayaz) = (bl(ba Z) + ¢1($,y) - (bl(xay)

Faga-se também

wm,y(z) = T/J(CC, Y, Z)'

If ¢'(x, ) ndo estd definido, a funcdo parcial gy nunca estd definida (e como tal é igual a
¢o, e consequentemente estd em x; caso contrario, 1, , ¢ igual a (ﬁé, sendo assim nao esta em
X. Em consequéncia podemos afirmar que v, , pertence a x se e s se ®'(x,y) é indefinida.
Aplicando o teorema smn, existe um inteiro k tal que:

U(x,y,2) = ¢ (k,2,y,2) = o' (sh(k, 2, 9), 2).

A fungdo h(z,y) = s(k,x,y) é recursiva primitiva e h(z,y) é um indice de 9.

Considerando o conjunto W = {(z,y) | #' (x,y)é indefinido} ndo é recursivo (ver lema 3.37))
e constatando que (z,y) € W se e s6 se h(z,y) € A temos que A nao é recursivo, porque se o
fosse, entao também W o era. H

Fis alguns resultados que resultam directamente do teorema de Rice.

e Se [ € F; ¢ uma fungao recursiva parcial, o conjunto dos indices de f nao é recursivo.
Basta fazer x = {f} no teorema de Rice. Em particular nao é finito.

Intuitivamente, se uma funcao parcial é computavel, entdao existem infinitas maquinas
que a calculam. Além disso podemos ainda afirmar que nao é possivel ter uma descrigao
efectiva para o conjunto de todas as maquinas que calculam f.

e O problema de decidir quando é que duas méaquinas diferentes calculam a mesma funcao
parcial é indecidivel. Para todo o inteiro p o conjunto

X ={(,7) | ¢ = ¢%}
nao é recursivo.

Se o conjunto X fosse recursivo, entao o conjunto
{i | (1,0)e X} ={i| ¢} = ¢}

também seria recursivo, o que se provou acima que nao é o caso.
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e O conjunto {n | ¢¥é total} nao é recursivo.

Basta tomar para x o conjunto de todas as fungoes recursivas totais. De acordo com o
primeiro destes resultados, se uma funcao parcial tem um indice 4, tem um outro indice
que é maior do que . O teorema que se segue estabelece isso mesmo.

Teorema 3.43 Para todo o inteiro p existe uma funcdo recursiva primitiva o de duas varidveis
tal que:

e para todo 0 i en, ¢ = qﬁi(i n)
e para todo o i, a funcao f(n) = a(i,n) € estritamente crescente.

A demonstragao deste resultado encontra-se em [CLO1].

3.2.2 Os Teoremas do Ponto Fixo

Os resultados que se vao apresentar de seguida sao devidos a S. Kleene e sao também desig-
nados por teoremas da recursao.

Teorema 3.44 (Teorema do Ponto Fixo (1* versao)) Sejap um natural nao nulo e seja
« uma fungdo de uma varidvel, recursiva e total. Entao existe um inteiro i tal que:

p_ D
$i = Bagiy:
Dem.: Considere-se a fungao parcial

f(yw%'la cee 71.]7) = #(a(sq(yay))axh cee 7'%'10)

esta funcao é recursiva, entao tem um indice a e tem-se que, para todoo z1...,z, ey

o a,y, w1, 1) P (a(s) (y,y)), x1,. .. 2p)
P (si(a,y), 1, ..., xp)

fazendo y = a nas igualdades acima e fixando i = s{(a, a) obtém-se
P o_ P
D = D)

como pretendiamos. ]

Teorema 3.45 (Teorema do Ponto Fixo (22 versao)) Para todo o natural nao nulo p,
existe uma funcao de uma varidvel recursiva e primitiva hy, tal que para todo o j, se o = gb;
€ uma fungao total, entdo

p __ P
Phy(i) = Pahy(5)):

Dem.: Suponha-se que o = qﬁi’ . Comega-se por calcular um indice a da seguinte fungao
parcial:

f,z1,. 1) = S (a(sh(y, y), 71, ..., 2p)
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Seja b um indice da seguinte funcao parcial

g(j7y7x17' .- 71']2) = ¢p(¢1(]’ Slf(yay))axlr .- 7'%'10)

entao tem-se que para todo o x1,...,T,

gbp(a(szl)(yay))axla---axp) = ¢p(¢1(j,8€(yay)?xl,""xp)
= ¢p+2(b,j,y,$1,...,£ﬂp)
= ¢p+1(811)+1(b7j)7y7x17'-'71.]2)

basta entao fixar a = slljﬂ(b,j) e i = si(a,a) e obtém-se o resultado pretendido. ]

Teorema 3.46 (Teorema do Ponto Fixo (3% versao)) Seja a uma fungdo recursiva to-
tal de p + 1 varidveis e seja n e p inteiros com n > 0. Entdo existe uma funcdo recursiva
primitiva h de p varidveis tal que para todo o x1,...,x, tem-se

n — AN
¢h(1“17"'7$17) - qsa(wl7"'7$P7h($17"'7$17)) ’

Dem.: Seja a um indice da funcao parcial

f(zaxl,' s Tpy Y1y - ’yn) = gbn(a(xl,' .. ’xp,sg-i—l(z’ ZyXLyen- ’xp))’yl,' .. ayn)
para todo os x1,...,Tp, Y1, ., Yn, 2 tem-se
(bn(a(xla"'71.]278;-4—1(27271.17'-'7xp))7y17'-'7yn) = ¢n+p+1(aazax17"'7xp7y17"-7yn)
= ¢"(sp11(a, 2,21, -, Tp), Y1, - -+ 5 Yn)

fixando z = a obtém-se

¢"(a(x1,...,xp,sgﬂ(z,z,xl, s Tp)) YLy Yn) = (b"(sgﬂ(a,a,xl,...,xp),yl,...,yn)

basta entdo fazer h(z1,...,xp) = sp,(a,a,21,...,7p) parase obter o resultado pretendido. []

Exemplo de aplicagao destes resultados Seja f(z,y) uma fungao parcial de duas varidveis
que é definida por recursao em y.

f(x,0) = g(y)
fle,y+1) = Way, fz,y))
aonde g e h sdo fungoes recursivas parciais. Entao é possivel calcular (de uma forma recursiva

primitiva) um indice para f a partir de indices para g e h.
Dem.: Considere-se a aplicacao de F5 para F5 que aplica ¢ a funcao parcial 1* definida do

seguinte modo
¢*($ y) _ { g(:l?), y=20
’ h(m,y—l,zp(m,y—l)), y;éo
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f € o unico ponto fixo desta atribuicao, é a unica fungao parcial que verifica f = f*. Além
disso se ¥ é uma funcdo recursiva entdo ¥* também é uma funcao recursiva, pode-se entao
calcular o indice para ™ a partir dos indices iy,i2 € i3 de g, h e ¥ respectivamente, o que é
possivel pelo teorema smn.

Considere-se a fungao recursiva parcial k(iy, 2,43, x,y) definida do seguinte modo

¢1(i1,$), y=0

k(217127237x7y) = { ¢3(22,1’,y_17¢2(Z37x7y_1))7 y7£0

A funcao parcial ¢* é igual a fungao I(x,y) = k(i1,42,i3,z,y). Se a é um indice para k
tem-se
k(ilai2yi3axay) = ¢5(a,i1,i2,i3,x,y) = ¢2(8§(a,i1,i2,i3),x,y)

Fixando (i, i2,i3) = s3(a,i1,i2,i3) tem-se que o é uma fungdo recursiva primitiva que
calcula o indice de ¥*

2\ * 2
(¢i3) = ¢a(i17i27i3)
Por aplicacao da terceira versao do teorema do ponto fixo temos que existe uma funcao
recursiva primitiva j € Fy tal que para todo o z e ¢

2 _ 42
Pa(atiz0) = Do)
0 que mostra que
e * 42
((bj(ihiz)) = Djtir.in)

o que, pela unicidade acima referida, permite dizer que ¢?(i1,i2) = f. ]
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Capitulo 4

Teoria da Complexidade

Nesta seccao destes apontamentos o texto segue de perto o livro Introduction to the Theory

of Computation de Michael Sipser [Sip97].

4.1 Medindo a Complexidade

Tradicionalmente as medidas de complexidade de algoritmos relacionam-se com o tempo e o
espaco. Mede-se o tempo de CPU e/ou o espago de meméria RAM que um dado programa
consome aquando da resolucao de um dado problema.

Para o estudo tedrico ir-se-a estudar linguagens, palavras, nomeadamente o seu compri-
mento, e maquinas de Turing capazes de processar as linguagens, decidindo se uma dada
palavra pertence ou nao a uma dada linguagem.

Exemplo 4.1 Considere-se a linguagem A = {0F1¥ | k > 0}. Qual € o tempo que uma dada
mdquina de Turing precisa para decidir se wma palavra de comprimento n pertence, ou nao,
a linguagem A?

Seja My a seguinte mdquina de Turing com uma $0 fita.

Para uma dada entrada w e A:

1. lé toda a fita e rejeita se encontra um 0 & direita de um 1;
2. repete enquanto existem simultaneamente Os e 1s:
(a) «corta> todos os 0 que tenham (imediatamente) a sua esquerda um 1;

3. se ainda existem Os apds todos os 1s terem sido «cortados>, ou se ainda existem 1s apds
todos os 0s terem sido «cortados» rejeita. Caso contrario aceita.

Para podermos estudar a complexidade temporal deste algoritmo é necessario contar o
ntmero de passos que a cabe¢a da maquina necessita para decidir sobre uma sequéncia de
comprimento n. Isto é a unidade de tempo serd um movimento da cabeca da maquina de
Turing

Pretende-se:

Analise do Pior Caso pretende-se saber qual é o tempo gasto para o pior caso, isto é, dada
um comprimento n qual é o tempo maximo que a maquina necessita para decidir se a
palavra pertence ou nao a linguagem.

39
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Analise do Caso Médio pretende-se saber qual é o tempo médio gasto para uma dada
palavra de comprimento n.

Definigao 4.2 (Complexidade Temporal) Seja M uma maquina de Turing deterministica
que pdra para todos os valores de entrada. O tempo de execugao ou complexidade temporal
de M ¢é uma funcio f : IN — IN, aonde f(n) é o nimero mdzimo de passos que M utiliza,
para uma qualquer entrada de comprimento n. Se f(n) € o tempo de execug¢ao de M, diz-se
que M executa em tempo f(n), e que M é uma mdquina de tempo f(n).

4.1.1 Notagao O-maitsculo e o-mintsculo

Dado que se pretende obter uma estimativa (mais do que valor exacto) do tempo é conveniente
usar uma analise assimptotica, isto €, pretende-se obter um valor que se ira aproximar do valor
exacto & medida que o comprimento da sequéncia de entrada cresce.

e Pretende-se compreender o comportamento do algoritmo quando confrontado com en-
tradas «grandes».

e Da expressao da complexidade temporal vai-se considerar somente os termos de ordem
superior, desprezando todos os outros.

Exemplo, para um dada méaquina de Turing M, obteve-se a seguinte expressao para a
complexidades temporal: f(n) = 6n3+2n2+20n+45, temos entdo que o valor que pretendemos
é f(n) = 6n3, desprezando todos os termos de ordem inferior. Mais correctamente, vai-se
considerar f(n) = n® dado que para valores de n suficientemente grandes também o facto 6
é desprezavel.

Dir-se-ia entdo que a complexidade (temporal) assimptética de M é f(n) = O(n?).

Definigao 4.3 (Notagao O-maitsculo) Sejam f e g duas fungoes f,g : IN — R*. Diz-se
que f(n) = O(g(n)) se existem dois naturais nao nulos ¢ e ng tais que para todo o n = ng
tem-se:

fn) < cg(n).

Quando f(n) = O(g(n)), diz-se que g(n) é um limite superior assimptético para f(n).
Intuitivamente f(n) = O(g(n)) significa que f é menor ou igual a g a menos de um factor
constante.

Exemplo 4.4 Seja fi(n) = 5n® + 2n% + 22n + 6. Entdo seleccionado o seu termo de ordem
superior e desprezando o seu coeficiente, tem-se que f1(n) = O(n?).

Vejamos que assim é. Fagamos ¢ = 6 e ng = 10, € fdcil de verificar que entao, para todo
on =10 tem-se que 5n> + 2n? + 22n + 6 < 6n3.

Podemos ainda dizer que f(n) = O(n*) para todo o k = 4. Para todos esses casos ter-se-ia
n* = n? e como tal as condicées da definicio verificar-se-iam.

Jd ndo se pode dizer o mesmo da fungdo n?, fi nio é O(n?) isto dado que para quaisquer
valores de ¢ e ng que se considerem nunca se estaria nas condi¢coes da defini¢cdo.
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No caso de se considerarem funcgoes logaritmicas a definicdo para a notacao O leva a que
nao seja necessario ter em conta qual é a base do logaritmo. Vejamos que assim é.
No caso das funcoes logaritmos é verdadeira a seguinte igualdade que nos da a conversao

de bases:
logy 1 1

logyn

Dado que @ ¢ um factor constante e dado que na notacao O se ignoram os factores
constantes, podemos dizer algo como f(n) = O(logn) sem que se diga nada sobre a base do
logaritmo.

Por exemplo, dado fa(n) = 3nlogyn + 5nlogslogs n + 2, tem-se que fa(n) = O(nlogn),
isto dado que logn domina loglogn.

Quando o simbolo O ocorre numa exponencial, por exemplo f(n) = 20(n) jgs0 representa
um limite superior para 2" para um dado c.

No caso de termos a expressao f(n) = 20(ogn) jg56 representa um limite superior para n¢
para uma qualquer ¢. Podemos ver que assim é dado que n = 21°82™ implica n¢ = 2¢l0827,

Por fim a expressao f(n) = O(1) representa um valor que nunca é superior a uma qualquer
constante c.

Fala-se de limites polinomiais quando se tem uma expressao do tipo O(n') e de limites
exponenciais no caso de se ter O(2""), para um dado i natural positivo.

H& notacao O-maitsculo junta-se a notagdo o-mintsculo. Se no primeiro caso dizemos
que uma funcdo nao é assimptoticamente maior do que uma outra, no caso da segunda dir-
se-4 que uma funcao é assimptoticamente menor do que uma outra. As diferencas entre as
notagoes O-maiusculo e o-mintsculo sao semelhantes as diferengas entre < e <.

Definigao 4.5 (Notagao o-mintsculo) Sejam f e g duas fungoes f,g : IN — R*. Diz-se
que f(n) = o(g(n)) se
)

EAASSVAN
e g(n)

Ou, de outra forma, f(n) = o(g(n)) significa que para um qualquer nimero real ¢ > 0 existe
um natural ny de tal forma que f(n) < cg(n) para todo o n = nyg.

Exemplo 4.6 E’fa’cz’l de verificar que:
e /n=o(n).
e nlogn = o(n?).
No entanto f(n) nunca € igual a o(f(n)).
Vejamos entao qual é a complexidade temporal da maquina de Turing M7 do exemplo [4.11

1. percorre a fita a verificar se a entrada contém uma sub-sequéncia do tipo 10: maximo
n passos. Posicionar a cabeca de volta ao inicio: maximo n passos. No total temos 2n
no maximo.

2. percorre a fita repetidas vezes eliminando a cada passagem pares do tipo 01: § vezes n

passos. No méaximo %nQ passos.
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3. um s6 percorrer da fita para decidir se aceita ou rejeita. No méximo n passos.
Temos entdo que Mi(n) = 2n + $n? + n = In? + 3n = O(n?)

Definicao 4.7 (Classes de Complexidade Temporal) Seja t : N — IN wma fungao.
Define-se a classe de complexidade temporal TIME(t(n)) como sendo o sequinte conjunto

TIME(t(n)) = {L | L € a linguagem decidida por uma maq. de Turing em tempo O(t(n))}

Relembrando o exemplo BTl para este caso podemos afirmar que A € TIME(n?) dado que
M; decide A em tempo O(n?) e TIME(n?) contém todas as linguagens que podem ser decididas
em tempo O(n?).

No entanto isso nao fecha o problema da classificacdo de A. Podemos colocar a questao.
Existe uma outra maquina de Turing capaz de decidir A em tempo menor do que O(n?)?

Vejamos uma outra maquina de Turing para o problema de decidir A.

Exemplo 4.8 Considere-se a linguagem A = {0¥1% | k > 0}. Seja My a sequinte mdquina
de Turing com uma s6 fita.
Para uma dada entrada w e A:

1. lé toda a fita e rejeita se encontra um 0 a direita de um 1;
2. repete enquanto existem simultaneamente Os e 1s:

(a) percorre a fita verificando se o nimero total de Os e 1s que restam na fita € par ou
impar. Se € impar rejeita;

(b) percorre de novo a fita <apagando> os 0s alternadamente, comegando pelo primeiro
0. Depois «apaga» os 1s alternadamente comecgando pelo primeiro 1.

3. se ainda existem 0Os apos todos os 1s terem sido <apagados», ou se ainda existem 1s
apds todos 0s 0s terem sido <apagados» rejeita. Caso contrdrio aceita.

A exemplo do que ja se fez acima vamos analisar esta maquina passo a passo.

1. no méximo 2n (ver exemplo [L.));

2. a cada passagem do ciclo vao-se «apagar> metade dos Os e 1s, sendo assim temos que
no maximo este passo leva 2n(1 + logy n).

3. no maximo n (ver exemplo [A.1);

Em conlusao Ms(n) = 2n + 2n + 2nlogsn + n = O(nlogn).

Ou seja obteve-se um melhor limite para a complexidade temporal de A, isto é acabou-se
de verificar que A € TIME(n logn).

Vejamos ainda uma outra méaquina de Turing para A.

Exemplo 4.9 Considere-se a linguagem A = {0¥1% | k > 0}. Seja Mz a sequinte mdquina
de Turing com duas fitas.
Para uma dada entrada w € A carregada na fita 1:

1. percorre a fita 1 e rejeita se encontra um 0 o direita de um 1;
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2. percorre a fita 1 até ao primeiro 1, no processo copia os 0s para a fita 2.

3. percorre a fita 1 até ao fim da entrada. Para cada 1 lido na fita 1 <apaga> um 0 na fita
2. Se todos os 0s jd foram <apagados> antes do ultimo 1 rejeita.

4. se ainda existem 0s na fita 2 rejeita. Caso contrdrio aceita.

Todos os passos tém uma complexidade O(n), temos entdao que a complexidade total é
Ms(n) = O(n).

Os exemplos anteriores poém em evidéncia o facto de que diferentes modelos de com-
putacao, por exemplo maquina de Turing de 1 fita versus maquinas de Turing com 2 fitas,
levam a que um mesmo problema possa pertencer a diferentes classes de complexidade.

4.1.2 Relagoes de Complexidade entre Modelos Diferentes

Na teoria da complexidade queremos classificar os problemas de acordo com o tempo ne-
cessario a sua resolucao, no entanto, como vimos acima, o modelo de computacao escolhido
interfere com a medida de tempo. O mesmo problema pode ter medidas de complexidade
diferentes de acordo com diferentes modelos de computacao.

Felizmente, se o sistema de classificacdo que se pretende estabelecer tem uma granula-
ridade nao muito fina vai-se chegar a conclusao que as diferencas entre diferentes modelos
deterministicos nao é significativa.

Vamos de seguida tentar estabelecer de que forma diferentes modelos computacionais
podem alterar a complexidade de um problema. Vamos considerar trés modelos diferentes:
méquinas de Turing com uma sé fita; maquinas de Turing com multiplas fitas e maquinas de
Turing nao deterministicas

Teorema 4.10 Seja t(n) uma fun¢ao com t(n) = n. Entao toda a maquina de Turing multi-
fitas de complexidade temporal O(t(n)) tem uma mdquina de Turing com uma s fita equiva-
lente e com compleridade temporal O(t*(n)).

A demonstragao deste resultado encontra-se em [Sip97]. A demonstragao passa pela con-
tabilizar do «peso» da conversao de uma maquina multi-fitas numa maquina de uma sé fita.
A simulacdo de cada passo de uma maquina multi-fitas numa de uma 86 fita vai consumir no
méximo O(t(n)), temos entao que para uma complexidade da maquina multi-fitas de O(¢(n))
obter-se-4 a complexidade O(t?(n)) para a maquina mono-fita.

Definigao 4.11 Seja N uma mdquina de Turing nao determim’stic. O tempo de execucdo
de N é uma fun¢ao f:IN — IN, aonde f(n) € nimero mdximo de passos de N para todos o0s
ramos da sua computacdo para um qualquer valor de entrada.

Graficamente podemos representar a diferenga entre o tempo de execucao de uma maquina
de Turing deterministica e uma nao deterministica (ver Figura 1], pela diferenga entre uma
estrutura linear e uma outra em forma de arvore.

"Uma méquina de Turing nio determinista «funcionas da mesma forma que uma méquina de Turing
determinista com a unica diferenga que a «funcao» de transicao M nao é uma funcao, mas uma relagdo:
M < (Ex F)x (E x F x{—1,0,1}). Isto significa que para qualquer estado da maquina temos, em geral,
mais do que uma possibilidade de transigdo para o préoximo passo.
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M. T. Deterministica M.T. Nao Deterministica

f(n) /(?\ f(n)

o

Figura 4.1: Deterministico vs Nao Deterministico

Teorema 4.12 Seja t(n) uma funcao, aonde t(n) = n. Entdo toda a mdquina de Tuting
mono-fita nao deterministica com tempo de execu¢do mdzrimo de t(n)) tem uma equivalente
maquina de Turing mono-fita deterministica com tempo de execu¢cdo mdximo de 20(t(n))

4.2 A Classe P

No contexto do estudo da complexidade temporal de algoritmos as diferencas polinomiais no
tempo de execucao nao sao muito importantes, ja diferencas exponenciais sao muito signifi-
cativas. Isto é podemos dizer que todos os problemas com complexidade sao semelhantes, as
diferencas ocorrem entre problemas, um com complexidade polinomial e outro com comple-
xidade exponencial (ver Figura [.2]).

Os algoritmos com uma complexidade exponencial ocorrem muitas das vezes quando se
tenta resolver um problema através de uma procura exaustiva no espaco das solucoes, estas
aproximagoes, muitas das vezes designadas por forca-bruta ocorrem, por exemplo, quando
se pretende factorizar um numero em factores primos, testando todas as solugoes possiveis.
Estas aproximacoes forca-bruta, sendo sempre possiveis, tém de ser vistas como solugoes
de recurso dado que rapidamente a sua aplicacao se torna impraticavel, por exemplo, em
criptografia pretende-se sempre que uma cifra tenha a caracteristica de ser inquebravel, a
menos de uma solucao do tipo forca-bruta. Se isso se verificar basta confirmar que o espaco
das solugoes (chaves) é suficientemente grande para garantir que a aproximacao por for¢a-
bruta é impraticavel (ver Figura [1.2)).

Tendo o que foi dito acima em conta vai-se considerar que todos os modelos deterministicos
razoaveis sao polinomialmente equivalentes. Isto é, pode-se sempre simular um modelo num
outro com, no maximo, uma diferenca polinomial no tempo de execucao. Nao se vai tentar
definir o que se entende por modelos razoaveis, maquinas de Turing, calculo-), etc.

Note-se que o facto de, em termos tedricos, nao se considerarem diferencas polinomiais
entre algoritmos nao quer dizer que essas diferencas, do ponto de vista pratico, nao sejam
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importantes. Para um dado problema a diferenga entre um algoritmo com complexidade O(n)
e um outro com complexidade O(n?) é muito importante. Em muitas dreas de investigacio
tenta-se arduamente melhorar os algoritmos, mesmo que por factores constantes, para desse
modo ir avancando na dimensao dos problemas que se conseguem resolver.
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Figura 4.2: Polinomial vs Exponencial

Do ponto de vista tedricos esta escolha de uma maior granularidade prende-se com a
necessidade de estudar o problema da complexidade temporal de uma forma global, ignorando
portanto as diferencas locais.

Vejamos entao uma primeira definigao muito importante neste nosso estudo.

Definicao 4.13 (P) P ¢ a classe das linguagens que sdo decidiveis em tempo polinomial
numa mdquina de Turing deterministica e mono-fita. Isto é:

P = U TIME(n*)
k

A classe P tem um papel muito importante na teoria da complexidade dado que:

e P ¢ invariante para todos os modelos de computabilidade que sao polinomialmente
equivalentes a uma maquina de Turing deterministica mono-fita;

e P corresponde a classe de problemas realisticamente resoliveis por um computador.

4.2.1 Exemplos de Problemas em P

Vejamos alguns exemplos de problemas em P.
Determinar a existéncia de um caminho entre dois nés distintos de um grafo (ver Fi-

gura [A.3]).

CAMINHO = {(G, s,t) | G é um grafo dirigido que tem um caminho entre s e t}
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N N
AN

Figura 4.3: Caminho entre dois nés

Determinar se dois inteiros sao primos relativos.

PRIMOSRELATIVOS = {(z,y) | e y s@o primos relativos}

CAMINHO ¢ PRIMOSRELATIVOS pertencem a P.

4.3 A classe NP

O algoritmo forca bruta é sempre possivel de aplicar, é no entanto em muitos casos, e do ponto
de vista pratico, nao utilizavel dado conduzir a solugdes com uma complexidade temporal
exponencial.

Por exemplo, para os dois casos anteriores ter-se-ia que o algoritmo for¢a bruta levava
a uma solucao com complexidade temporal m™, com m o numero de nés do grafo, para
CAMINHO e 2", com 2 a base da representacao numérica usada e n o nimero a factorizar em
PRIMOSRELATIVOS.

Nos casos anteriores foi possivel encontrar alternativas com uma complexidade temporal
polinomial. Serd isso sempre possivel?

Vejamos um outro exemplo, a determinacao de um caminho Hamiltoniano num dado grafo
dirigido (ver Figura [£4]), isto é: dado dois nés s e t de um grafo G achar um caminho entre
eles em que nao se passe pelo mesmo né mais do que uma vez.

CamiNHOHAM = {(G, s,t)|G é um grafo dirigido com um caminho Hamiltoniano entre s e ¢}

LN
¢// N
AN
SRR

Figura 4.4: Caminho Hamiltoniano

A exemplo do problema CAMINHO a aproximacao for¢a bruta dd-nos um algoritmo com
complexidade temporal exponencial, ao contrario do problema anterior, nao se conhece ne-
nhuma alternativa polinomial.

No entanto o problema CAMINHOHAM tem uma propriedade, que se vai designar por
verificabilidade polinomial, que se vai revelar importante para perceber a sua complexidade.
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Definicao 4.14 (Verificador Polinomial) Um verificador para uma linguagem A € um al-
goritmo V', aonde
A={w | V aceita (w,c) para uma dada sequéncia de caracteres c}.

Para um verificador o tempo € medido em termos do comprimento do w. Um verificador
polinomial no tempo corre em tempo polinomial no comprimento de w.

Uma linguagem A é polinomialmente verificavel se possui um verificador polinomial. Na
definigao de verificador polinomial o ¢ é dito um certificado (prova) de pertenca a A.

e Para CAMINHOHAM o certificado é um dado caminho Hamiltoniano.

e Para o problema de factorizacao de um inteiro nos seus factores primos, um certificado
é um dos divisores.

Definicao 4.15 (NP) NP € a classe das linguagens que possuem verificadores polinomiais.

A designacao N P advém do facto de se poder caracterizar esta classe através de méquinas
de Turing nao-deterministicas com complexidade temporal polinomial.

Teorema 4.16 Uma linguagem estd em NP sse € decidivel através de uma mdquina de
Turing nao deterministica em tempo polinomial.

Definigao 4.17 (NTIME) Seja t : N — IN uma fungao. Define-se a classe de complezidade
temporal NTIME(t(n)) como sendo o sequinte conjunto:

ministica em tempo O(t(n))

NTIME(t(n)) = {L |

L € a linguagem decidida por uma mdquina de Turing nao deter—}

Corolario 4.18
NP = Jnrive®n?).
k

A classe NP é insensivel a escolha de um modelo computacional nao deterministico
razoavel, dado que todos esses modelos serao polinomialmente equivalentes.

4.3.1 Exemplos de Problemas em NP

Um «clique» num dado grafo nao dirigido é um sub-grafo completo, isto é um sub-grafo para o
qual todos os pares de nés estao ligados por um arco. Um «clique-k» é um clique que contém
k noés.

O problema CLIQUE é o problema de determinar se um dado grafo contém, ou nao, um
clique da dimensao especificada.

CLIQUE = {(G,k) | G é um grafo nao dirigido com um clique-k}.

Teorema 4.19 CLIQUE estd em NP.
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Figura 4.5: Um Grafo com um clique-5

Um outro exemplo é dado pelo problema da soma dos subconjuntos SOMASUBCONJ. Este
problema pode ser caracterizado do seguinte modo: tem-se uma dada colec¢ao de ntimeros
inteiros A = {z1,...,z;} e um dado nimero inteiro ¢, designado por objectivo. Pretende-se
determinar se a coleccao acima dada contém uma sub-coleccao cuja soma dos seus elementos
dé o objectivo.

SOMASUBCONJ = {(S,t) | S = {x1,..., 2k} e para algum
{y1,...,u} S {x1,..., 21}, tem-se Dy; = t}

Note-se que na definicdo dada acima estao-se a considerar sacos, isto é o conjuntos que
admitem elementos repetidos, e nao conjuntos.

Por exemplo ({4,11, 16,21, 27},25) € SOMASUBCONJ dado que se tem 4 + 21 = 25.

Teorema 4.20 SOMASUBCONJ estd em NP.

4.3.2 P versus NP

Como se disse acima N P € a classe das linguagens que sao resoliveis em tempo polinomial por

uma maquina de Turing nao-deterministica, ou de forma equivalente, é a classe das linguagens

para as quais a pertenca a linguagem pode ser verificada em tempo polinomial. Por outro

lado P ¢ a classe das linguagens aonde a pertenca pode ser testada em tempo polinomial.
De forma informal, podemos resumir esta informacao dizendo que:

P = a classe das linguagens cuja pertenca pode ser decidida de forma expedita

NP

a classe das linguagens cuja pertenca pode ser verificada de forma expedita

Os problemas CAMINHOHAM e CLIQUE sao membros de N P mas nao se sabe se estao em
P. A questao de saber se existe alguma linguagem em N P mas nao em P é uma das grandes
questoes ainda em aberto na teoria da computacao.

A questao de saber se NP & P ou NP = P resiste ainda a todas as tentativas de
demonstragao.

Acredita-se que NP & P e é confiando nesse crenca que os sistemas criptograficos de
chave publica actuais se baseiam. Problemas cuja resolucao é tida como muito dificil, e cuja
verificagao através de um certificado é facil.



4.4. COMPLETUDE NP 49

4.4 Completude NP

Um importante desenvolvimento na questao da relagao entra as classes de complexidade
temporal P e NP foi feito nos inicios da década de 70 por Stephen Cook e Leonid Le-
vin [CooT71l, [Tra84]. De forma independentes eles descobriram que existem problemas cuja
complexidade esté relacionada com a complexidade de toda uma classe de complexidade. Caso
exista um algoritmo com complexidade temporal polinomial para um desses problemas, entao
todos os problemas na classe NP seriam resoliveis em tempo polinomial. Estes problemas
sao designados por problemas N P-completos.

Este tipo de problemas é importante tanto do ponto de vista tedrico como do ponto de
vista pratico. Do ponto de vista tedrico a sua importancia advém do facto de permitir a
investigacao da relacao entre as classes P e NP a este tipo concreto de problemas. Do ponto
de vista pratico as implicacoes que a descoberta de uma solucao polinomial para um problema
N P-completo, seriam enormes. Todos os problemas agora tidos como intractaveis passariam
a ter uma solucao polinomial, a questao da encontrar passaria a estar na ordem do dia.

Vejamos um primeiro problema nesta classe, o problema SAT, de satisfiability problem
(problema da satisfacao). O problema SAT pode ser caracterizado como o problema de saber
se uma dada férmula légica é verdadeira para um dado conjunto de valores das suas variaveis
légicas. Uma férmula légica conterd somente varidveis légicas (capazes de tomar o valor de
Verdade ou Falso) ligadas pelos operadores légicos de negagao, conjungao e disjuncao.

E sempre possivel encontrar esse valor, por exemplo para a férmula ¢ = (—=xAy) v (zA—2),
basta atribuir todos os valores possiveis ( Verdade, Falso) as suas varidveis e verificar o valor
obtido. No caso do exemplo anterior os valores © = Falso, y = Verdade, z = Falso, satisfaz
a formula ¢ dando-lhe o valor 16gico de Verdade. Temos entao:

SAT = {¢ | ¢ é satisfeita para uma dada atribuicao de valores as suas varidveis 16gicas}

Podemos agora formular o teorema que relaciona o problema SAT com a classe de com-
plexidade SAT.

Teorema 4.21 (Teorema Cook-Levin) SAT € P sse P = NP.
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