Capitulo 3

Conceitos Basicos em Set

3.1 Introducao

A programacao funcional assenta em conceitos da Teoria dos Conjuntos, conceitos esses que sao
melhor estudados no ambito da categoria Set [9, 12], a categoria cujos objectos sdo os conjuntos
e cujas setas (morfismos) sdo as fungdes entre conjuntos (ver apéndice A).

Um ponto fundamental a destacar é o facto de em Set ndo ser possivel distinguir conjuntos
isomorficos, isto é, dois conjuntos A e B para os quais existam funcdes

f:A— B
g:B— A
tais que
fog=idg e gof=ids

ndo sao distinguiveis, sendo considerados equivalentes para todos os propdsitos da teoria.
Deste modo quando se constréi um conjunto o resultado representa mais do que um conjunto
particular: representa também a classe de todos os conjuntos que lhe sdo isomorficos.

3.2 Objecto Inicial e Objecto Terminal

Em Set pode-se definer o modo como os conjuntos sdo gerados a custa de um nimero reduzido
de conjuntos atémicos (isto €, conjuntos que nio sao gerados a partir de qualquer(quaisquer)
outro(s) conjunto(s)).

Dois conjuntos atémicos fundamentais:

e O conjunto vazio 0;

e O conjunto com um unico elemento. E costume representar este conjunto por 1 e o tinico

elemento desse conjunto por ’#’
1={x}

Como dissemos 1 representa ndo sé o conjunto {x} mas também a classe de todos o0s conjun-

[T3% 2]

tos isomorficos com tal conjunto, sendo que “*” representa o elemento genérico do conjunto.
Os conjuntos @ e 1 definem, para cada outro conjunto X, um par de morfismos:

@XZQ)—>X
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1X:X—>1

morfismos este que sdo unicos; isto €, dado X, existe uma e uma sé funcdo com dominio () e
co-dominio X, e uma e uma s6 fungao com dominio X e co-dominio 1.

Vejamos que assim é: A fungo 1y : X — 1 € a fungfo que associa a todos os elementos
X1, X2, X3, -+ € X, o mesmo (e tnico) elemento de 1, por definicdo de funcio toda a funcdo de X
para 1 tem de associar cada elemento de X ao (Gnico) elemento = de 1, ou seja todas as fungdes
de X para 1 sdo iguais a funcdo 1x.

Analogamente, a defini¢ao de funcdo diz que:

f:X—Y

€ um sub-conjunto de X X Y tal que cada elemento x € X ocorre uma e uma tnica vez num par
(x, f(x)). Dado que @ x X = 0, o tnico sub-conjunto possivel de @ X X é o préprio conjunto
vazio e portanto existe uma unica fungao possivel:

0x:0— X

A fungdo tem dominio vazio e, consequentemente, a sua imagem ¢ também o conjunto
vazio.

Podemos caracterizar as relagdes descritas entre os conjuntos @ e 1 e as funcdes Ox e 1x sem
recorrer aos elementos dos conjuntos, obtendo desta forma uma defini¢do mais genérica. Temos
entdo que para uma qualquer categoria pode-se definir:

Definicao 3.1 (Objecto Inicial). Um objecto 0, é dito um objecto inicial se, para qualquer outro
objecto A, existe um tinico morfismo de 0 para A.

Definicao 3.2 (Objecto Terminal). Um objecto 1, é dito um objecto terminal se, para qualquer
outro objecto A, existe um vinico morfismo de A para 1.

O que acabamos de ver é que em Set o objecto inicial é o conjunto vazio, @, e o objecto
terminal € o conjunto 1 = {x}.

Fung¢des com importancia particular sdo as que t€m dominio 1.
f:1—X

Como o dominio tem um tnico elemento, a imagem terd também um Unico elemento f(x).
Cada elemento em X, x € X, € susceptivel de definir uma fungdo (que representamos por x)
i1 - X
*k > X
Portanto, cada elemento x € X define uma e uma s6 funcio X de 1 para X tal que X(x) = x, e
inversamente cada funcdo f de 1 para X define um e um sé x € X, tal que x = f(x). Isto é X é
isomorfico com o conjunto de todas as fungdes de 1 para X.
As fungdes & : 1 — X que acabamos de definir designam-se pelas constantes em X.
Dados dois conjuntos Y e X, a totalidade das fungdes

f:Yy—X

gera um conjunto que representamos por
Y
X
e chamamos a “poténcia Y de X
Como acabamos de verificar X 1 € isomorfico com X

xl=x
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3.3 Produto

Dois conjuntos que ndo sdo atdmicos (estes conjuntos podem ser construidos a partir de @ e 1),
mas que t€m tal importancia que podem ser considerados como tal, sdo:

e Os ndmeros naturais IN

e O conjunto /,, dos n primeiros nimeros naturais

I,=1{0,1,2,...,n-1}

Dado um conjunto qualquer X, tém importancia particular os conjuntos X™ e X’
A representagio mais frequente de X™ é

Xa)
e a de X ¢, simplesmente,
Xn

Vejamos as propriedades de tais conjuntos. X¢ é o conjunto de todas as funcdes s : IN — X.
Cada fung¢io destas € uma sequéncia {sg, 51, ...} desde que se defina s; = s(i).
Portanto X € o conjunto de todas as sequéncias contdveis, mas nio finitas, de elementos de
X.
X" é o conjunto das fungdes ¢ : [, — X. Ousejat: {0,...,n— 1} = X, determina um tuplo
de n-elementos
t={to,t1y. .., tyet).

Portanto X" € o conjunto de todos os tuplos com exactamente 7 elementos.

Tuplos podem, também, ser construidos a partir da noc¢do de produto cartesiano.
Dados dois conjuntos X e Y, o produto X X Y € o conjunto de todos os pares formados por
um primeiro elemento que pertenca a X e um segundo elemento que pertenca a Y.

XxXY={a,bllae XebeY}
Esta defini¢do sugere imediatamente duas funcdes
px: XxXY —X

Py XXY —Y

em que
px :{a,b) = a

py :{a,b) = b

Isto é, px selecciona a componente proveniente de X, enquanto que py selecciona a compo-
nente proveniente de Y.

As fungdes px e py sdo as projecgées definidas pelo produto.

Consideremos agora duas fun¢des com o mesmo dominio e co-dominioem X e ¥

f:A—X

g:A—>Y
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Entdo, é possivel construir uma fun¢do [f, g] : A — X X Y de tal modo que

[f581(x) = (f(x), g(x))
Podemos representar estas fungdes no diagrama comutativo seguinte

; [f: 8] f
A
Ou seja, temos que;
pxolf.gl=f
prolf.gl=¢

Esta relagcdo entre conjuntos e funcdes entre conjuntos pode-se generalizar obtendo uma
definicdo que ndo necessita de recorrer aos elementos do conjunto, temos entdo uma defini¢do
genérica para uma qualquer categoria.

Definicao 3.3 (Produto Bindrio). O produto de dois objectos X e Y é um objecto, representado
por X X Y, e um par de morfismos px : X XY — X e py : X XY — Y de tal modo que, para
todo o par de morfismos

fiA—X g:A—Y

existe um Unico morfismo u : A — X X Y que faz comutar o seguinte diagrama:

O que vimos anteriormente é que, em Set, o produto de dois conjuntos é dado pelo produto
cartesiano de conjuntos.

Esta definicdo é muito mais poderosa que a definicdo anterior porque ndo faz qualquer
referéncia a no¢ao de elemento de um conjunto o que permite a sua generalizacdo a outras
situacoes.

Note-se que a defini¢do assenta completamente em morfismos e na unicidade de certos mor-
fismos. Deste modo segue o processo usado para definir constantes e elementos terminais e
iniciais.

O produto, tal como o elemento terminal 1, define-se através da unicidade de morfismos
que t€m por destino o conjunto em questdo. Na definicdo de 1 existe, para cada A, um Unico
1A A - 1.

No produto, cada triplo
X
A

f/*
T~

Y
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geraum Unicopu : A - X X Y.

O elemento terminal é, um conjunto, 1, e uma propriedade, que a cada outro conjunto, A,
associa uma funcdou : A — 1.

O produto € um triplo, conjunto e dois morfismos,

s
XxY
P
Y
e uma regra que, a cada outro triplo
X
L
A
™~
Y
gera um morfismo
AL xxy

Existem, portanto, semelhancas claras entre a no¢do de produto e de elemento terminal.
De facto, 1 € uma espécie de “produto de zero factores”, o que pode ser comprovado pelo
facto de ser o elemento neutro do produto bindrio.

Isto é
IxX=2Xx1=X

Pode-se verificar esta afirmacgao construindo os diagramas que definem o produto e o par de
fungdesidx : X »> Xely: X — 1.

O diagrama introduz g : X — X X 1, que € a dnica fun¢do que faz comutar o seguinte
diagrama,

p
x <X xx1—1 .4

X

A

I

. q

ldX I IX
I
X

Temos
preu=1x  pxou=idy

Suponhamos que construimos o seguinte diagrama comutativo

x <X xx1-s g
0
ldX><1|
Px I P1
|

Xx1
Pela propriedade universal idy, 1 € o Unico morfismo que faz comutar este diagrama. No
entanto ele pode ser representado de outro modo.
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0
|
Px X pP1
pPx
Xx1

Como idy, 1 € Unico e u o px também faz comutar o diagrama, temos de ter
idy, 1 =Ko px

que, com a identidade
idy = pxopu
prova que X e X X 1 sdo isomorficos.
Esta demonstragao recorre a defini¢do rigorosa de produto; uma demonstraccao mais intui-
tiva (mas menos rigorosa) recorre a nocao de produto como “conjunto de pares”.
O elemento genérico de X X 1 tem a forma

{a, *) coma€ X

uma vez que '*’ € o Unico elemento de 1, para cada a € X existe um tnico par (a, *) cuja
primeira componente € a. Logo X e X X 1 estdo em correspondéncia de 1 para 1.

3.4 Equalizador

Uma outra forma de construir conjuntos parte do seguinte problema.
Dadas duas funcdes com o mesmo dominio e co-dominio

f,g: X—Y

determinar “o maior” sub-conjunto de X onde f e g coincidam.
Isto é, determinar

laeX| fla) = ga)}

Tal conjunto chama-se equalizador de f e g.
Representemos por X tal conjunto, X estd contido em X e portanto é possivel definir uma
funcao injectiva
e: X—X

definida por
e(a)=a Yae X

Em inglés tais funcdes designam-se por “embeding” o que, em portugués, se pode traduzir
por “imersdo”. Sdo as fungdes que identificam um elemento de um sub-conjunto com o mesmo
elemento no conjunto maior.

Todas estas funcdes sdo injectivas e, vice-versa, uma vez que a nossa teoria ndo distingue
conjuntos isomorfos entre si, toda a fungao injectiva pode ser vista como representando uma
imersao.
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Deste modo, em Set, fungdes injectivas representam a nogdo de sub-conjuntos.
Se X for o equalizador de f e g
X -5 X2y
8

entdo, pela defini¢do, f o e = g o e, porque f(a) = g(a), paratodoo a € X.

Suponhamos agora que existe um quarto conjunto Z e uma fungéo s : Z — X de tal modo
que foh=goh

Isto significa que

f(h(b)) = g(h(b))  VbeZ

Uma vez que X contém todos os a € X tais que f(a) = g(a), entdo h(b) é um elemento de X.

E entdo possivel identificar uma fungdo, que é dnica, h : Z — X que transforma b € Z em
h(b) visto como elemento de X.

Temos entdo a seguinte definicdo rigorosa de equalizador,

Definicao 3.4 (Equalizador). Dadas dois morfismos f,g : X — Y, o seu equalizador é um
objecto X e um morfismos injectivo e : X — X de tal modo que f o e = g o e, e para toda o
outro morfismo h : Z — X tal que f o h = g o h existe um tinico morfismo h : Z — X tal que
h=eo ﬁ isto € o seguinte diagrama comuta,

> |

XY

f
-
—

8

=~

L
A

N_

3.5 Quadrado Cartesiano

Este tipo de construgdo pode ser estendido para pares de func¢des que t€m o mesmo co-dominio
mas ndo o mesmo dominio

f

X ——

z
P—s— Y

Em que o conjunto P e o par de fungdes n e m sado tais que o diagrama comuta
f on=gom

Adicionalmente, se existir outro conjunto P’ e func¢des n’, m’ tais que
fon' =gon'

deve existir um dnico h : P — Ptalquen’ =nohem’ =mo h.
Ao triplo, conjunto P e morfismos (n,m) chamamos o quadrado cartesiano (“pull-back’) das
funcodes f e g.
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Definicao 3.5 (Quadrado Cartesiano). Dadas dois morfismos f : X — Zeg: Y — Z, o seu
quadrado cartesiano é um objecto P e dois morfismos injectivosn : P — Xem : P — Y de
tal modo que f on = g om, e para todo o outro objecto P’ e para todo o par de morfimos
nW:P —Xem' :P — Ytal que fon' = gom’ existe um tinico morfismo h : P" — P tal que

o seguinte diagrama comuta.
X — Z
p Y
<

m
—

Em SeT 0 quadrado cartesiano pode ser sempre construido do modo seguinte: Tomemos o
produto cartesiano X X Y e, dentro deste conjunto, tomemos o sub-conjunto formado pelos pares
(a,b) € X X Y tais que f(a) = g(b)

P = {(a,b) € X X Y|f(a) = g(b)}

Como P C X X Y existe uma imersdao e : P — X X Y. Definindon = pyoeem = pyoe,
vemos que, para (a,b) € P, f on(a,b) = f(a) = g(b) = g o m(a, b).

Deste modo (P, n, m) definem o desejado quadrado cartesiano.

A construgdo indica também, que o quadrado cartesiano. ndo € mais do que a combinagdo
apropriada de produto e equalizadores.

As construcdes que foram discutidas atrds (elemento terminal, produto e equalizadores)
tomam o nome de limites; de uma modo geral, qualquer combinacao (finita ou nao finita) destas
construcdes basicas toma o nome de limite.

Uma das propriedades fundamentais de Set € a de ser fechada a todos os limites, ou seja,
qualquer combinag¢do finita ou ndo finita, destes limites basicos produz sempre como resultado
conjuntos e funcdes entre conjuntos.

Um exemplo simples de combinacao de limites basicos € o quadrado cartesiano que, como
vimos, € construido com um produto e com um equalizador.

Podem também ser construidos limites que resultam de combinag¢des ndo finitas destas
construcdes bdsicas (limites ndo finitos). Por exemplo, dada uma sucessdo de conjuntos
Xo, X1, X2, ... estd bem definido o produto de todos eles ]‘[;’io X;.

3.6 Co-produto

Existe uma outra familia de constru¢des de conjuntos a que damos o nome de co-limites e que
sdo, duais dos limites atras referidos.
Essa dualidade exprime-se simplesmente, invertendo o sentido de todas as setas nas defini¢des.
Para esclarecer esta afirmagdo consideremos a no¢do de elemento inicial:

Elemento Inicial, @, ¢ um conjunto tal que para qualquer outro conjunto, X, existe um tnico
morfismo Qx : 0 — X.
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Note-se que a definicdo sé difere da definicdo de elemento terminal pelo sentido da funcgéo.
Por este motivo diremos que a no¢do de elemento inicial é dual da nocao de elemento terminal.

Esta dualidade sugere o modo como deve ser definido o conceito dual do de produto , a que
chamaremos co-produto.

Definicao 3.6 (Co-produto Bindrio). O co-produto de dois objectos X e Y é um objecto, repre-
sentado por X + Y, e um par de morfismosix : X - X+ Y eiy: Y — X+ Y de tal modo que,
para todo o objecto A e todo o par de morfismos f : X — A g : Y — A existe um tinico
morfismo us : X +Y — A que faz comutar o seguinte diagrama

X—>X+Y<— Y
\!ﬂ/

Do mesmo modo que o morfismo uy : A — X X Y, que é determinado pela propriedade
universal do produto tinha uma representacao apropriada

Lf, gl

o morfismo py : X + Y — A que é determinado pela propriedade universal do co-produto tem
uma representacao especial

{f. 8}

Representando p4 por {f, g}, os diagramas comutativos de figura anterior designam as igual-
dades seguintes

{f’g}OiX:f
{f.gloiy=¢g

Esta € a definicdo formal de co-produto que resulta da dualidade de defini¢do de produto.
No entanto, esta defini¢do ndo nos indica como construir o co-produto na categoria Set. E entio
conviniente encontrar uma outra forma de caracterizar o co-produto.

Antes porém, vamos verificar que a funcdo ix (e também, a fungdo iy) € injectiva.

A defini¢ao usual de funcio injectiva diz-nos que, para quaisquer constantes a, b € X

ix(a) =ix(b) implica a=0>b

Na nossa notacdo constantes a, b sdo fungdes
LA
15X
b
e, assim, esta propriedade exprime-se por

ixoa=ixob implica a=»b

Suponhamos entio que se verifica iy o & = iy o b, ¢ vamos demonstrar que tal implica a = b
Tomemos qualquer fungdo @ : ¥ — X e o triplo (X, idy, @) indicados no seguinte diagrama
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Entdo existe {idx, a} que faz comutar os diagramas; logo
{idx, a} o ix = idx

Compondo com @ e b temos

D

{idy,a}oixoa=1dyoa =

{idy,a}oixob=idyob=h

Como, por hipdteses, ix o a = ix o b, os lados esquerdos de ambas as equacdes sdo iguais e
consequentemente, teremos d = b. Portanto iy € injectiva.
De igual modo se prova que iy também € injectiva.

Vimos atrds que a existéncia de uma funcio injectiva
it X—X

corresponde a afirmagio de que X € isomérfico com um sub-conjunto de X’.

Assim, a menos de um isomorfismo, a afirmagdo i : X — X’ é injectiva € equivalente a
XcX

Deste modo concluimos que, no co-produto X + Y, tanto X como Y sdo, a menos de isomor-
fismos, sub-conjuntos do co-produto.

Serdo tais sub-conjuntos disjuntos?

Suponhamos que existia um ponto comum a tais sub-conjuntos. Ent3o existem a € X e
b €Y, tais que

ix(a) = iy(b)

Substituindo as constantes pelas fungdes respectivas @ : 1 — X e b : 1 — ¥, obtemos um
diagrama comutativo tal como se indica.

A

X—>X+Y<— Y
Ix ly

Uma vez que as constantes &, b sdo fungdes injectivas temos um par de fungdes injectivas
iX od € i Yy © b

que coincidem. Uma vez que ix e iy sdo sempre morfismos distintos (e injectivos) esta equi-
valéncia ndo se pode nunca verificar.
Deste modo os sub-conjuntos de X + Y isomorfos com X e com Y, sdo disjuntos.
Uma tltima questdo: existird algum elemento de X + Y que ndo seja elemento de um deste
sub-conjuntos?
Equivalentemente, serd que
X +7Y =ix(X)Uiy(Y)

Representemos por U o conjunto ix(X) U iy(Y): a unido dos dois sub-conjunto. Como U ¢é
sub-conjunto de X + Y existe uma fungdo injectiva

e:U—X+Y
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Sejam jx : X — U, jy : ¥ — U as fung¢des injectivas que dao em U os mesmos resultados
que em X + Y dao iy e iy. Ou seja

eon:iX erY:iY
Temos entao

ix iy
X —X+Y<~—""-Y7

{Jx, jv}
Jx Jy

Ou seja,

{ix,iy} ={eo jx,eo jy} = eo{jx, jy}
Como idy.y = {ix, iy} temos
idx+y = e o {jx, jy}
Uma vez que e é injectiva, teremos também
{ix, jy}oe=1idy
Consequentemente X + Y e U sdo isomorfos. Em conclusio
X+Y=ix(X)Uiyp(Y)
Estas propriedades permitem-nos caracterizar heuristicamente o co-produto X + Y.

Tomemos duas cpias disjuntas do conjunto X e do conjunto Y; isto é, tomemos dois con-
juntos X e Y isomorficos com X e Y, respectivamente, tais que

XNnY=0
O co-produto serd a unido destes dois conjuntos
X+Y=XUY

Obviamente que, como sempre, esta defini¢do caracteriza o co-produto a menos de um
isomorfismo.
A criacdo de copias X e Y corresponde a definicdo de dois isomorfismos

x5x 1vlvy

com as imersdes ex : X > XU Y eey : ¥ — X U Y construimos as imersdes iy e iy que
caracterizam o co-produto

x —% > % 17<—'8 Y
\ex‘)%//

XuY
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ix=exoa iy=eyof

Nota: em Set no¢des de funcio injectiva e de funcéo sobrejectiva podem ser definidas sem
recorrer a no¢do de elemento de conjunto, do modo seguinte:

Definicao 3.7 (Monomorfismo). Um monomorfismo m : X — Y é uma morfismo que, para todo
o par de morfismos f,g : A — X tais que m o f = m o g, temos necessariamente [ = g.

Definicao 3.8 (Epimorfismo). Um epimorfismo e : Y — X é um morfismo que, para todo o par
de morfismos f,g : X — A tais f o e = g o e, temos necessariamente f = g.

A constru¢do mostra que as nogdes de monomorfismo e epimorfismo sdo duais: basta inver-
ter o sentido das setas para passar de uma defini¢do para outra.

Deste modo, se no co-produto os morfismos iy : X — X + Y sdo monomorfismos, entdo,
usando simplesmente a dualidade, concluimos que no produto X X Y as projec¢des px : XXY —
X sdo epimorfismos.

Monomorfismos e Epismorfismos em Set sdo dados pelas fungdes injectivas e sobrejectivas,
respectivamente.

Alguns exemplos de co-produtos:
O conjunto dos booleanos B = {verd, falso} pode ser identificado com 1 + 1.
Basta definir os dois morfismos injectivos que determinam as constantes verd e falso em IB.

V: 1 — B
+— verd

F: — B
+— falso

€ notar que
VAONEFA) =0 ¢ B=VA)UFEQD)

Bx1+1

Do mesmo modo que com qualquer produto finito se obtém sempre um conjunto, também a
classe dos conjuntos é fechada em relag¢do a qualquer co-produto (ndo finito ou finito).

Se tomarmos uma qualquer sucessao de conjuntos Xy, X1, ..., Xy, ... define-se o co-produto
de todos estes conjuntos 3 °, X;.

Usando co-produtos infinitos podemos dizer que os niimeros naturais IN podem ser definidos

como o co-produto
N=1+1+1+---+1+---

De facto, cada um dos nimeros naturais gera um monomorfismo
0:1—N, 1:1—-N ... a:1—N
As imagens destes morfismos sdo sempre disjuntas
aGx) ={n}  i(x) = {m}
paran #m a(x) Nm(x) = 0 e tem-se

0 Ul U-—-UAEU---=N
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Um outro exemplo de co-produto ndo finito € o usado para a construcdo de X*;
Define-se X* como o conjunto de todas as sequéncias finitas de elementos de X.
Como sabemos X" representa, ndo s6 o produto de n vezes X (XXX X - - -X X) como também
o conjunto de todas as sequéncias com exactamente n elementos de X.
Portanto X" identifica-se como um sub-conjunto de X* e, assim, existe um monomorfismo
de imersao
e, X' — X"

Como duas sequéncias com comprimentos distintos nunca podem coincidir, temos, para
todos os n # m
en(X"M)Nen,(X™M =0

Por outro lado, qualquer elemento de X* tem um comprimento finito e, assim, existird um e
um sé n tal que X" contém esse elemento

x* = Jeutx™
n=0
Consequentemente
X' =1+X+X>+- - +X"+---

Neste co-produto usamos, como é frequente, 1 como equivalente a X, e X como equivalente
1
aX.

Existe outro modo de representar estes dois tltimos co-produtos ndo finitos.
Em relag@o aos nimeros naturais IN notemos a existéncia de dois monomorfismos

sendo s a funcdo sucessor.
Note-se que a imagem destes dois morfismos € disjunta: um natural ou € zero ou entdo é
sempre sucessor de outro natural mas nunca simultaneamente. Portanto

0 N s(N) =0

O Us(N)=IN

Portanto estamos em condi¢des de afirmar que IN € isomorfo com 1 + IN
N=1+IN

Temos, basicamente, uma equagdo que define IN. Isto €, pode-se definir os nimeros naturais
como o conjunto que é solugdo desta equacdo. IN € assim caracterizado por dois monomorfismos

e por um propriedade fundamental.
Suponhamos um outro conjunto X e um par de morfismos

1% xS x
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entdo existird um tnico morfismo vy : IN — X que faz comutar o diagrama seguinte

N

1 —2 > N— >N
X — X
B
Heuristicamente, y é determinado por
y(0) = a(*)

y(n+ 1) = B(y(n))

O conjunto X* das sequéncias finitas pode também ser definido por uma equacao.
Representemos por € a sequéncia vazia. Esta constante define uma funcao injectiva

e:1—X*

T3]

Uma outra funcdo pode ser representada por
primeiro elemento e do “resto” da sequéncia

e constr6i uma sequéncia a partir de um

XXX — X"

TR

A operagdo
sao disjuntas. A funcdo

constrdi as sequéncias ndo vazia; deste modo as imagens destas duas funcdes
“.” ¢ também injectiva uma vez que

(x-ay=(y-B) implica x=y e a=p

O primeiro elemento e o resto de uma sequéncia caracterizam-na completamente.
Finalmente vemos que as imagens de € e “”” geram, por unido, o conjunto global X*, uma
vez que uma sequéncia ou € vazia ou € construida a partir de *“-”

dN-(XxX)=0

EHU-(XxX)=X"

Portanto
X'=2=1+XxX*

3.7 Co-equalizador

O tltimo co-limite basico que falta examinar é o dual do equalizador.

Definicao 3.9 (Co-equalizador). Dadas dois morfismos f,g : X — Y, o seu co-equalizador é
um objecto Y e um epimorfismo e : Y — Y de tal modo que e o f = e o g, e para todo o outro

morfismo h : Y — A tal que ho f = h o g existe um tinico morfismo p1, : Y — A tal que o
seguinte diagrama comuta:
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Y >

1, e _

X Y

g I
I_

h 1A
v
A

O co-equalizador € uma construgdo ligada a construcdo de classes de equivaléncia: Dois
pontos a, b € Y consideram-se equivalentes se existe um ponto ¢ € X talque a = f(c)e b = g(c)

O conjunto Y ndo é mais que o conjunto das classes de equivaléncia determinadas por esta
relacio e e : Y — Y é a respectiva projeccdo canénica.

3.8 Quadradro Co-cartesiano

A combinagdo de um co-produto e um co-equalizador da origem a uma construcdo chamada
Quadrado Co-cartesiano (“push-out”). Esta constru¢do € dual do quadrado cartesiano. Temos
entdo o caso de duas fungdes com o mesmo dominio mas co-dominios diferentes, sendo o seu
quadrado co-cartesiano dado pelo conjunto e pelas fungdes que vao “fechar o quadrado”, de
forma a que havendo um outro conjunto e outro par de funcdes nas mesmas condi¢des, vai
existir uma fung¢do, Unica, que vai do primeiro para o segundo.

Temos entdo a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.10 (Quadrado Co-cartesiano). Dados dois morfismos f :Z — Xeg:Z — Y, o seu
quadrado co-cartesiano é um objecto P e dois epimorfismosr : X — Pes: Y — P de tal modo
que ro f = sog, e para todo o outro objecto P’ e para todo o par de morfismos v’ : X — P’
es Y > P tal quer' o f =5 o g existe um vinico morfismo h : P — P’ tal que o seguinte
diagrama comuta:

/
X~ P
|
Z —5—>Y

8

Em Ser quadrado co-cartesiano constréi-se do modo seguinte: Constrdi-se em primeiro
lugar o co-produto X + Y e, em seguida, o co-equalizador das funcdes ix o f eiy o g
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X
f ix
A X+Y—6>'A
g e
Y

Basicamente isto significa que, no co-produto, consideramos equivalentes um ponto a €
ix(X) e um ponto b € iy(Y) que sejam imagens, por f e g do mesmo ponto c € A.

a=b se dc talque f(c)=a e glc)=0>

3.9 Exponenciacao

Uma construg@o de conjuntos, que sai fora da familia dos limites e da familia dos co-limites, é
a exponenciagao de conjuntos que se define por
XY é o conjunto de todas as fungdes f: ¥ — X
Vimos ja que
xl=x
e que
x'=~1

A propriedade fundamental da exponenciagdo exprime-se por

Definicao 3.11 (Propriedade Universal da Exponenciacio). Existe um morfismos ev: Z¥ XY — Z
(chamada morfismos de aplicagdo, em inglés “evaluation”) de tal modo que, para qualquer

morfimso f : X — ZY existe um tinico morfismo f : X x Y — Z que faz comutar o diagrama
seguinte.

ZYXYL)'Z ZY
A
|
=
fxid S
|
XxY X

Nota: A fungio f xid : X x ¥ — Z¥ x Y é a funcdo que ao par (a,y) € X x Y associa o
par (f(a),y); isto €, a primeira componente € transformada por f enquanto que a segunda nio
se altera.

Note-se que a propriedade diz “para cada f existe um tnico f”. Analogamente se poderia
dizer “para cada f existe um tnico f”.

Em inglés, 2 operacio que, a partir de f, produz f, é costume chamar currying e, i opera¢io
inversa (de f para ?), uncurrying.

Tomemos, como exemplo, a adicdo de niimeros naturais

+: INxIN— N
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Fixemos um qualquer valor para a primeira parcela; por exemplo, 0. Entdo define-se uma
funcdo, que podemos representar por
+0:IN— NN
tal que +o(n) = 0 + n.
Como +¢ é uma funcdo de IN para IN, podemos vé-la como um elemento de IN™,
Identicamente, define-se a fungdo
+1n)=1+n
Temos também +; € NN,

Deste modo, para cada a € IN, define-se +, € INI de tal modo que

+,n)=a+n

A associacdo de uma a € IN arbitririo a um elemento +, € INN determina uma fungio que
podemos representar por +

F:N— NN
tal que +(a) = +, e, consequentemente

+(a)(n) = a+n=+(a,n)
A fungiio + serd o “currying” de +.
A funcio “evaluation” ev : IN™ x IN — IN ndo é mais, neste caso, do que a fungio que toma

um elemento +, € IN™ e um argumento dessa funcdo n € IN e d4 o resultado da aplicacio de +,
an

ev(+4,n) =+4n)=a+n
O diagrama comutativo

NN x N
A
|
~ + 5
+ X 1dy I
|
NxIN N

pode, agora, ser visto em termos de elementos:

(+a,n)i> a+n +q

— . +
+ X idy

(a,n) a

Ao par (a,n) a fungio + associa a + n. A este mesmo par + X idy associa o par {(+,n)

porque + associa a a +, € idyy ndo modifica n. Logo ev associa a esse par o mesmo valor a + n,
provando que o diagrama comuta.

No caso geral, qualquer fun¢do bindria

fiAXY —X
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tem um tnico “currying”
f:A— XY

A funcio aplicagiio ev : X¥ x Y — X ndo é mais que a funcdo que aplica um elemento
h € X' aum seu argumento y € Y

ev(h,y) = h(y)

A propriedade fundamental exprime-se tomando elementos arbitrarios

(a,yy e AXY

(Fl@)y) —& "L fia)

Ty
fxid T? : !
|
(a,y) a

A relagio fundamental entre f e f exposta neste diagrama é que

fla,y) = f@() VaecAyeY

As defini¢des formais de limite, co-limite e exponenciagdo de conjuntos permite provar
as seguintes propriedades. Por simplicidade, no entanto iremos recorrer apenas as defini¢cdes
heuristicas destes conceitos

1.
AX(B+C)=AXB+AXC

O elemento genérico de A X (B+C) é um par (a, x) em que o primeiro elemento a percorre
A e o elemento x percorre uma cdpia isomorfica de B e uma copia isomérfica de C.

Quando x percorre a copia de B, gera A X B; quando percorre a copia de C gera A X C. Os
dois conjuntos assim gerados sdo disjuntos.

Portanto o co-produto A X B+ A X C é bem definido e coincide com A X (B + C).

AB+C o~ AB X AC
O elemento genérico de AP*C ¢ a fungio

f:B+C—A

A defini¢do de co-produto gera imediatamente um par de fungdes
flsziB fz:foic

de tal modo que f = {fi, f>}

Identicamente cada par de fungdes nestas circunstincias gera, como sabemos, um Uinico
f : B+ C — A. Portanto o conjunto de fungdes f : B+ C — A € isomorfico com o
conjunto de pares de fungdes fi : B— Ae f, : C — A;logo

APTC = AP x A€
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ABXC & ( AB)C

O diagrama fundamental de exponenciagdo diz que existe uma relagdo de um para um
C —
entre as funcdes f : C — AP (os elementos de (AB) ) e as fungdes f : BX C — A, que

sdo os elementos de AB*C.

A propriedade fica assim provada.



Apéndice A
Definicoes auxiliares

Definicao A.1 (Grafo). Um grafo consiste de duas classes: a classe O dos objectos, e a classe
S das setas, e de duas funcoes, ambas da classe das setas para a classe dos objectos, uma das
fungoes é designada por dominio e a outra por co-dominio. Escreve-se usualmente f : A — B

f
ou A — B sempre que se verifique que, dominio(f) = A e codominio(f) = B [9].

Definicao A.2 (Categoria). Uma categoria é um grafo, no qual para cada objecto A existe uma
seta 14 : A — A designada por identidade, e para cada par de setas f : A - Beg: B — C
existe uma seta gf : A — C designada por composicdo, tais que para todo o h : C — D tem-se:

fla=f=1pf unidade
(hg)f = h(gf) associatividade

[9].

Definicao A.3 (Diagrama). Um diagrama numa categoria A é uma coleccdo de vértices e arcos
orientados, etiquetados de forma consistente com objectos e setas (morfismos) de A [12].

Definicao A.4 (Diagrama Comutativo). Um diagrama numa categoria A é dito comutativo se
para cada par de vértices X e Y, todos os caminhos no diagrama de X para Y sdo iguais, isto
é, correspondem a setas (morfismos) equivalentes em A [12].

34
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