Capitulo 3

Algebras e Especificacao
Equacional

3.1 Conceitos Basicos

Para tentar descrever um qualquer objecto é necessario poder descrever a
sua forma, assim como as suas propriedades intrinsecas. Além disso se es-
se objecto cumpre um dado fim é necessario ser capaz de descrever a sua
operacionalidade.

Em termos matemaéticos vamos enveredar por uma aproximacao algébrica,
descrevendo “a forma dos objecto”, a sua componente sintdctica, através de
assinaturas, conjuntos de simbolos descrevendo as espécies, as constantes e
as operagoes. A “operacionalidade dos objectos”, a sua seméantica, vai ser
descrita através de algebras.

Sem ainda definir formalmente estes conceitos, temos que:

e Assinaturas, conjunto de espécies, e conjuntos de simbolos de constan-
tes e simbolos de operacoes.

e Algebras, (para uma dada assinatura), um conjunto de elementos para
cada espécie, um elemento (constante) para cada simbolo de constante,
uma operacao (fungao) para cada simbolo de operacao.

Os simbolos de operagao e de constante podem ser combinados de forma
a dar origem a termos.

Mas se ja temos as ferramentas que nos permitem descrever a “forma dos
objectos”, ou seja as assinaturas, falta-nos ainda uma forma de descrever
as propriedades intrinsecas dos objectos. Tal descri¢cao vai tomar a forma
de um conjunto de equacgoOes, obtém-se assim uma especificacdo algébrica
equacional.

As algebras que satisfazem as equagoes sao as algebras que verificam a
especificagao.
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Antes de comecar a definir formalmente todos estes conceitos vejamos
alguns exemplos.

3.2 Exemplos

Um semi-grupo (A, *4), consiste num conjunto da base A, e uma operacao
bindria x4 : A x A — A que é associativa, isto é verifica-se que (a1 ¥4 a2) *4
as = aj x4 (ag x4 a3), para quaisquer aj, az, € as.

Como exemplos de semi-grupos temos:

(INv +]N)7 (]Nv *]N)v (Za +Z)7 (Za *Z)

outro exemplo é dado pelo semi-grupo livre
(A+7 TAT )

de todas as sequéncias nao vazias de caracteres de um dado alfabeto A com
a operacao de concatenacao.
Temos entdo duas entidades a definir/compreender.

e representacao semantica de um semi-grupo;
e representacao (finita) sintdctica de umn semi-grupo.

Comecemos por analisar em primeiro lugar a questao da representacao
sintédctica.

em vez do conjunto A, da operagao bindria x4 : AX A — A, da propriedade
associativa Vo, ay.a5cA(Q1 %4 G2) ¥4 a3 = a1 x4 (ag *4 a3).

vamos falar da espécie s, do simbolo de operacao * : s s — s, da equagao
(mq * m2) *x mg = my * (mg * m3) para todos os simbolos my,mg, ms
de espécie s.

Obtemos assim uma possivel representagao sintdctica (especifica¢ao) de
um semi-grupo.

module SEMI-GRUPO {
[S]
op _*_ : SS ->8

vars M1 M2 M3 : S
eq (M1 * M2) % M3 = M1 x (M2 * M3)

Em termos de regras de re-escrita, com vista a uma implementacao em
CafeOBJ (Goguen et al., 1992; Nakagawa et al., 1999), a equagao referente
a associatividade nao é valida. Em CafeOBJ teriamos entao a seguinte
representagao:
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module SEMI-GRUPO {
[s]
op _*_ : S8 ->8 {assoc}

Da especificagao de semi-grupo obtemos a de mondide por adicao de:

e um simbolo de constante n;

e duas equacoes, nxe =e ex*xn =e.

module MONOIDE {

[s]

op _*_ : 38 —>8S
opn : —>S

vars M1 M2 M3 : S
eqn *x Ml =M

eq M1 *x n = M1 .
eq (M1 * M2) * M3 = M1 *x (M2 *x M3)
b

ou, usando atributivos para os operadores bindrios.

module MONOIDE {

[s]

opn: ->38

op _*_ : S S ->8 {assoc id: n}
}

Nao é possivel construir a especificagao do Mondide por extensao da
especificacdo de um Semi-Grupo, em CafeOBJ, dado que nao é possivel

modificar os atributos de um dado operador.
Vejamos entao a definicao formal de Assinatura.

Definicao 3.1 (Assinatura) Uma assinatura ¥ = (E, OP) consiste:
e num conjunto I, o conjunto das espécies de 3.

e num conjunto OP, o conjunto dos simbolos das constantes e dos
simbolos de operagoes.

O conjunto OP é a unido dos sub-conjuntos, disjuntos dois a dois:
e (., o conjunto dos simbolos de constantes de espécie e € E;

e OP; .. o conjunto dos simbolos de operagao com dominio nas espécies
d € E*, e co-dominio na espécie c € E, para todo od € E*, ecc E.
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Observagoes:

o O=U,cpCe e OP = CU,cp+ OPyc

ceE

Se Ne€CCe,eMecOPF,. comd=e;j...e, entao escreve-se:

N:—e
M:d—c¢ ou M:ej...e, —c

As constantes sao também designadas por operadores de aridade 0.

O facto de os conjuntos serem disjuntos dois a dois permite a sobre-
carga, dos identificadores.

Vejamos agora o conceito de Y-dlgebra, isto é, uma algebra que se controi
tendo como ponto de partida uma dada assinatura ..

Definicao 3.2 (X-dlgebra) Uma dlgebra A = (E4,OPy), de uma assina-
tura ¥ = (E,OP) também designado por ¥-dlgebra, é determinada por duas
familias Eq = (Ac)ece € OPy = (Na)Necop onde:

e A, sao conjuntos para todo o e € E, sdo designados por conjuntos
portadores de espécie e.

e Ny € A., sdo elementos para todo o simbolo de constante N € C, e
e € E. Ny ¢é designada por uma constante de A.

o Ny:Ae X Aey X ... X Ae,, — Ae sao funcoes, para todo o simbolo de
operagao N € OPy ., comd € ET,c € E. Ny € designada por operagao
em A, o simbolo “x” designa o produto cartesiano de conjuntos.

Exemplos Para cada uma das especificagoes apresentadas é possivel ob-
ter Y-algebras apropriadas, para tal basta estabelecer uma correspondéncia,
apropriada entre espécies e conjuntos, e entre simbolos de operacao e fungoes.

Arvores Binarias Uma possivel especificacdo equacional para arvores
bindrias é dada pelo seguinte objecto em OBJS.

module ARVBIN-BASE {
[Alfabeto < Arvbin]
ops al a2 a3 a4 ab : -> Alfabeto
op folha : Alfabeto -> Arvbin
op esq : Arvbin Alfabeto -> Arvbin
op dir : Alfabeto Arvbin -> Arvbin
op esqdir : Arvbin Alfabeto Arvbin -> Arvbin
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Pretende-se descrever arvores bindrias, nao vazias, nas quais os nds guar-
dam informagao do tipo alfabeto.
Ou seja, arvores dos seguintes tipos:

Como é que poderemos descrever, algebricamente, estes objectos?

Seja B o conjunto de tais arvores.

Seja A o conjunto dos elementos do alfabeto A = {aq, a9, as, a4, as}.

Podemos entdao construir a seguinte X-dlgebra, no caso presente uma
ARVBIN-BASE-algebra.

({A, B},{a1,a2,as3,a4,as, folha, esq, dir,esqdir})

com:

a; : 1— A
*—aqa;, parat=1,...,5
folha : A— B
a — folha(a)
esq : BxA— B

(b,a) — esq(b,a), adiciona uma sub-
arvore esquerda.
dir : AxB-—B

(a,b) — dir(a,b), adiciona uma sub-
arvore direita.
esqdir : BXxAxB-—B
(b1, a,by) — esqdir(by,a,bs), adiciona duas sub-
arvores.

Antes de se poder relacionar os dois niveis, o da especificacao equacional
(sintdctico), e o da Y-dlgebra (seméantico), é necessario introduzir outros
conceitos.

E necessério definir formalmente a forma de construir palavras (termos) a
partir dos simbolos de operadores e de constantes para uma dada assinatura.

Definicao 3.3 (Termos e Varidveis) Seja X = (£, OP) uma assinatura
e Xe, para cada e € E, um conjunto, designado por conjunto das varidveis
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de espécie e. Assuma-se que estes conjuntos X, sao disjuntos dois a dois e
que sao disjuntos de OP. Temos entao que:

o A unido X = J,cp Xe. € designado por conjunto das varidveis de X.

e O conjunto Tope(X) de termos de espécie e € definido indutivamente
por:

1. X.UCe. CTope(X), isto € as varidveis e as constantes sio ter-
mos, designados por termos bdsicos.

2. N(t1,...,tn) € Tope(X), sdo termos designados por termos
compostos para todo o simbolo de operagcao N € OP com N :
er...e, — e everifica-se t1 € Tope, (X), ... .ty € Tope,(X).

’

3. Nao existem mais nenhuns termos de espécie e em Top,e(X).

O conjunto Tpp,. de termos sem varidveis de espécie e (X = () é desig-
nado por conjunto dos termos de base (“ground terms”) de espécie e.
Os conjuntos de termos da assinatura sao definidos por:

Tor(X) = | Tore(X)
eckE
Top = UTOP,e
eeEFR

Exemplo, dado a arvore

ONC,

Temos o termo:
esqdir(esq(folha(a3),a2),esq(folha(ab),ad))

As propriedades nos termos podem ser demonstradas por inducdo no
comprimento dos mesmos, no entanto isso nao reflecte a estrutura dos mes-
mos, como tal vai-se enunciar uma variante do método de inducao, designada
por inducao estrutural.
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Teorema 3.1 (Indugao Estrutural) Seja p um predicado definido nos
termos t € Top(X) de uma assinatura . = (E,OP), com um conjunto
de varidveis X, ou seja, para cada t € Top(X) a asser¢ao p(t) tem um
determinado valor légico. Temos entdo:

A asser¢ao p(t) € verdadeira para todo o t € Top(X) se as sequintes
condigcoes sao satisfeitas:

1. (Caso de Base) p(t) é verdadeira para todo o simbolo de constante
te C, e toda a varidvel t € X.

2. (Passo Indutivo) para todo o termo N(ti,....tp,) € Top(X) tem-se
que se p(ty) e ...ep(t,) sao verdadeiras entao p(N(t1,...,t,)) € ver-
dadeira.

Diz-se entdo que se tem uma demonstracdao por inducdo estrutural.

Demonstragao.

Vai-se demonstrar a indugao estrutural recorrendo & indugao em IN (in-
dugao natural).

Seja q o seguinte predicado em IN: ¢(n) é verdadeiro se p(t) é verdadeiro
para todos os termos t € Top(X) com, no maximo, n + 1 simbolos de
operacao.

Pretende-se demonstrar que p(t) é verdadeira para todo o t € Top(X)
assumindo que as condigoes 1 e 2 sao verificadas.

Caso de Base: ¢(0) é verdadeira dado que os termos com um sé simbolo
sao as constantes e as varidveis e, por 1, p(t) é verdadeira nesses casos.

Caso Indutivo: Seja g(n) verdadeira, isto é, p(t) é verdadeira para todos
os termos t € Top(X) com n + 1 simbolos no maximo. Pretende-se
demonstrar que nesse caso, g(n + 1) é verdadeira.

Seja t um termo com no maximo n+ 2 simbolos. Entao existe um N €
Top(X) tal que t = N(ti,to,...,ty) com t; € Tope, (X),... tm €
Tope,,(X) sdo termos com, no maximo, n + 1 simbolos de operagao.
Entao p(t1), ..., p(ty,) sdo verdadeiras, mas entao pelo passo indutivo
da inducao estrutural p(N(ty,...,t,)) = p(t) é verdadeira, ou seja,
qg(n + 1) é verdadeira.

Entao por indugao natural g(n) é verdadeira para todo o n € IN ou seja
p(t) é verdadeira para todo o t € Top(X).
c.q.d.

Muitas das defini¢cbes que se seguem vao ser defini¢cbes indutivas na es-
trutura dos termos, como tal sempre que for necessario demonstrar alguma
propriedade relacionada com a estrutura dos termos vai-se usar a inducdo
estrutural.
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Definigao 3.4 (Avaliagao de termos) 1. SejaTop o conjunto dos ter-
mos de base de uma assinatura X = (E,OP), e A uma X-dlgebra. A
valoracao val : Top — A € definida recursivamente por:

(a) val(c) = ca, para todo o simbolo de constante c € C

(b) val(N(ty,...,t,)) = Na(val(t1),...,val(t,)), para todo o
N(tl,...,tn)ETop.

2. Dado um conjunto de varidveis X, para ¥ = (E,OP), e uma atri-
buicao atr : X — A, com atr(x) € A, para todo o x € X,
e e € E, entao a atribuicao extendida, ou simplesmente extensao,
atr : Top(X) — A da atribuicao atr, é definida recursivamente por:

(a) atr(z) = atr(z), para todo o simbolo de varidvel z € X.

(c¢) atr N( Jtn)) = Na(atr(t),...,atr(t,)), para todo o

atr(

(b) atr(c) = ca, para todo o simbolo de constante c € C.

atr(
N(tlv ) eTOP(X)

Notas: para X = () existe uma e uma s6 atribui¢io, a atribuigdo nula, e
tem-se atr = val.
Exemplo: Seja NATURAIS o seguinte médulo em CafeOBJ:

module NATURAIS {
[ Nat ]
op 0 : => Nat
op succ : Nat -> Nat
op soma : Nat Nat -> Nat
vars N M : Nat
eq soma(N,0) = N .
eq soma(N,succ(M))=succ(soma(N,M))

Definindo-se a valoracao val desta teoria na &dlgebra dos Naturais do
seguinte modo:

Nat

succ

IR

soma

Temos entao:

val (soma (succ (0) ,succ(0) )= val(succ(0))+ val(succ(0)) =
(val(0)+1)+( val(0)+1)=(0+1)+(0+1)=2
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Proposicao 3.1 (Compatibilidade de Valoragoes) Dado uma assina-
tura X = (E,OP), dois conjuntos de varidveis X e Y, uma X-dlgebra A, e
atribuigoes atrx : X — A, atry : Y — A eatr: X — Tpop(Y). O diagrama
sequinte

Tor(X —> Top(Y
at

rxl Ary

(3.1)
comuta, desde que o diagrama sequinte comute
X — L Top(y
atlx Aw
(3.2)

Nota: A possibilidade de definir atr : X — Tpp(Y) advém do facto de
que Top(Y) ser uma Y-dlgebra, ver-se-4 isso mais a frente.
Demonstracgao.

Demonstracao por inducao estrutural.

Caso de Base: paratodo oz € X e c € C' tem-se

atry o atr(z) = atry (atr(z)) "2 atrx(z) = atrx(x)
atry o atr(c) = atry

atry (c) = ca = atx(c)

Passo indutivo: para todo o N(ty,...,t,) € Top(X) tem-se:

atry o atr(N(t1,...,t,)) = atry(Na(atr(t1),. .., atr(t,))) =
= Ny(atry o atr(ty),...,atry o atr(t,)) &b

hipétese de inducao

= Ngy(atrx(ty),...,atrx(t,)) = atrx(N(t1,....tn))

c.q.d.

Definicao 3.5 (Equagées e Validade) Dado uma assinatura > = (E,OP)
e varidveis X para a assinatura X, temos que:

1. Um triplo eq = (X, LE,LD) com E,D € Top(X), para algum e € E,
€ designado por uma equacao de espécie e na assinatura 3.
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2. A equagio eq = (X, LE,LD) € vilida na X-dlgebra A se para toda a
atribuicao atr : X — A tem-se:

atr(LE) = atr(LD)
Se eq € vdlida em A diz-se também que A satisfaz eq.

3. Equagades fechadas (“ground equations”) sao equagoes eq = (X, LE, LD)
em que X = (). Neste caso E e D sao termos fechados.

Uma equacao LE = LD tem implicitamente todas as suas variaveis
quantificadas universalmente, ou seja a equacao referida representa a se-
guinte férmula na logica de predicados

vx1661v$2€e2 “ e v$nEenLE - LD

Definicao 3.6 (Especificagao Equacional) Uma especificacio equacio-
nal Esp = (E,OP, Eq) consiste numa assinatura ¥ = (E,OP), e de um
conjunto de equacoes Eq com simbolos da assinatura.

Definigao 3.7 (Esp-dlgebra) Uma dlgebra da especifica¢ao Esp, designa-
da por Esp-dlgebra, é uma dlgebra A com assinatura X, e que satisfaz todas
as equagoes em Fq.

Vejamos alguns exemplos.

module NATURAIS {
[Nat]
op zero : -> Nat
op succ : Nat -> Nat
op soma : Nat Nat -> Nat
vars N M : Nat
eq soma(N,zero) = N .
eq soma(N,succ(M)) = succ(soma(N,M))

Para que (IN,0, +1, +) seja uma NATURAIS-algebra é necessario verificar
que para toda a atribuicao atr : X — IN, com X = {N, M} as equagoes
da especificacdo equacional sao satisfeitas. Temos entdo pela definicdo da
atribuicao extendida:

atr(soma(N, zero)) = atr(N) + atr(zero) = atr(N) + 0 = atr(N)

atr(soma(N, succ(M))) = atr(N) + atr(succ(M)) =
= atr(N) + atr(M) + 1 = atr(soma(N, M))
= atr(succ(soma(N,M)))



3.2. EXEMPLOS 41

Definicao 3.8 (Sub-termo) Seja “<” a sequinte relagdo bindria em Top(X):
1. t<t, paratodo ot € Top(X)

2. t < N(t1,...,t,), set=t; paraumdadol <i<neN(t1,...,t,) €
Top(X)

3. t1 < tg ety <tz implica ty <ts, para todos os ty,ta,ts € Top(X)

Temos entdao que t1 € um sub-termo de to sempre que t1 < to.

Se se tem que t < t/, entao existe pelo menos um contexto esquerdo, ce,
e um contexto direito, cd, de t em t’ tal que:

t' =cetecd

ce e cd nao sdo em geral termos, mas simplesmente sequéncias de simbolos

de Y.

Definigao 3.9 (Substituicao de Termos) Dado um conjunto de equagoes
Eq, para uma dada assinatura ¥ = (E,OP), com um conjunto fizo de va-
ridqveis X = X4 para cada equagao eq. Entao a equagao (X, LE,LD) € Eq
define duas regras de substituicao:

1. LE = LD (regra esq-dir)

2. LD = LE (regra dir-esq)

Uma regra t; = to é aplicdvel a um termo t € Tpp(X) se existe uma
atribuigdo atr : X — Tpp(X) com extensdo atr : Top(X) — Tpp(X) tal
que para t; = atr(t1) e to = atr(ts), tem-se que: t; é um sub-termo de t.

A substituicao de t; em ¢ por ty d4 origem a um termo t’, sendo que se
denota essa substituicao por ¢ = t(¢1 /t2).

Se houver mais do que uma ocorréncia de t; em t a regra de substituicao
deve especificar como proceder.

Definicao 3.10 (Derivagao de Termos) Dado um conjunto Eq de equagoes
para uma dada assinatura ¥ = (E,OP) com um conjunto fixo de varidveis
X, temos que:

1. Se a regra t1 = to € aplicdvel ao termo t € Top(X) entao diz-se que
t = t' € uma derivacdo num passo de t para t' em Eq, usando a regra
t1 = to e a atribuicao atr.

2. Uma sequéncia de n > 0 derivagdes num so passo tg = t1 = --- =ty
comt =ty et =t,, denotada por t = t', ¢ designada por deriva¢ao
de t para t' em Eq, e eq = (X, t,t') é designada por equagdo derivada
de Eq com X fizo.
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3. A derivagio t = t' € dita correcta com respeito o Esp-dlgebra A se se
tem que para toda a atribui¢do atr : X — A se verifica atr(t) = atr(t').

Tendo estabelecido como se procede a derivacao de termos, e o que se
entende por uma derivacao correcta para uma dada algebra A, falta-nos
definir o que se entende por derivagoes correctas.

Teorema 3.2 (Correcgao das Derivagées) Dado wuma  especificagio
Esp = (E,OP, Eq), onde Eq é um conjunto de equagdes com respeito a um
conjunto fizo de varidveis X, cada derivacio t = t' de termos t,t' € Top(X)
em Eq € correcta com respeito a todas as Esp-dlgebras A.

Demonstracao.

Demonstracao por inducao estrutural.

Pela transitividade da igualdade na definicao de derivagao correcta, isto
é atr(t) = atr(t) basta provar a correc¢gao com respeito a Esp-dlgebra A
para uma derivacdo num passo. Assume-se que se usou a regra t; = to
com (X, t1,19) € Fq e uma atribui¢ao atr : X — Tpp(X) de forma a obter
t' = t(t1/t2) com t; = atr(ty) e to = atr(t2).

De molde a demonstrar a correccao da derivacao com respeito a A é
necessario mostrar que para cada atribuicdo atrl : X — A se tem que
atr1(t) = atrl(¢).

Usando o facto de que t' = (1 /t2) basta mostrar que atr1(Z;) = atrl(ty).

Dado que (X, t1,t2) é valida em A (A é uma Esp-dlgebra) sabe-se que
para a atribuicao atr2 : X — A definida por atr2 = atrl o atr

X a—trrTop(X)
atr2 atrl

A

tem-se que

atr2 (tl ) = atr2 (tg)

pela definicao de atr2 e pela compatibilidade de atribuicoes, temos entdo
que:

atr2 = atrl o atr



3.2. EXEMPLOS 43

X —atr>T0P(X)<atLTOP(X)

atr2 atrl atr2

A

O que por atr2(t1) = atr2(t2) e por 1 = atr(t1) e to = atr(t2) implica
que atrl(ty) = atrl(ts).
c.q.d.
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