Capitulo 4

Especificacao de Tipos
Abstractos de Dados

Um tipo de dados é uma coleccdo de dominios de elementos, designados
elementos basicos, e de operacoes nesses dominios, de tal forma que todos
os elementos dos dominios podem ser gerados a partir dos elementos bésicos
através das operacoes. Os dominios de elementos sao enumeraveis.

Um tipo abstracto de dados é uma, classe de tipos que é fechada para a
re-designacdo dos dominios de elementos, dos elementos, e das operacoes,
consequentemente é independente da representacao.

Vamos ver que é possivel, e é apropriado, escrever uma especificagao
algébrica equacional para especificar os tipos abstractos de dados. Vai-se
construir a algebra de termos quociente Tgsp, que é gerada pelos simbolos
de operagao, e que satisfaz uma dada equacao fechada eq se e s6 se eq é
valida em todas as Esp-dlgebras. Esta propriedade designa-se por tipica. As
propriedades de ser gerada, e de ser tipica caracterizam, de forma tunica a
menos de um isomorfismo, Txgp.

4.1 Um exemplo: O TAD Cadeia de Caracteres

O tipo abstracto de dado Cadeia de Caracteres tem como elementos as
sequéncias finitas de elementos de um dado alfabeto de base.

Em termos matematicos os elementos deste TAD sao palavras z1,..., 2,
de comprimento n > 0. Para n = 0 tem-se a palavra vazia, para n > 0 é
uma sequéncia de elementos de um dado alfabeto A.

I necessério definir antes de mais o alfabeto A = {a1,...,a,}. As pala-
vras sao elementos do dominio A*, o conjunto de todas as sequéncias enu-
meraveis de elementos de A, e que inclue a sequéncia vazia. Como operagoes
temos a constrdi, que para todo o elemento de A constréi uma sequéncia de
comprimento 1, concatena, que dadas duas palavras constréi um outra pa-
lavra por justaposicao das duas palavras dadas como argumento, aesq que
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adiciona um novo elemento a esquerda de uma dada palavra, e adir que
adiciona um novo elemento a direita. de uma dada palavra.
Temos entao o seguinte modelo matematico:

SeqCar = ({A, A*},{a1,aq, ...
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De seguida temos uma especificacao algébrica equacional, SEQCAR, para
qual SeqCar é uma SEQCAR-Algebra, e na qual o alfabeto é considerado uma
sub-espécie das sequéncias de caracteres.

module SEQCAR {

[Alfabeto < Palavras]

ops al,...,an :

op vazia : -> Palavras

op constroi :

op concatena :

-> Alfabeto

Alfabeto —-> Palavras
Palavras Palavras -> Palavras {assoc id: vazia}

op aesq : Alfabeto Palavras -> Palavras
op adir : Palavras Alfabeto -> Palavras

var A : Alfabeto
var S : Palavras
= concatena(constroi(A),S)
concatena(S,constroi(A))

eq aesq(A,S)
eq adir(S,A)

A especificacao SEQCAR e a algebra SeqCar definem o mesmo Tipo Abs-
tracto de Dados SeqCar, que vamos designar por TAD(SeqCar), e que consis-
te na algebra SeqCar assim como em todas as dlgebras que lhe sao isomorfas,
em especial a dlgebra de termos quociente T'scqcar que pode ser construida
a partir da especificacdo equacional SEQCAR.
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4.2 Algebra de Termos Quociente

Trata-se de construir, para cada especificacdo equacional ESP, uma dada
ESP-algebra. Dado que a construcao se vai efectuar através da definicao de
classes quociente de termos da assinatura Esp, designa-se esta algebra por
dlgebra de termos quociente, Trgp.

Antes de definir de uma forma geral o que se entende, e como se pode
construir, uma algebra de termos quociente vamos ver o exemplo concreto
de SEQCAR, isto é Tseqcar-

Tseqcars a dlgebra de termos quociente para a especificagao SEQCAR.

12 passo: Definicao de conjuntos de termos para cada uma das
espécies consideradas na especificacao.

TAlfabeto = TOP,Alfabeto; TPalavras = TOP,Palavras
estes conjuntos sao definidos indutivamente
1. a1,...,an € TAlfabeto, 00210 € Thalayras

2. Para todo o ta € Talfabeto € tS1,182 € Tpalayras €ntdo constroi(ta),
concatena(tsi, tsa), aesq(ta,ts1), adir(tsi,ta) € Tpalayras

22 passo: FKstabelecer uma relacao de equivaléncia nos termos. Dois
termos sao ditos equivalentes

se e sO se a valoracao valy : Top — A aplicada a ambos os termos d4 o
mesmo resultado

vala(ty) = vala(t2) para todas as ESP-dlgebras A.

A presente definicao de relagao de equivaléncia entre termos tem como
consequéncia que todos os termos que coincidam com os lados esquerdos e
direitos de equagoes sao equivalentes entre si. Por exemplo:

concatena(vazia, vazia) = vazia

pela 12 equacao da especificacao equacional.

Além disso para toda a derivacio t; = to tem-se que val(t;) = val(ts) e
consequentemente ¢, = to.

Uma classe de equivaléncia pode ser considerada como um elemento abs-
tracto. Os representantes de cada uma das classes vao ser os elementos da
algebra de termos quociente.
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[t] = {tl | th = t} para todoot € TOP = TAlfabeto U TPalavras

Os conjuntos quociente sao entao definidos do seguinte modo

QAlfabeto - {[ﬂ | te TAlfabeto}

QPalavras - {[ﬂ | te TPalavras}

estes sao os conjuntos portadores para a seguinte SEQCAR-algebra, TseqCars
que é a algebra de termos quociente para a especificagao SEQCAR.

TSeqCar = ({QAlfabetoa QPalavras}a {alQa ceey anQ s VaZiaQ: COIlStI'OiQ,
concatenag, aesqq, adirg })

com
aig = lag], i=1,...,n

vaziag = [vazia]

COIlStI‘OiQ: QAlfabeto —  QPalavras
l[a] —— constroig([a]) = [constroi(a)]

ConcatenaQ: QPalavras X QPalavras — QPalavras
([ts1], [ts2]) +— concatenag([tsi], [ts2]) =
= [concatena(tsy,ts2)]
aesqg: QAlfabeto X QPalavras —  QPalavras
(la,ts1]) +— aesqq([a, tsi]) =
= [aesq(a, ts1)]
adirQ: QPalavras X QAlfabeto — QPalavras
([ts1,a]) +— adirg([ts;,a]) =
= [adir(¢s1, a)]

para todo o a € TAlfabeto € tSla tso € TPalavras-

32 passo: Para verificar que a dlgebra Tscqcar definida deste modo é
uma, SEQCAR-algebra é necessario verificar que:

1. as fungoes estao bem definidas;
2. a algebra Tseqcar satisfaz as equagoes em SEQCAR.

As funcoes estao bem definidas significa, por exemplo para a funcao
constroi, que para ta = ta’ entao constroi(ta) = constroi(ta’).
Pela definicao da relagao de equivaléncia =, isto significa que:
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valy(ta) = vala(ta’) = vala(constroi(ta)) = val 4(constroi(ta’))
ora

val4(constroi(ta)) = vala(constroi)(vala(ta))
= constroig(vals(ta))
= constroig(vals(ta')) por hipétese

= valg(constroi(ta’))

ou seja a relacao de equivaléncia = é uma congruéncia, isto é, é compativel
com as operagoes.

As dlgebras de termos quociente definidas deste modo satisfazem as
equacoes, vejamos que assim é num caso concreto.

Para [ts} € QPalavrasv [ta} € QAlfabetoa temos:

adirg([ts], [ta]) = [adir(¢s,ta)],
por definicao de adirg
= [concatena(ts, constroi(ta)],
dado que para toda a SeqCar-dlgebra A temos
val 4 (adir(ts,ta)) = adirg(vala(ts), vala(ta))
= concatenag(vala(ts), constroig (val(ta)))
= valy(concatena(ts, constroi(ta)))
= concatenaq([ts], constroig([tal)),
pela definigdo de concatenag, e de constroig.

Este facto advém do facto de que a relagao de equivaléncia, tal como foi
definida, é uma congruéncia nos termos, isto é, respeita (é compativel com)
as operacoes.

Definicao 4.1 (Congruéncia nos termos de base) Dado uma especifi-
cagao Esp = (E,0P, Eq), a relagio de equivaléncia = definida nos termos
fechados (de base) por:

t1 = tg sse valg(t1) = valg(t2), t1,to € Top e A uma Esp-dlgebra.
€ designada por congruéncia nos termos de base

A congruéncia nos termos de base satisfaz um conjunto de condigoes,
sendo que algumas delas sao comuns a todas as relagoes de equivaléncia,

enquanto outras ja sao especificas da relacao definida acima.

Proposicao 4.1 (Propriedades da Congruéncia) A congruéncia nos ter-
mos de base satisfaz as sequintes condigoes, para quaisquer termos em Top:
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1. t1 =t1, (reflexividade)
2. t1 = tg implica ta = t1,  (simetria)
3. t1 =19 ety = t3 implica t; =t3, (transitividade)

4. t1 =1, ...ty =t implica N(t1,...,t,) = N(t)...,t)), (congruéncia)
para todo o simbolo de operacio N :ej...e, —e,n>1
e Ne OP

5. Cada derivagio t; = to em Eq entre termos fechados t1,to, implica
tl = tQ.

6. Se existe uma Esp-dlgebra A com val(t1) # val(t2) para quaisquer t1,to
termos fechados em Top entao ty Z to.

A demonstragio destes factos encontra-se em (Ehrig & Mahr, 1985).
Temos agora a definicao de Algebra de Termos Quociente.

Definigao 4.2 (Algebra de Termos Quociente) Dado uma especifica-
¢ao Esp = (F,OP, Eq), e dada a congruéncia nos termos de base, a dlgebra
de termos quociente € definida por:

1. para cada espécie e € E tem-se o conjunto portador
Qe ={[t] | t € Tope}
com [t] ={t' | t' = t};

2. para cada simbolo de constante ¢ : 1 — e em OP a constante cg € a
classe de congruéncia gerada por c

cq = [d]

3. para cada simbolo de operacao N : ej...e, — e em OP a operacao
Ng: Qe X ... X Qe,, — Q¢ € definida por

No([ta], -+ [ta]) = [N (t1; - - 1n)]

para todos os termos t; de espécie e;, parai=1,....,n.

Para poder “comparar” algebras é necessario explicitar como é que se
pode definir fungoes entre algebras. A nocao de homomorfismo, uma fungao
que preserva a estrutura, surge neste contexto como forma de relacionar
duas éalgebras.
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Definicao 4.3 (Homomorfismo e Isomorfismo) Sejam A e B duas dl-
gebras com a mesma assinatura ¥ = (E, OP).

Homomorfismo Um homomorfismo f : A — B, também designado por
um X-homomorfismo, € uma familia de funcoes f. : Ac — B, para
e € E tal que:

e para cada simbolo de constante ¢c:1 — e em OP, e come €
tem-se:

fe(cA) =CB

e para cada simbolo de operacao N :e1...eo0 — e em OP, e para
todo 0 a; € A¢;, comi=0,...,n, tem-se:

fe(NA(ala ce aan)) = NB(fel (al), cee fen(an))

Isomorfismo Um homomorfismo f : A — B € dito um isomorfismo, f :
A ~ B se todas as funcgoes fe : Ae — Be, para todo o e € E, sdo
bijectivas.

Algebras isomorfas As dlgebra A e B sao ditas isomorfas, A ~ B, se
existe um isomorfismo f: A~ B, ou g: B ~ A.

No seguimento temos um resultado que estabelece algumas propriedades
das algebras de termos quociente, e que permite ver como elas se relacionam
com o tipos abstractos de dados.

Teorema 4.1 (Propriedades da Algebra de Termos Quociente) A
dlgebra de termos quociente Tgs, de uma especificacio Esp = (F,OP, Eq)
tem as sequintes propriedades:

Gerada: a valoracao val : Top — Trsp € igual a nat : Top — Trsp, defi-
nida por nat(t) = [t] para todo o t € Top, como consequéncia val é
sobrejectiva.

Tipica: cada equagio e = (t1,t2) de termos fechados t1,ty € Top € vdlida
em Tgsp sse € valida em todas as Esp-dlgebras A.

Tisp € uma Esp-dlgebra.

Antes de demonstrar este resultado é importante referir que a algebra de
termos quociente é (pode-se demonstrar) a unica Esp-dlgebra que verifica
as propriedades de ser Gerada e Tipica. Mais a adlgebra de termos quociente
pode ser vista como um objecto inicial na categoria de todas as Esp-dlgebras.
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Demonstragao.

I) Demonstra-se que val = nat : Top — Tgsp por indugio estrutural, e
usando a defini¢ao de val e de Tggp.
Para todo o simbolo de constante ¢: 1 — e em OP tem-se

val(c) = cg = [c] = nat(c)

Para todo o simbolo de operacdo N :e;...e, — eem OP comn > 1e
termos t; € Top,, com val(t;) = nat(t;) parai=1,...,n tem-se

Vl(N(t1, . t2)) = No(val(ty),...,val(ty))
No(nat(ty), ... ,nat(ty))
NQ([tl]v"'a[tnD

= [NQ(tl,...,tn)}

= nat(Ng(t1,...,tn))

temos entao que val = nat. O facto de nat ser sobrejectivo vem como
consequéncia de

TEsp,e = Qe = {[t] | te TOP,C}

IT) Para todo o t1,t2 € Top,e, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

1. e= (tl,tQ) ¢é valida em TEsp-
e = (t1,t2) é valida em Ty, se para todas as atribuicoes atr :
X — Tgsp se tem que atr(t;) = atr(t2). Mas para X = () tem-se
que atr = val e neste caso temos que val(t;) = val(t2), como ja
vimos em I.

2. V&l(tl) = Val(tg)
pela propriedade I, pela definicao de nat, e pela definicao de [t].
3. nat(tl) = nat(tg)
pela definicao de nat, e pela definicao de [t].
4. [tl] = [tg]
pela definicao das classes de equivaléncia [t] = {t' | t = ¢'}.
5. tl = t2
pela definicao de congruéncia.
6. val(t1) = val(ta), para todas as Esp-algebras A
para todo o X = (), atr = val.

7. e = (t1,t2), é valida em todas as Esp-dlgebras A,

para todo o X = (), tem-se atr = val, e como tal val(t;) = val(tz)
ou seja e ¢ valida em A.
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I1I) E necessério mostrar que para toda a equacao (E,D) € Eq e
toda a atribuicao atr, : X — Tgg, temos que:

afr,(B) = atr(D)

Se F e D sao termos fechados entao isto segue directamente da pro-
priedade II. Caso contrario, e dado que val é sobrejectiva podemos
definir uma atribuicao atr : X — Tpp com

atrx = wvaloatr

Tomando t; = atr(E) e to = atr(D) obtém-se um par e = (t1,t2) de
termos fechados para os quais é necessario mostrar que satisfazem

val(t1) = val(te) para toda a Esp-dlgebra A

Para tal constréi-se a atribuicao atrs = valy o atr, usando a compatibi-
lidade das atribuigoes tem-se

vala(ty) = Valem(E):ﬁA(E)

valyg(ta) = ValeM(E):ﬁA(D)

Dado que A é uma Esp-dlgebra e (F, D) € Fq entao atro(F) = atra(D)
ou seja

valg(ty) = wvalg(te) para toda a Esp-dlgebra
mas entao (pela propriedade II)
val(ty) = wval(to)
o que significa que
valoatr(F) = wvaloatr(D)
mas entao por atrx = valoatr e pela compatibilidade das atribuigoes tem-se
ate,(E) = ata(D)

c.q.d.



