A Algebra dos sistemas de identificacao:

da aritmética modular aos grupos diedrais

Jorge Picado

1. Introducao

“O Coelho Branco pés os éculos.
— Por onde devo comegar, Vossa Majestade? — perguntou ele.
— Comecga pelo principio, — disse o Rei, muito sério — e con-

tinua até chegares ao fim. Depois pdra.”

LEwis CARROLL, As Aventuras de Alice no Pais das Maravilhas

De ha alguns anos para ca os Bilhetes de Identidade passaram a ter um algarismo
suplementar, justaposto ao seu nimero (Figura 1), sendo habitual ouvirmos na rua as
mais diversas interpretagoes para o significado de tal algarismo. Destas, a mais comum
¢é a de que “indica o niimero de pessoas em Portugal com o mesmo nome que o portador

do BI”. (No meu BI esse algarismo é o zero o que me deixa mais descansado!)
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Figura 1: Exemplo de Bilhete de Identidade.

E claro que qualquer pessoa com um pouco de bom senso dird que esta explicacao é
um perfeito disparate; porque é que esse numero s6 pode variar entre 0 e 97 por outro
lado, basta indagar do algarismo constante no BI de algumas pessoas para encontrarmos
rapidamente algarismos iguais a 8 e a 9 em pessoas cujo nome ¢é, além de comprido,
pouco usual.

Com este artigo pretendemos explicar o papel de tal algarismo. Veremos como todos
os dias lidamos com sistemas de identificacao deste tipo, cuja matematica além de ser
facilmente compreensivel, pode ser melhorada de modo a tornar esses mesmos sistemas
muito mais eficientes. Isto permite-nos ilustrar algumas das caracteristicas fundamen-
tais da matematica moderna, nomeadamente a sua “orientacao abstracta, formal ou
axiomatica” (Sebastido e Silva [18]). Observaremos como algumas estruturas algébricas
abstractas criadas pelos matematicos tém aplicagao nos sistemas de identificagao com
que lidamos na nossa vida quotidiana e, além disso, como a utilizacao dessas estruturas

se torna indispensavel se quisermos que esses sistemas sejam realmente eficientes.



2. Seguranca na transmissao de dados

“WRONG NUMBER - DEMOLITION CREW WRECKS HOUSE
AT 415, NOT 451

It was a case of mistaken identity. A transposed address that
resulted in a bulldozer blunder.

City orders had called for demolition on Tuesday of the boarded-
-up house at 451 Fuller Ave. SE. (...)

But when the dust settled, 451 Fuller stood untouched. Down
the street at 415 Fuller Ave. SE, only a basement remained.”

DouG GUTHRIE, The Grand Rapids Press (5/12/90)

Em qualquer texto, um erro de ortografia numa palavra pode ser facilmente de-
tectavel: ou a palavra nao faz parte da lingua ou é simplesmente ilegivel como, por
exemplo, “Mtaemdtica”. Tal transposicao de simbolos adjacentes é um erro comum
em textos escritos numa maquina (as teclas correspondentes as letras trocadas foram
simplesmente premidas pela ordem errada). Se, no entanto, encontrarmos a palavra
“alta” algures num texto, nao teremos maneira de dizer se 14 deveria estar “lata”, a
nao ser pelo contexto, lendo a frase que contém a palavra duvidosa. Pode ser mesmo
que a palavra correcta seja “acta”, “anta” ou “apta”, mas acidentalmente premiu-se a
tecla errada, um outro erro muito comum. Mais uma vez, o contexto dar-nos-a a chave
para encontrar a palavra certa. Contudo, se um empregado bancdrio comete um tal
erro aquando da escrita de um nimero de conta numa dada transacgao, nao existe a
primeira vista maneira de detectar tal erro e imaginar-se-a os problemas causados.

E precisa entao alguma protecgao contra estes erros. Um “contexto” para o nimero
de conta poderia ser providenciado pelo nome do titular da conta. Escrevendo sempre
o nome do cliente juntamente com o niimero da conta, o nome poderia ser comparado
com o numero escrito e, em caso de inconsisténcia, uma mensagem de alerta poderia
ser emitida. Mas se o nome for tdo comum como “Silva”, por exemplo, o erro podera
persistir. Além disso, este método tem o inconveniente de exigir que, numa transferéncia
de um banco para outro, o primeiro banco tenha acesso a lista dos nomes dos titulares
de contas no segundo banco, o que nao é possivel. O erro s6 seria portanto detectado
quando o aviso de transferéncia chegasse ao segundo banco, porque s6 ai o teste de
comparacao do nimero com o nome poderia ser feito.

Por estas razoes, o que se faz é apensar um grupo de algarismos redundantes, chama-
dos algarismos de teste, ao nimero de conta original. O novo nimero obtido passa a ser
o numero de conta real. Nalguns casos, como veremos, em vez de algarismos utilizam-
se caracteres ndo numeéricos (por isso, também se costumam designar os algarismos de
teste por caracteres de teste).

Vejamos um exemplo diferente. Em diversos institutos de investigacao médica exis-

tem ficheiros com os dados dos pacientes em estudo. Essas fichas sao, por razoes ébvias,



mantidas anénimas, o que significa que a correspondéncia entre uma ficha e os dados
pessoais do respectivo paciente s6 é recuperavel por meio de um nimero de identificacao,
o “nimero do paciente”. Para manter a privacidade dos dados, os cientistas nao tém
acesso aos dados pessoais de cada paciente, pelo que s6 se podem referir a uma dada
ficha pelo seu nimero de paciente. Um erro de dactilografia na escrita do niimero do pa-
ciente aquando da actualizacao de uma dada ficha poderia diminuir ou mesmo anular a
qualidade da investigacao. Neste caso é claro que nao é possivel introduzir, como teste,
o nome ou outro dado pessoal do paciente (data de nascimento, etc.). Como poderd
entao ser detectado e, portanto, prevenido um erro de dactilografia? Escrever cada
nudmero duas vezes é, além de moroso, pouco ttil. Se uma pessoa 1¢, inadvertidamente,
“1947” em vez de “1974” terd certamente a propensao para fazer o mesmo novamente.
Tal erro de transposigao é tao usual que uma outra pessoa teria alguma probabilidade
de fazer o mesmo. Este tipo de problemas aumenta em algumas linguas — por exemplo,
no alemao, onde niimeros como “47” sao ditos como “sete-e-quarenta”, numa traducao
literal. Também neste caso uma solugao reside em apensar um algarismo redundante
ao numero de identificacao original. Se se abre uma ficha para o doente 1947, esta nao
serd identificada pelo ntimero 1947 mas sim, digamos, pelo nimero 19476. Este novo
nimero que se obtém do niimero “nao protegido” 1947 por justaposicao do algarismo
de teste 6 diz-se entdo um “nuimero protegido”. O algarismo de teste é determinado a
partir do nimero nao protegido por um certo algoritmo (chamado algoritmo de teste).
Daqui em diante sé o niimero protegido serd usado para identificar a ficha do paciente.
Sempre que é dactilografado, o computador aplica o algoritmo de teste para verificar
se o ultimo algarismo escrito é de facto o mesmo algarismo que o algoritmo fornece
quando aplicado ao nimero nao protegido. E claro que a eficiéncia deste método reside
na concepgao do algoritmo de teste: tera que permitir a detecgao dos erros de dactilo-
grafia mais comuns. Por exemplo, todos os niimeros que possam surgir de 19476 por um
desses erros, incluindo 91476, 10476, 14976, 19477 etc. deverao ser identificados como
incorrectos. B entdo necessério que os algarismos de teste calculados para os niimeros
nao protegidos 9147, 1047 e 1497 sejam todos diferentes de 6; o ntmero 19477 é ja
reconhecido como errado uma vez que o algarismo de teste para o 1947 é 6 e nao 7.

Por exemplo, um sistema nao muito eficiente é o seguinte sistema “mddulo 10”. Se
o numero de identificagao é, digamos, 1234567895 entao 5 é o algarismo de teste, que é
calculado por

14+243444+54+64+7+8+9=5 (mod 10).

Se escrevermos erradamente 1244567895 teremos
1+24+44+4454+6+74+8+9=1 (mod 10)

e o erro é imediatamente detectado pois 1 # 5. Este método nao pode, no entanto, ser
recomendado se quisermos detectar o erro 1324567895. Note-se que a ocorréncia destes
erros pode ser por exemplo fatal no caso dos sistemas automaticos de navegacao aérea,

onde estes métodos sao hoje em dia muito utilizados.



3. Sistemas de identificacao modulares: dos livros aos cé-

digos de barras

“So abundant are the sorts ..., that to describe them all would

tire the patience of Socrates himself.”

NicHoLAS CULPEPER, Complete Herbal and English Physician
(1826)

“There are, however, few things which are worth knowing that

can be known without patient attention.”

ANNE PRATT, The Flowering Plants Grasses, Sedges and
Fernes of Great Britain (1899-1905)

O desenvolvimento nos ultimos anos de sistemas automaéticos, relativamente baratos,
rapidos e fidveis, de leitura de ntimeros, tornou pratica usual a justaposicao de um alga-
rismo aos numeros de identificagdo de uma dada coleccao de objectos, com o objectivo

de detectar os erros de leitura e escrita mais comuns.
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Figura 2: Varios exemplos de sistemas de identificagdo com algarismo de teste: sistema ISBN, bilhete

de aviao, identificador de via verde e sistema ZIP de correspondéncia postal.

Nestes sistemas com algarismos de teste — habitualmente apelidados de sistemas
(ou cédigos) de identificagdo detectores de erros — nao se pretende que o erro seja
automaticamente corrigido mas tao sé que o sistema alerte o operador da ocorréncia de
um erro e, consequentemente, da necessidade de reescrever o niimero.

Eo que acontece, por exemplo, nos cartoes de crédito, contas bancarias, cheques,
livros (sistema ISBN), publicacoes periédicas (sistema ISSN), publicagbes de pautas
musicais (sistema ISMN), bilhetes de avido, cédigos de barras (sistemas UPC, EAN,

etc.), passaportes, produtos quimicos, cartas de condugao, identificadores via verde (das



auto-estradas), carros de aluguer, vales postais, correio expresso, correspondéncia postal
(sistema ZIP), bancos de sangue, produtos farmacéuticos (sistema UPN), encomendas
postais, etc. (veja [5], [6], [7], [20], [21]).

O sistema ISBN

Um dos exemplos mais antigos é o sistema International Standard Book Number (ISBN)
de catalogagao de livros (Figura 3). A necessidade que as editoras e livrarias tém de ca-
talogar os seus livros e informatizar o sistema de encomendas estd na base da concepgao
deste sistema. Uma lista de nimeros é transmitida e guardada com mais eficiéncia do
que uma lista de nomes. Além disso, as listas de nimeros transpoem a barreira da
lingua e dos vérios alfabetos da comunidade internacional (pense-se na facilidade com
que podemos encomendar um livro a um editor japonés sem ter que especificar o titulo
do livro em japoneés!). O sistema ISBN, criado em 1969 pela International Standard Or-
ganization, é um sistema de identificacdo numérica de livros, CD-Roms e publicagoes em
braille. Associando um inico nimero a cada titulo publicado o sistema providencia esse
titulo com a sua “identidade” nao duplicavel, reconhecida internacionalmente. Desde
entao as editoras identificam os seus livros com um ndmero aj as a3 a4 as ag a7 ag ag aig
de 10 algarismos, servindo os 9 algarismos a1, as, ..., a9 para identificar o livro, divi-
didos por 3 secgoes de comprimento varidvel, separadas por um hifen, e sendo ajg o
algarismo de teste. A primeira sec¢ao (mais a esquerda) identifica um grupo nacional
ou geografico de editores, a segunda seccao identifica um editor particular desse grupo e
a terceira identifica um titulo particular ou determinada edicao de um titulo. Por exem-
plo, se olharmos para as costas do livro “Aventuras mateméaticas” de M. de Guzman

observamos o seu nimero ISBN:

ISBN-972-662-165-8

Figura 3: Livro com ISBN 972-662-165 e algarismo de teste 8.

“972” ¢é a identificacao utilizada para os livros editados em Portugal e “662” a
utilizada pela editora Gradiva. Esta etiquetou o livro com o ntimero “165”. O algarismo

de teste “8” é calculado do seguinte modo:
10X 949X T+8X2+TX6+6X6+5Xx2+4x1+3x64+2x5+1x8 =27x11 =0 (mod 11).
Portanto o algarismo de teste a1 é escolhido por forma a que a soma de teste

S = (a17a2>"'7a10) ' (]-07 97 8’ 77675a4a3a2a1)
= 10a1 4 9asz + 8asz + Tay + 6as + dag + 4a7 + 3ag + 2a9 + a1

seja divisivel por 11; ou seja, ajg = — Y9, (11 —i) x a; (mod 11). No caso do ISBN

ser 972 — 662 — 178 — a1 obtemos, para o algarismo de teste aq,

—(10X9+9XT+8X24+TX6+6X6+5x2+4x1+3x7+2x8) = —298 = 10 (mod 11),



isto é a;g = 10. Como se pretende que os nimeros de identificacao ISBN sejam formados
por 10 simbolos alfanuméricos, convencionou-se representar o algarismo de teste “10”
pelo respectivo simbolo na numeracao romana, “X”. Tendo isto em conta, obtemos o
nimero ISBN 972-662-178-X que identifica o livro “Ah, descobri!” de Martin Gardner.

Um outro exemplo: o livro “Hilbert” de Constance Reid possui na sua versao em
alemao, publicada pela editora Springer de Berlim, o numero 3-540-04999-1 (o “3”
inicial indica um livro publicado em alemao); mas na sua versao em inglés, publicada
pela Springer de Nova lorque, o nimero é 0-387-04999-1.

E claro que a variacao do comprimento das seccoes permite que os idiomas mais
utilizados e que as grandes editoras tenham um nimero de identificacao menor para que
a terceira secgao tenha mais algarismos permitindo assim catalogar um maior niimero
de livros. Por exemplo, a lingua inglesa é identificada somente pelo algarismo “0” e
a editora McGraw-Hill tem um cédigo de 2 algarismos, tendo assim a sua disposi¢ao
6 algarismos para identificar os seus livros, havendo pois espaco para 1 milhao de
titulos. A Sociedade Americana de Mateméatica possui um nimero de identificagdo com
4 algarismos e pode portanto catalogar 10000 titulos.

Os editores e as livrarias usam o sistema ISBN de modo a que as encomendas, a ca-
talogacao, os inventarios etc. sejam feitos de modo mais expedito e eficiente. Contudo,
como observamos na seccao anterior, estes cédigos de identificacao criam novos proble-
mas: as pessoas ao manusear listas de nimeros cometem, com frequéncia, alguns erros
na sua leitura ou escrita; por exemplo ao dactilografa-los num computador, ao comu-
nica-los por telefone, etc., o que pode levar um cliente a encomendar um determinado
livro e a receber outro. Para evitar estes e outros riscos que implicam gastos elevados
o sistema precisa de ter capacidade para detectar tais erros. Ai reside a importancia
do algarismo de teste. Como veremos, com este sistema mddulo 11 é possivel detectar
todos os erros que afectam um sé algarismo e todas as trocas de algarismos adjacentes.

Para mais informagoes sobre o sistema ISBN consulte, por exemplo, o enderego
www.copyritepress.com/isbn.html. O sitio www.issn.org contém informagcao por-
menorizada sobre o sistema analogo ISSN de catalogacdo de revistas e em
www.nlc-bnc.ca/ismn encontra ainda informagao sobre o sistema ISMN de catalogagao

de publicagoes musicais.

O sistema UPC (EAN)

Sempre que vamos ao supermercado encontramos outro exemplo: o cédigo de barras
utilizado nos produtos comerciais (Figura 4). O sistema Universal Product Code (UPC)
foi o primeiro cédigo de barras profusamente adoptado. Foi criado nos E.U.A., em 1973,
para ajudar os grandes supermercados a tornar mais eficiente o pagamento nas caixas e,
simultaneamente, controlar melhor o inventario dos produtos em armazém. O sucesso
do sistema conduziu rapidamente a sua implementacao em todos os produtos vendidos
a retalho e a sua difusao pelo mundo. Em 1976 adoptou-se na Europa o sistema analogo

European Article Number (EAN). Este, por usar mais um algarismo, permite que um



nimero maior de produtos seja identificado, prevenindo assim uma maior longevidade
do sistema. Alids, a organizacao que gere o sistema UPC — o Uniform Code Council
— anunciou ja que preve que o UPC se esgote por volta de 2005, altura em que os
E.U.A. adoptarao o sistema EAN, como muitos outros paises nao europeus ja fizeram,
entretanto.

Olhando para o exemplo na Figura 4

0 ""12345% 7890 s
Figura 4: Numero de identificagdo UPC 01234567890 e algarismo de teste 5.

podemos ver que cada cédigo de barras é constituido por duas partes:

e O nimero UPC (“the human readable number”) com 12 algarismos.

e A codificacdo desse ntimero por barras verticais, de modo a que o numero seja
legivel por um leitor 6ptico. Qualquer pessoa com um pouco de paciéncia pode
também 1é-lo directamente (veja como em howstuffworks.com/upc.htm ou

www.uc-council.org).

O primeiro algarismo do nimero UPC identifica o tipo de produto (por exemplo,
“0” para mercearia e “3” para medicamentos), os cinco algarismos seguintes — 12345
— constituem o nimero de identificacdo do produtor e os seguintes cinco algarismos
— 67890 — identificam o produto. Mais uma vez o ultimo algarismo é o algarismo de
teste. Este algarismo, como veremos, permite ao leitor éptico confirmar se leu o niimero

correctamente e é calculado do seguinte modo:
3X0+1x143%x2+1x34+3x4+1x5+3x6+1x7+3x8+1x94+3x0+1x5=0 (mod 10),

isto é, o algarismo de teste aj2 é o Unico inteiro no intervalo [0, 9] para o qual a soma
de teste

S = (a17a27a37a47a57a67a7aa8aa9aa107a117a12) : (37173717371737173a1a371)
= 3ai1+as+3a3+as+ -+ 3a11 + ais

¢ divisivel por 10. Portanto a12 = —(3a1 4+ a2 + 3az + a4 + - - - + 3a;1) (mod 10). (Em
www.uc-council.org/checkdig.htm pode encontrar uma calculadora de algarismos de
teste.)



No sistema EAN (www.ean.be) os ntmeros de identificagdo tém comprimento 13.
Neste caso os primeiros 7 algarismos identificam o produtor, onde os primeiros 2 ou 3
identificam o pais de origem; por exemplo “560” é o cddigo atribuido a Portugal. O
algarismo de teste a;3 é dado por a13 = —(a1+3a2+as+3a4+- - -+a11+3a12) (mod 10).

Em www.uc-council.org, www.adams1.com/pub/russadam, www.cedar.buffalo.
edu/Adserv/postcode.html e www.barcodeman.com/barspec.html, podera consultar
mais informacao sobre os cédigos de barras em utilizagdo, nomeadamente sobre diversas
variantes dos sistemas UPC e EAN (como, por exemplo, os sistemas com supressao de
zeros, que encurtando o tamanho dos niimeros de identificagao permitem a sua utilizagao

em embalagens de dimensoes reduzidas).

Classificagao e estatistica dos erros

Na base da concepcgao dos sistemas de identificacao com algarismo de teste estdao duas

questoes:

(1) Que erros poderao ocorrer na transmissao de mensagens com nimeros?

(2) Com que frequéncia relativa ocorrem?

Como se trata de erros cometidos pelo homem, teremos que nos basear em estudos
empiricos. Esses estudos foram feitos nos finais da década de 60. A Tabela 1 apresenta
a classificagdo dos diversos tipos de erros identificados em [22] e respectivas frequéncias
relativas. Os erros aleatdrios sdo todos os erros nao abrangidos pelas outras categorias.
Erro singular significa um (e um s6) algarismo errado. Uma transposigao de algarismos
adjacentes significa uma troca entre dois algarismos adjacentes: ---ab--- — ---ba---
Numa transposicao intercalada acontece a troca entre dois algarismos que tém exacta-
mente um algarismo a intercala-los. Por exemplo, no nimero 123-5453 serd natural
trocar “54” com “53”. Os erros fonéticos dependem evidentemente do idioma utilizado.
O estudo em [22] restringe-se ao Inglés, Holandés e Alemao. Sao erros, por exemplo, do
tipo---a0--- — ---la--- (paraa = 2,3,...,9): quando, pelo telefone, ao fazermos uma
encomenda de Inglaterra informamos do nosso niimero de cartdao de crédito o ntimero

“50” (fifty), por exemplo, pode ser entendido como “15” (fifteen), ou vice-versa.

Tipo de erro Frequéncia
relativa (em %)
Erros singulares a—b 79.1
Transposicoes de algar. adjacentes ab — ba 10.2
Transposicoes intercaladas achb — bca 0.8
Erros gémeos aa — bb 0.5
Erros fonéticos a0 — la (a=2,3,...,9) 0.5
Erros gémeos intercalados aca — bcb 0.3
Erros aleatorios 8.6

Tabela 1: Tipos de erros mais comuns.



Estes estudos estatisticos também nos dizem que, a ocorrerem erros num nuimero,
a ocorréncia de mais do que um é muito pouco provavel.

Em certas circunstancias um erro pouco habitual pode tornar-se muito comum. Por
exemplo, na Suécia os nimeros de identificagdo nos BI consistem em 6 algarismos para a
data de nascimento (ano/més/dia), seguidos de trés algarismos para evitar duplicagoes.
Muitas pessoas no entanto permutam os algarismos do ano com os do dia criando um
erro do tipo ajasagasasag - -+ — asagazagsaias - - -. Sao especificidades locais que devem
ser tidas em conta aquando da concepgao de um sistema de identificacao.

Como veremos, os erros singulares sao totalmente detectados pela maioria dos sis-
temas em uso. Serd pois importante, para uma comparacao qualitativa dos diversos
sistemas, conhecer, no conjunto dos erros duplos nao aleatérios, a frequéncia relativa

de cada um dos diversos tipos de erros duplos:

Tipo de erro Frequéncia
relativa (em %)

Transposigoes de algarismos adjacentes 83.0

Transposigoes intercaladas 6.7

Erros gémeos 4.4

Erros fonéticos 3.7

Erros gémeos intercalados 2.2

Tabela 2: Frequéncia dos erros duplos.

Andlise do sistem ISBN

“— F se subtraires um a trezentos e sessenta e cinco,
quantos ficam?

— Trezentos e sessenta e quatro, claro.

Humpty Dumpty desconfiou da resposta.

— Preferia ver isso num papel — disse ele.”

LeEwis CARROLL, Alice do Outro Lado do Espelho

Os dados estatisticos acima apresentados dizem-nos que os erros singulares e as
transposicoes de algarismos adjacentes constituem os erros mais frequentes. Normal-
mente acontecem separadamente, e uma s6 vez no maximo, em cada mensagem. O
sistema ISBN foi concebido de modo a detectar estes erros (detecta mesmo qualquer

transposigao de algarismos nao adjacentes):

Proposicao 3.1. Suponhamos que, na leitura de um dado nimero ISBN, ocorre um
(e um sd) dos dois sequintes erros: um erro singular ou uma transposi¢ao. Entao a

soma de teste nao € um maltiplo de 11.

Demonstragao. A demonstracao deste facto é simples:



e Caso 1: “ocorre um erro singular”

Seja aj - --a;---ajp um numero ISBN e suponhamos que ay - -'ag ---aqg € o re-
sultado da ocorréncia de um erro singular na i-ésima posicao (i € {1,2,...,10}).
Denotemos por S e S’, respectivamente, as somas de teste do ntimero inicial (o
ntimero correcto) e do ntimero errado. E claro que S = 0(mod 11) e &' — § =
(11 —4)(a} — a;).

Se suposermos que S’ é multiplo de 11 entao, como 11 é primo, concluimos que
11 divide 11 — ¢ ou divide a — a;, 0 que é um absurdo pois 11 — i e a, — a; sdo

nimeros inteiros nao nulos entre —10 e 10. Logo S’ nao ¢ multiplo de 11.

e Caso 2: “ocorre uma transposicao”

Consideremos um ntmero ISBN, aq ---a;---a;--- a1, e o resultado da ocorréncia
de uma transposicao dos algarismos a; e a; nas posicoes i e j (i # j),
ai---aj---a;---ajp. Neste caso a diferenca S’ — S entre as respectivas somas

de teste € igual a
(11 - i)aj + (11 —j)ai - (11 - i)ai - (11 —j)aj = (_] - i)(aj - CLZ‘).

A suposicao de S’ ser muiltiplo de 11 é entao absurda pois conduz-nos a conclusao
de que um dos ntiimeros j — ¢ ou a; — a;, que sao numeros inteiros nao nulos entre

—10 e 10, é multiplo de 11. Em conclusao, S’ nao é miltiplo de 11. -

Corolario 3.2. Admitindo que na leitura dos numeros ISBN s6 ocorrem erros singu-
lares ou transposicées, nao mais do que uma vez em cada numero, entdo nao ocorrem
erros na leitura de um nimero ISBN se e sé se a sua soma de teste (depois de lido o

nimero) for miltipla de 11. "

Portanto, na recepgao de uma dada mensagem, contendo um numero ISBN cuja
soma de teste é multipla de 11, a probabilidade desse niimero ser o correcto é muito
elevada, atendendo aos dados estatisticos acima apresentados. Se, pelo contrario, a
soma de teste nao for um multiplo de 11, o niimero que temos nao é o nimero correcto.

Acabamos de ver como simples manipulagoes algébricas permitem provar que é
possivel a deteccao dos erros referidos. Estas técnicas podem também ser utilizadas
para averiguar que tipos de erros estes sistemas nao detectam e desafiar-nos assim a

conceber outros sistemas de identificacdo ainda mais eficientes.

Anidlise do sistema UPC (EAN)

Existe uma diferenga de concepcao entre o sistema UPC e o sistema ISBN. Este foi
desenhado para detectar os erros mais frequentes cometidos por operadores humanos
aquando da comunicacao de ntmeros longos. Aquele foi desenhado de forma a ser lido

e comunicado por méquinas (leitores épticos). Testes de qualidade realizados garantem
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que estas sao muito precisas e, quando muito, cometem erros singulares. O sistema
UPC foi pois concebido para detectar somente erros singulares.

Usando a técnica de subtrair a soma de teste de um niimero UPC a soma de teste de
um nimero UPC com um erro singular, podemos facilmente concluir que este sistema
detecta este tipo de erros. Na prova deveremos distinguir dois casos: quando o erro
ocorre num algarismo com indice par ou quando o erro ocorre num algarismo de indice
fmpar, pois a diferenca S’ — S é igual a 3(a} — a;), caso i seja par, e a a; — a;, caso i
seja fmpar. Se S’ fosse multiplo de 10, como S o é, terfamos 10|(S’ — S). Mas quer
mdc(1,10) quer mde(3,10) sdo iguais a 1 logo, em ambos os casos, 10 dividiria a} — a;,
o que é absurdo, pois a, — a; é um numero inteiro nao nulo entre —9 e 9.

Este sistema nao detecta todas as transposicoes de algarismos adjacentes, uma vez
que mdc(2,10) nao é igual a um. Por exemplo, se ag = 6 e ag = 1 forem trocados entao
S'— 8 =2(ag —ag) = 2(6 — 1), que é um multiplo de 10, enquanto que ag — ag 0 nao é.
Mais exactamente, as trocas de algarismos adjacentes ---a;41a; -+ — -+ Q@41 -
que este sistema nao detecta sdo aquelas em que |a;+1 — a;| = 5:

Com efeito, a diferenca S’ — S é igual a 2(a;1+1 —a;), caso i seja par, e a 2(—a;+1+a;),

caso i seja impar, pelo que
10|Sl = 10|(S, — S) <~ 10‘2((I¢+1 — ai) = |ai+1 — a¢| = 5.

Este sistema tem assim uma eficiéncia de 88,9% na deteccao deste tipo de erros,
uma vez que detecta 80 das 90 possiveis transposicoes de algarismos adjacentes (nao
detecta OS CaSOS “05777 “50777 “167’, “61’7’ “2777’ “72777 4(38777 “8377, “4977 e “9477). E’ IlO
entanto, um problema sem relevancia pratica, atendendo a precisao dos leitores 6pticos

assegurada pelos seus construtores.

Mais um exemplo: os cheques bancarios

Cada cheque bancario tem trés nimeros legiveis por computador impressos na sua
parte inferior. Um destes nimeros é o nimero do cheque e um outro é o nimero da
conta. O terceiro nimero é, no caso de alguns bancos, um nimero de nove algarismos
a1 as asz a4 as ag a7 ag ag identificando o banco emissor. Neste caso, o algarismo de teste

ag (entre 0 e 9) ¢ tal que
(7,3,9,7,3,9,7,3,—1).(a1, az, as, a4, as, ag, a7, ag, ag) = 0 (mod 10).

A prova de que este sistema também detecta todos os erros singulares é andloga as
anteriores. Contudo, por causa dos quatro coeficientes diferentes 7,3,9 e —1, deve-
remos estudar quatro casos separadamente. O facto crucial na prova serd o de que
mdc(7,10) = mde(3,10) = mdec(9,10) = mde(—1,10) = 1. Este sistema nao detecta
todas as transposi¢oes de algarismos adjacentes uma vez que mdc(4,10), mde(6,10)
e mdc(2,10) nao sdo iguais a 1. Também neste caso, as transposi¢oes de algarismos
adjacentes - - a;y1a;--- — ---a;a;+1 - - - que este sistema nao detecta sao exactamente

aquelas em que a diferenga a;11 — a; é, em modulo, igual a 5.
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Para a andlise de mais exemplos de sistemas de identificacao detectores de erros
consulte, por exemplo, [5], [6] e [20]. Em www.adams1.com/pub/russadam/info.html

pode encontrar calculadoras dos algarismos de teste de alguns desses sistemas.
Analise geral dos sistemas modulares

“Generalizemos para simplificar, ou para compreender melhor!”

JACQUES HADAMARD

Todos estes sistemas de identificagao possuem caracteristicas comuns que nos per-
mitem abordar o problema de uma forma geral e sistematica:

Fixemos um conjunto A de cardinal k, uma bijeccdo ¢ : A — Z; e um n-uplo
(p1,p2,...,pn) de inteiros nao nulos. Os numeros de identificagdo que constituem o

sistema sao palavras ajas . ..a, de comprimento n, definidas no alfabeto A, tais que

(P1,p2, -, Pn) - (1), e(az), - -, an)) = 0 (mod k)

ou seja
pit(ar) + pae(ag) + ...+ ppt(ay) =0 (mod k)

(ndo existe nenhuma razao significativa para usar o zero nesta condi¢ao; qualquer outro
elemento de ZZj, serve de modo equivalente.)

Aos sistemas deste tipo chamaremos sistemas de identificacao mdédulo k. No sistema

ISBN,

k=11,A={0,1,...,9,X},0(0) =0,0(1) = 1,...,¢(9) = 9,4(10) = X

(p1,p2,.-.,pn) = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1);
no sistema UPC,
k=10,A={0,1,...,9},c(a) =ae (p1,p2,-..,pn) = (3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)
e, no sistema EAN,
kE=10,A={0,1,...,9},c(a) =a e (p1,p2,-..,pn) = (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1);
no caso dos cheques,
k=10,A={0,1,...,9},c(a) =ae (p1,p2,...,0n) =(7,3,9,7,3,9,7,3,—1).

Ao n-uplo (p1,p2,---,pn) chama-se vector de verificagio de algarismos do sistema.
Para nao sobrecarregarmos muito a notacao cometeremos o abuso, daqui em diante, de
identificar ¢(a) com a.

Podemos imediatamente determinar quais os erros singulares e as transposicoes que

sao detectaveis:

12



Proposicao 3.3. Consideremos um nimero aias . . . a, de um sistema de identificacao

modulo k.

(a) Um erro singular a; — a} na i-ésima posicao € detectdvel se e sé se
pi(ai —a;) Z0 (mod k).
(b) Uma transposi¢ao dos algarismos a; e aj nas posigoes i e j € detectdvel se e so se
(pi —pj)(a; —a;) #0 (mod k).

Demonstragao. (a) E 6bvio pois a soma de teste do nimero incorrecto e a soma de
teste do nimero correcto diferem de p;(a; — a;). Portanto o erro serd detectavel se e sé
se pi(a; — a;) # 0(mod k).

(b) Neste caso a diferenga entre a soma de teste do niimero errado e a soma de teste
do ntmero correcto é igual a (p;a; +pja;) — (pia; +pja;) = (pi —p;)(aj — a;). Portanto,

o erro é detectavel se e s6 se (p; — p;)(a; —a;) # 0 (mod k). "

Podemos agora determinar facilmente as condi¢Oes nos pesos p; que assegurem a

detecgao de todos os erros de um determinado tipo.

Corolario 3.4. Um sistema de identificacdo mddulo k com vector de verificacdo de

algarismos (p1,p2, ... ,pn) detecta:
(a) Os erros singulares na posicdo i se e sé se mdc(p;, k) = 1;

(b) As transposicoes de algarismos nas posicoes i e j se e sé se mde(p; — pj, k) = 1.

Demonstragao. (a) Pela proposicao anterior o sistema detecta todos os erros sin-
gulares na posigao i se e s6 se para quaisquer a;,a; € {0,1,...,k — 1} com a; # al,
pi(a; —a;) # 0 (mod k). Esta condigdo é claramente equivalente a mdc(p;, k) = 1. De
facto, sob aquela condicao, se mdc(p;, k) fosse igual a d > 1 terfamos p; = dd; e k = dds
com dg € {1,2,...,k — 1}. Fazendo a, = d2 e a; = 0 obterfamos a condi¢ao absurda
pi(a; —a;) = 0 (mod k). Reciprocamente, sendo mdc(p;, k) = 1, se existissem diferentes
a; e a, em {0,1,...,k — 1} tais que k|p;(a} — a;) terfamos k|(a; — a;) o que é também
absurdo pois a; —a; € {1,2,...,k —1}.

(b) Pela proposigao anterior o sistema detecta todas as transposic¢oes dos algarismos
nas posicoes i e j se e s6 se para quaisquer a;, a; € {0,1,...,k—1} com a; # a;, se tem
(pi —pj)(aj —a;) #0 (mod k). A prova da alinea anterior diz-nos que esta condicao é

equivalente a mdc(p; — pj, k) = 1. "

Analogamente podemos fazer o mesmo relativamente aos outros tipos de erros, ob-
tendo a Tabela 3.
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Tipo de erro Condicoes

Erro singular: a; — a mdc(p;, k) =1
Transposicao: ...a;...a;... — ...a;...a;... mdc(p; — pj, k) =1

Erro gémeo: aa — bb (posigoes i,i + 1) mdc(p; + piv1, k) =1
Erro fonético: a0 — la (posigoes i,i+ 1), a € {2,...,k — 1} | apit1 # (a — 1)p;(mod k)
Erro gémeo intercalado: aca — beb (posicoes i,i + 2) mdc(p; + piva, k) =1
Erro gémeo generalizado: a...a — b...b (posigoes i, j) mdc(p; + pj, k) =1

Tabela 3: Condigoes de detecgao dos erros nao aleatérios da Tabela 1.

Com esta tabela torna-se agora muito simples a qualquer pessoa desenhar sistemas
de identificagao modulares que detectem determinados tipos de erros. E também 6bvio
porque é que os sistemas médulo 11 sao muito comuns. Esta tabela revela ainda porque
é que os sistemas que usem k < 10 sdao pouco utilizados: é impossivel que todos os
erros singulares e todas as transposicoes sejam detectados se nao obrigarmos todos os
algarismos a variarem entre 0 e k£ — 1, obrigacdo essa que torna o sistema pouco ttil
devido ao seu reduzido tamanho. Por exemplo, o sistema mddulo 7 usado nos bilhetes
de aviao e pela UPS (veja [7]), como utiliza todos os algarismos entre 0 e 9 ndo distingue
entre a; e a quando |a; —aj| = 7.

No caso k = 10 as condigoes da Tabela 3 sao incompativeis: é impossivel satisfazer a
segunda se quisermos satisfazer a primeira pois, nesse caso, p;4+1 € p; sao impares; além
disso, a segunda condicao também contradiz a quarta — de mdc(p;+1 — pi, 10) = 1 pode
deduzir-se a existéncia de a € {2,3,...,9} tal que p; = a(p; — pi+1)(mod 10). E por
isso que o sistema UPC detectando todos os erros singulares, sé tem 88.9% de eficiéncia
na deteccao das transposigoes de algarismos adjacentes. Melhor eficdcia num sistema
destes é impossivel. De facto, sendo p;1 e p; necessariamente impares, a diferenca

Pi+1 — pi € um numero par, digamos 2t (¢t € ZZ). Entao, como
S" =8 = (pix1 — pi)(ai — ait1),

o sistema nao detectard a transposigao dos algarismos a; e a;41 se e s6 se 10|2t(a; —a;+1),
ou seja, nao detectard nenhuma caso ¢ seja multiplo de 5 e, caso ¢t nao seja multiplo
de 5, ndo detectard aquelas em que |a; — a;41| = 5. Portanto, qualquer sistema deste
tipo que tenha 100% de eficiéncia na deteccao dos erros singulares, detectard somente
88.9% das transposigoes adjacentes no caso em que a diferenca entre os pesos p; 11 € p;

nao seja multipla de 10 ou, caso contrario, nao detectard nenhuma.

4. Os Bilhetes de Identidade

“If you want a description of scientific method in three syllables,
I propose: GUESS AND TEST.”

GEORGE POLYA, Mathematical Discovery (Vol. 1)
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E agora relativamente simples adivinharmos qual o algoritmo utilizado nos BI.
Trata-se de facto de um sistema de identificacao modular; com uma boa amostra para
testar, um simples programa de computador permitiu-nos resolver rapidamente essse

puzzle: utiliza o mesmo algoritmo do ISBN,

k=11e (pl,pg,...,plg) = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1),

com uma simples (mas importante) diferenga: o alfabeto utilizado é o conjunto
{0,1,...,9}; no caso, como acontece no meu BI (Figura 1), em que o algarismo de
teste deveria ser igual a 10, em vez de usar um simbolo nao numérico para identi-
ficar esse nimero, usa o algarismo 0 (!) o que evidentemente retira muita eficiéncia ao
algoritmo.

E surpreendente que, apesar de existirem algoritmos muito eficazes como veremos
ja de seguida, o nosso Ministério da Justica utilize um método tao pobremente conce-
bido! Nao acredite pois na frase “este é um algarismo de controle que permite detectar
eventuais erros no seu numero de identificagao” que aparece algures no impresso de

renovacao dos BI.

5. As limitacoes dos sistemas modulares

“Alice desatou a rir.

— Nao vale a pena tentar — disse. — Ninguém pode acreditar
em coisas impossiveis.

— Cd a mim parece-me que ndo tens muita prdtica — opinou
a Rainha. — Quando eu era da tua idade, treinava quatro ho-
ras e meia por dia, e as vezes chegava a imaginar seis coisas

impossiveis antes do pequeno-almogo.”

Lewis CARROLL, Alice do Outro Lado do Espelho

Como acabamos de observar (Tabela 3), os sistemas médulo 11 sdo melhores que
os sistemas médulo 10. E o caso do sistema ISBN que detecta a 100% todos os erros
singulares, transposicoes e erros gémeos. No entanto, a taxa de deteccao dos erros
fonéticos é inferior a 100%. Por isso alguns bancos alemaes como o Dresdner Bank usam
um outro sistema modulo 11 onde o vector de verificacao de algarismos é a progressao
geométrica médulo 11 das poténcias de 2, que é preferivel pois 2 é uma raiz primitiva
modulo 11:

(2,2%,23,2%,...,219) = (2,4,8,5,10,9,7,3,6,1).

Este sistema detecta a 100% todos os erros da Tabela 1. No que concerna pois aos erros
nao aleatérios da Tabela 1, ndo existe melhor c6digo que este (chamado sistema modulo
11 geométrico). Existem no entanto outros tipos de erros (veja Tabela 4), incluidos nos

erros aleatoérios da Tabela 1, onde a eficiéncia deste método moédulo 11 nao é total.
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Tipo de erro Descricao

Erro duplo: Erro singular em duas posi-

j...a; —aj...a; coes i e j.

Transposicao dupla: Transposicoes de pares de al-

i@t - . QjQj 41 — Q11 - . . GiGif1 garismos adjacentes.

Translacgao: Modificagao de algarismos ad-

e 04142 - — o (ai+q) (ai+1+q) (ai42+q) - . . | jacentes pela mesma quanti-
dade gq.

Tabela 4: Erros duplos generalizados.

O sistema seguinte, que utiliza contudo dois algarismos de teste, melhora o método
moédulo 11 geométrico relativamente & detecgao destes erros [11]:

Sendo aias . ..a, um numero de identificacao do sistema, a,,_1 € a, sao algarismos
de teste; em primeiro lugar deve calcular-se a,,_1, que protege o nimero ajas...d,_2,

pela férmula
n—2

ap—1 = (1 - Z(ai X 5[%})) (mod 11),
i=1
e depois
n—2
an = (1 - Z(ai x 27F) —q, ) x 2) (mod 11),
i=1

que protege 0 nUmero a1as . ..an_1.

No caso n < 11, além de continuar a detectar os mesmos erros que o método médulo
11 geométrico, detecta ainda todos os erros duplos e translagoes [11]. As transposigoes
duplas s@o detectadas com uma unica excepcao. Para mais pormenores consulte [4] e
[11].

Existem também alguns sistemas em utilizacao onde £ > 11. Isso torna-se uma
necessidade quando, por exemplo, os nimeros de identificacao requerem um alfabeto
maior do que {0,1,...,9}, nomeadamente caracteres ndo numéricos. E natural que 08
melhores sejam aqueles em que k é um nimero primo. Um sistema médulo 13 usado
no Hospital de Rhode Island é descrito em [14]. Sistemas médulo 37, 43, 97 ou 103 sao

também utilizados (encontra mais pormenores em [1], [4] e [17]):

(1) Sistema mddulo 37

Neste caso A = {0,1,...,9,a,b,...,z,%}. Com este sistema podemos usar le-
tras nos numeros de identificagao. O cardinal de A é 37. Felizmente 37 é um
ndmero primo e 2 é uma raiz primitiva médulo 37. Toma-se entdo p; = 2¢

como no sistema médulo 11 geométrico. Fazendo a correspondéncia a — 10,b —
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11,...,z — 35,% — 36 trabalhamos em ZZ37. Por exemplo, o nimero de identi-

ficacao abcd1234 tera como algarismo de teste o simbolo ¢ pois
2x10+2%x 11423 x 12421 x13+2°14+26 % 2+2" x3+28 x4 = 1936 = 12 (mod 37).
Todos os erros nao aleatérios da Tabela 1 sao detectaveis.

(2) Cédigo 39 (www.barcodeman.com/c39_1.html)

Trata-se de um cédigo de barras (cada cardcter é representado por 9 barras, 3 das

quais mais largas que as outras, dai o nome do sistema), que suporta 43 caracteres:
A=1{0,1,...,9,A,B,C,.... X,Y,Z,—, ., %8, /,+ %]}

E um sistema médulo 43 onde cada p; € igual a 1. Por exemplo o niimero
12345ABCDE/ terd como algarismo de teste a letra T pois 1 + 2 + 3 +4 +
5410+ 11412+ 13+ 14+ 40 = 115 = 29 (mod 43).

(3) Sistema mddulo 97

Neste caso o alfabeto é o subconjunto {0,1,...,9} de Zg7. Como o vector de
verificacdo de algarismos é dado por p; = 10°~!, cada nimero de identificacdo,
antes do calculo do algarismo de teste, pode ser interpretado como um niimero
decimal. Por exemplo, se 56643 ¢é tal nimero de identificacao entao 56643 =
92(mod 97) e 92 é o ntimero de teste com dois algarismos. Como 97 é um niimero

primo, todos os erros nao aleatérios da Tabela 1 sao detectados.

(4) Codigo de barras 128

E um sistema de identificacao modulo 103 que permite a utilizacao de todos
os 128 caracteres ASCII. Para mais informacoes consulte www.adams1.com/pub/
russadam/128code.html.

Uma grande empresa de correio tem também implementado um sistema com 4
algarismos de teste [23].

O problema dos sistemas modulares com k > 10 reside na necessidade de utilizar
mais do que um algarismo de teste ou, alternativamente, de introduzir caracteres nao
numéricos para os algarismos de teste (como, por exemplo, no caso ISBN no qual se
considera a letra X para representar o nimero 10) o que acarreta alguns problemas
técnicos e custos mais elevados na concepgao dos sistemas automaédticos de leitura e
escrita. O uso da letra X poderd ainda ser problemdtico pela seguinte razao: para o
titular de um dado ntimero de BI ou de um dado nimero de conta bancaria, ou para um
paciente num banco de dados médico, a letra X poderd sugerir uma “marca especial”,
deveras desagradavel. A maioria dos sistemas médulo 11 em utilizagao evita isso: uns
nao utilizando os nimeros de identifica¢ao cujo algarismo de teste é superior a 9 (é o

caso, por exemplo, do Dresdner Bank nos seus numeros de conta), outros fazendo o
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algarismo de teste igual a 0 no caso em que deveria ser 10 (caso dos BI e de alguns
bancos).

Esta desvantagem dos sistemas mddulo k&, com k > 10, levanta o problema interes-
sante de averiguar se é possivel conceber um sistema moédulo 10 que detecte todos os
erros singulares e transposigoes (que sao na préatica os mais relevantes, como vimos).
Ja observamos no final da Seccao 3 que com um sistema deste tipo tal é impossivel. S6
alterando (generalizando) o sistema poderemos ter esperanga de encontrar tal solugao.

Para isso recordemos que para detectar todos os erros singulares somos forgados a

escolher pesos p; relativamente primos com k. Isto significa que
0,pi x L,pi x2,....pi x (k—1)

constitui uma permutagao dos elementos do grupo (Zj,®r). Este facto motiva a
seguinte definicdo, que generaliza este tipo de sistemas substituindo a funcao x — p;x

por uma funcao arbitréria x — ¢;(x):

Definicao 5.1. Sejam A um conjunto de cardinal k, ¢ : A — ZZ; uma bijeccio e
(41, b2, ..., ¢n) um n-uplo de aplica¢oes de ZZ), em Zj. Um sistema de identificagdo
mddulo k é constituido pelas palavras em A de comprimento n, ajas ... a,, satisfazendo

a condicao de teste

¢1(¢(a1)) + ¢2(e(az)) + - - + dn(t(an)) =0 (mod k)

ou seja

$1(e(ar)) ®r p2(i(az)) @ - - - Bk dn(t(an)) = 0.

Continuaremos a cometer o abuso de identificar ¢(a) com a. Note-se que o algarismo

de teste a, é entao igual a
n—1
ont (=2 i)
i=1

A (¢1, 2, ..., ¢n) chama-se vector de verificacdo de algarismos do sistema.

Esta generalizagao deve-se a IBM que concebeu ha alguns anos um sistema deste
tipo, hoje utilizado em cartoes de crédito, bibliotecas, bancos de sangue, farmécias e
bancos. Todos os sistemas modulares que discutimos anteriormente sdo descritos por
esta definicao. E muito simples reescrevermos as condigoes da Tabela 3 de deteccao
dos diversos tipos de erros. Por exemplo, no caso dos erros singulares a; — a; (com
a; # a}) terd que ser ¢;(a;) # ¢i(al), ou seja, ¢; terd que ser uma permutagdo. No
caso das transposicoes, se a; # a; entdao ¢;(a;) + ¢j(a;) # di(aj) + ¢j(a;) ou seja
di(ai) — ¢j(a;) # ¢i(a;) — ¢j(aj), isto é, a aplicacio x — ¢;(x) — ¢;(x), x € Zy, é
injectiva e, portanto, bijectiva.

A tabela seguinte resume essas condicoes:
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Tipo de erro Condigoes

Erro singular ¢; é uma permutacao
Transposicao x — ¢i(x) — ¢j(x) define uma permutagao
Erro gémeo x — ¢i(x) + ¢it1(z) define uma permutagao

Erro gémeo intercalado | z — ¢;(x) + ¢i+2(x) define uma permutagao

Tabela 5: Condigoes de detecgdo de alguns erros nao aleatdrios da Tabela 1.

Como a aplicagao

2y, — My

T = DT

¢ uma permutagao se e s6 se mde(p;, k) = 1, imediatamente se observa como estas

condigoes generalizam as anteriores.

Listemos alguns exemplos de sistemas de identificacao médulo 10, retirados de [4]

(as respectivas taxas de deteccao de erros sao apresentadas na Tabela 6):

(1)

Sistema IBM

Desenvolvido pela IBM, ¢é definido por k& = 10 e pelo vector de verificacao de

algarismos (..., ¢,id, ¢,id), sendo ¢ a permutagao

2x se 2x < 10
¢(x) =
20 —9 se2x > 10

ou seja, ¢ = (124875)(36).

SELCO PECAgwAL L]sqany Srirfw

L s I

1001 0002112 7

Figura 5: Numero de identificagdo 110010002112 e algarismo de teste 7 satisfazendo
146(1)+0+¢0)+14+¢(0)+0+¢(0)+2+&(1) + 1+ ¢(2) +7=0 (mod 10).

Detecta todas as transposicoes de algarismos adjacentes, com excepc¢ao dos casos
“09” e “90”, ou seja, detecta 88 casos em 90. Tem pois uma taxa de deteccao
de transposicoes adjacentes de 97.8%, melhor do que os 88.9% que tinhamos no

sistema UPC/EAN. Por outro lado ndo detecta nenhuma transposigao intercalada.

Sistema IBM generalizado

E um melhoramento do sistema (1), uma vez que j& permite detectar muitas
transposicoes intercaladas. Usa no vector de verificagao de algarismos poténcias
de ¢:

(" 1 o" 2., b, id).
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(3) Sistema IBM generalizado modificado
A permutacao ¢ é modificada do seguinte modo:
d(x) = ¢(x) + 6 (mod 10), x=0,1,...
isto é, § = (069571832).
A equacao de teste mantém-se, substituindo ¢ por d.

(4) Sistema Colenbrander

A permutacao ¢ é novamente modificada:

797

AMz) = ¢(z +4 (mod 10)) + 1 (mod 10), x=0,1,...,9,
ou seja, A = (0973612485).
O vector de verificacdo serd (A"~ 1, A""2 ... X id). Este sistema j& detecta 100%

dos erros fonéticos, o que nao acontece com o sistema IBM generalizado modifi-

cado.

(5) Método PTT (banco alemao)

Trata-se de um dos métodos mais exdéticos em utilizagao. Utiliza trés permutacoes:

¢1 = (0123456789), ¢ = (026387514) e 3 = (0316)(29857).

Estas permutacoes sao o resultado da sucessiva aplicacao de funcoes médulo 11 e

modulo 10:

¢i(z) = (i(xr + 1) (mod 11)) (mod 10).

O vector de verificacao de algarismos é igual a (¢1, ¢2, P3, 1, d2, ¢3, D1, P2, —id)

sendo k£ = 10.

Para mais exemplos consulte [4] e [6].

Sistema ab — ba | acb — bea | aa — bb | a0 — la | aca — bcb
UPC, EAN 88.9 0 88.9 100 88.9
vector (1,3,7,1,3,7,...) 88.9 88.9 59.3 100 59.3
vector (1,3,9,7,1,3,9,7,...) 88.9 88.9 88.9 100 0
IBM 97.8 0 93.3 87.5 88.9
IBM generalizado 97.8 82.8 93.3 89.6 95.6
PTT 96.3 96.3 95.6 95.8 95.6
IBM generalizado modif. 97.8 95.6 93.3 90.3 95.6
Colenbrander 97.8 95.6 93.3 100 95.6

Tabela 6: Taxas de detecgdo de erros de diversos sistemas médulo 10 (em %).
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Portanto o sistema IBM, bem como o IBM generalizado, o IBM generalizado modi-
ficado e o Colenbrander, tem respectivamente taxas de 100% e 97,8% na deteccao dos
erros singulares e transposicoes adjacentes. Melhor é impossivel num sistema mddulo
10. De facto, a condigao ¢i(a) — ¢;(a) # ¢;(b) — ¢;(b), sendo simétrica, diz-nos que se
nao detecta a troca “ab” também nao detecta a troca “ba”; portanto melhor que os 88
casos que o sistema IBM detecta sé a totalidade dos 90 casos, o que é impossivel pelo

seguinte teorema de Gumm [9]:

Teorema 5.2. Seja k um inteiro par. Qualquer sistema de identificacdo modulo k que
detecte todos os erros singulares ndao detecta todas as transposi¢oes; mais concretamente,
para quaisquer ¢ e j existe uma transposicao envolvendo os algarismos das posigoes i e

J que nao € detectdvel.

Demonstracao. Suponhamos k = 2t. Uma vez que o sistema detecta todos os erros
singulares, todas as funcoes ¢; sdo permutagoes. Além disso, se detectasse todas as
transposicoes envolvendo as posicoes i e j, a funcdo dada por ¢(z) = ¢i(z) — ¢;(x)
seria uma permutacao de Zs;. Mas entdo obteriamos uma contradi¢do. De facto,

adicionando (médulo 2t) os elementos de Zy;, teriamos
D w=0+t)+(14+2-1)+24+2—2)+ -+ (t—14+t+1) =t
TEZ 2t
e, por outro lado, sendo ¢ uma permutacao de ZZo,

Yoa= Y d@)= Y (ia) b)) = Y dile)— S dix)=t—t=

TEX ot TEXZ ot TEL ot TEXZ ot TEL ot

Em conclusao, sé alterando (ou generalizando) estes algoritmos poderemos even-
tualmente obter um método que, no caso k = 10, detecte a 100% os erros singulares e

as transposicoes de algarismos adjacentes.

6. A solucgao: sistemas de identificagao definidos sobre um

grupo

“— Quem € que te recitou todas essas coisas tao dificeis?

— Li eu num livro — respondeu Alice.”

Lewis CARROLL, Alice do Outro Lado do Espelho

Olhando para a Definigao 5.1 observamos que o essencial é a estrutura do grupo
(Z,®r). Podemos entdo generalizar a definicdo mais uma vez, substituindo esta
estrutura — que, como acabamos de concluir, ndo se revela suficientemente rica para

permitir detectar a 100% todos os erros singulares e todas as transposigoes adjacentes
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— por um grupo arbitrario (G,-). O problema resumir-se-4 entao em determinar, caso
existam, grupos com uma estrutura mais rica para este fim. Como veremos nesta seccao,
existem de facto grupos com essa estrutura, que permitem atingir taxas de 100%. Esta
ideia deve-se originalmente a Verhoeff [22], que provou em 1969 que o sistema que se
obtém utilizando o grupo nao-abeliano de ordem 10 detecta todos os erros singulares
e transposicoes adjacentes, sem a necessidade de introduzir um simbolo nao numérico

para algarismo de teste.

Definigao 6.1. Sejam (G,:) um grupo de ordem k, (¢1,¢2,...,¢,) um n-uplo de
aplicagoes ¢; : G — G e ¢ € G. Um sistema de identificacdo de base G é constituido

pelas palavras em G de comprimento n, ajas . ..a,, tais que

#1(a1) - p2(az) - - bn(an) = c.

Proposicao 6.2. Seja ajas...a, um nimero de identificacdo de um sistema de iden-
tificagao de base G.

(a) Um erro singular a; — a} na i-ésima posicao € detectdvel se e sé se ¢i(a;) # ¢i(al).

(b) Uma transposi¢ao dos elementos adjacentes a; e a;11 € detectdvel se e sd se
Gi(ai)Pit1(ait1) # di(aiv1)dit1(ait1).

Demonstragao. (a) Sendo S a soma de teste do nimero correcto e S’ a soma de teste
do ntimero errado, o erro serd detectavel se e s6 se S’ # ¢ ou seja S’S~! # e (onde e

denota o elemento neutro de G). Mas
§'S7 = gi(ar) -~ dima(ai1)iai)pi(ar) " dima(aim) - da(an)
pelo que S'S—1 # e se e 56 se ¢i(as) £ di(al), pois é1(ar) - - dir(ai1) e
$i-1(ai—1) " pu(ar)

sao inversos um do outro.
(b) Neste caso S’S™! é igual a

p1(ar) - - dim1(ai—1)i(ait1) piv1(ai)piv1(aiv1)  pi(a;) ™ - pr(ar)

pelo que o erro é detectavel se e s6 se ¢;(a;ir1)dir1(a;)Pir1(air1) 1oi(a;)~t #e.

Entao, imediatamente:

Corolério 6.3. (a) O sistema detecta todos os erros singulares na posi¢ao i se e s6 se
i € uma permutacao de G.

(b) O sistema detecta todas as transposi¢oes de elementos adjacentes nas posi¢oes
ieitlseesdsearb= ¢i(a)dit1(b) # ¢i(b)giti(a). =
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Assim para assegurar que todos os erros singulares sao detectados basta assumir
que cada ¢; é uma permutagao. Neste caso, substituindo ¢;(a) por a e ¢;(b) por b
em (b) podemos concluir que detecta todas as transposi¢oes de elementos nas posicoes

adjacentes ¢ e 7 + 1 se e sé se

a# b= adi1d; (b) # bdind; (). (6.3.1)
Quando G ¢ abeliano esta condicao pode ser simplificada:

Corolario 6.4. Suponhamos que G € abeliano e que cada ¢; € uma permutacdo. Entdo

as sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) O sistema detecta todas as transposicoes de elementos nas posicoes adjacentes i
e1+ 1.

(b) =+ ¢i(x)dir1(x)~ ! define uma permutacio de G.

(c) @+ 2(pir1¢; H(x))~! define uma permutacio de G. -

De modo analogo, podemos obter as condigoes para a deteccao dos outros tipos de

erros, que listamos nas Tabelas 7 (caso geral) e 8 (caso abeliano).

Tipo de erro Condicgoes

Transposi¢ao a®b=a ¢i+1¢i_1(b) # b¢i+1gbi_1(a)
Transposicao intercalada | a #c = ab ¢i+2¢;1(c) #* cbquggZ);l(a)
Erro gémeo a#b=adip10; (a) #bpir1d;  (b)
Erro gémeo intercalado | a # ¢ = ab¢ira0; *(a) # cbiy16; (c)

Tabela 7: Condigoes de detec¢ao de erros (num grupo arbitrario).

Tipo de erro Condicoes
Transposicao z — x(piy16; ()~ define uma permutacio
Transposicio intercalada | z — x(di12¢; *(x)) ™ define uma permutagio

Erro gémeo T x¢i+1¢;1($ efine uma permutacao

) d
Erro gémeo intercalado T x¢i+2¢;1(:c) define uma permutacao

Tabela 8: Condigdes de detecgdo de erros (num grupo abeliano).

No caso abeliano, o Teorema 5.2 de Gumm é imediatamente generalizavel a este

contexto:

Teorema 6.5. Seja G um grupo abeliano finito tal que [[,cqx # e. Qualquer sistema
de identificacdo de base G que detecte todos os erros singulares nao detecta todas as

transposicoes adjacentes.
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Demonstracao. Uma vez que o sistema detecta todos os erros singulares, todas as
funcoes ¢; sdo permutacdes. Além disso, se detectasse todas as transposi¢oes envolvendo
as posicoes i e i+ 1, a funcao ¢ dada por ¢(x) = ¢;(x)d;1(xz) ! seria uma permutacio
de G. Mas entao obterfamos uma contradi¢ao. De facto, por um lado [[,cqz # e
e, por outro lado, sendo ¢ uma permutagao de G, [[,cq « coincide com [],cq ¢ () e,

consequentemente, ¢ igual a

[T (¢:(@)6ia (@) = ([T su@)(IT disr@) ™ = ([ o) )" =e.

z€G z€G ze€G zeG z€G

Voltando ao caso geral, a condigdo (6.3.1) diz-nos que a permutacdo 6 = ¢i11¢; !
satisfaz a condicao

a#b=af(b) #bb(a).

A qualquer permutacao de G que satisfaca esta condigao chama-se permutacdo anti-
simétrica [6]. E evidente que a existéncia de um sistema de base G que detecte todos os
erros simples e transposigoes adjacentes é equivalente a existéncia de uma permutacao de
G anti-simétrica: existindo tal permutagao, bastard considerar para vector de verificacao
de algarismos o n-uplo (6"71,... 0,id). (No caso abeliano, (...,0,id,0,id) também
serve; o primeiro serd mais eficiente na detecgao de outros tipos de erros duplos.)

As permutacoOes anti-simétricas estao intimamente relacionadas com as permutagoes
completas [12]. Uma permutacao ¢ diz-se completa caso a # b implique a ¢(a) # b ¢(b).
Num grupo abeliano a existéncia de uma permutacao anti-simétrica é equivalente a
existéncia de uma permutacao completa pois 0 é anti-simétrica se e s6 se a permutagao
x + O(x)"! é completa.

Portanto, um sistema de identificacao de base num grupo abeliano G detecta todos
os erros singulares e as transposicoes adjacentes se e s6 se existe uma permutacao
completa de G. Fazendo uma abordagem analoga na andlise dos outros tipos de erros

duplos da Tabela 7 obtem-se:

Teorema 6.6. (Ecker e Poch [4]) Um sistema de identificagio de base num grupo
abeliano G detecta os erros singulares e um dos tipos de erros duplos da Tabela 7 com

uma eficiéncia de 100% se e sé se existe uma permutac¢do de G completa.

O conceito de permutagao completa foi introduzido por H. B. Mann em [12]; curiosa-
mente o problema da existéncia de permutacoes completas de um grupo abeliano finito
foi totalmente resolvido por L. J. Paige h& muito tempo atras, sem qualquer motivacao

utilitaria:

Teorema 6.7. (Paige [13]) Seja G um grupo abeliano finito. As sequintes asserc¢oes

sao equivalentes:

(i) Eziste uma permutacao de G completa.
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(ii) G nao possui elementos de ordem 2 ou possui mais do que um.
(it)) [ =e.

Este teorema garante-nos que, no caso abeliano, a condi¢ao [[,.cq = = e do Teorema
6.5 é, além de necesséria, suficiente para que o sistema detecte todos os erros singulares
e todas as transposicoes adjacentes.

E ébvio, pela condigao (ii), que existe uma permutacao completa do grupo ciclico

C,, de ordem n se e sé se n é impar. Mais geralmente:

Lema 6.8. Seja G=Cp ®Cp, @---®Cp, (t > 1), onde B1|F2|---|B. Entdo existe

uma permutacdo completa de G se e s6 se B¢y € impar ou By_1 € par.

Demonstragao. Suponhamos que G possui uma permutacao completa e que §; é par.
Nesse caso (e,e,...,e, %) tem ordem 2 pelo que G possui pelo menos um elemento
(ar,a9,...,a¢) # (e,e,... e, %) de ordem 2. Necessariamente existe 1 < ¢t — 1 tal que
a; # e pelo que Cg, possui um elemento de ordem 2. Logo ; é par. Como (;|6:—1
também (;_; é par.

Reciprocamente, se (3; ¢ impar nao existe nenhum elemento de ordem 2 em Cj, pelo

que também tais elementos nao existem em G. Se (3;_1 é par entao (e,...,e, %, e) e
(e,...,e,e, %) sao elementos de GG de ordem 2. n

Uma vez que, como se pode provar facilmente, um grupo abeliano finito G nao
possui elementos de ordem 2 se e s6 se |G| é impar e que se G possui mais do que um
elemento de ordem 2 entao |G| é multiplo de 4 (o reciproco é no entanto falso; basta
considerar o grupo Z,4), podemos concluir que, se existe uma permutagao completa de
G, |G| é impar ou é multiplo de 4.

Apesar de nao existirem permutacoes completas de todo o grupo de ordem muiltipla
de 4, o Teorema de Estrutura dos grupos abelianos finitos ([19], Teorema 8.14), que
afirma que todo o grupo abeliano finito de ordem maior do que 1 é soma directa de
grupos ciclicos nao triviais Cg,, Cg,, ..., Cs,, que podem ser escolhidos de tal forma que
B; divide (;+1 para i = 1,2,...,t — 1 (os ntmeros 1, (o, ..., [ dizem-se os factores

invariantes do grupo), e o Lema 6.8 permitem-nos afirmar o seguinte:

Teorema 6.9. Seja k € IN. Euxiste um grupo abeliano finito de ordem k com uma

permutacao completa se e so se k € impar ou € um maultiplo de 4.

Demonstracao. Observamos ja que a condicao “k é impar ou é um multiplo de 4” é
necessaria para que exista um grupo abeliano finito de ordem k£ com uma permutacao
completa. Vejamos que é também suficiente:

Suponhamos que k é impar. Como o produto dos factores invariantes 31, B2, ..., 5
de qualquer grupo G de ordem k ¢é igual a k é evidente que (; serd impar pelo que

existird uma permutagao de G completa.
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No caso 4|k é também claro que existird um grupo G = Cg, ®Cp,®...®C 3, (t > 1)
de ordem k cujos factores invariantes 3,1 e [3; sdo pares (basta considerar um grupo

que tenha pelo menos um divisor elementar [19] igual a 2; por exemplo, Co ® Cx). =
2

Portanto, se quisermos responder & questao inicial que nos motiva (a construgao
de um método num alfabeto de cardinal 10 que detecte a 100% os erros singulares e
as transposicoes adjacentes) teremos que efectuar a procura nos grupos nao-abelianos.
Felizmente, nestes grupos a resposta é afirmativa. De facto, apesar do problema da
determinagao dos grupos onde existem permutacoes anti-simétricas nao estar comple-
tamente resolvido, sabe-se (cf. [8], [10]) que existem permutacoes anti-simétricas de,
por exemplo, todos os grupos de ordem fmpar (neste caso x — z~! define uma per-
mutacao anti-simétrica; no caso abeliano, z +— x define uma permutagdo completa),
grupos alternantes A, (n > 3), grupos simétricos S, (n > 3), grupos soluveis nao-
abelianos e grupos diedrais. Em [8] os autores conjecturam mesmo que todos os grupos
nao-abelianos possuem tais permutagoes. Uma vez que, para cada inteiro m > 3, existe
um grupo diedral D,,, de ordem 2m (grupo das simetrias de um poligono regular com
m lados [19]), temos nestes grupos a solugao que faltava para o caso em que k > 3 é

par e nao é multiplo de 4. Logo:

Teorema 6.10. Para cada inteiro k > 3 existe um grupo de ordem k com uma per-

mutacdo anti-simétrica. m

Existe assim, para qualquer alfabeto de cardinal superior a 2, um método 100%
eficiente na deteccao de todos os erros singulares e transposicoes adjacentes. No caso
k = 10 basta tomar o grupo D5 das simetrias de um pentagono regular. Este grupo é
formado pelos elementos p; e «; (i € {1,2,3,4,5}), sendo p; a reflexdo sobre o eixo r;

(Figura 6) e a; a rotagao de angulo % X 27,

Figura 6: Reflexdes de um pentdgono regular.

Denotando a; por i — 1 e p; por i + 4, a operagao de D5 é definida pela Tabela 9.
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Tabela 9: Operagao do grupo diedral Ds.

Tomando a permutacao anti-simétrica 6 = (14)(23)(58697) obtemos deste modo um
sistema com 100% de eficicia na detecgao dos erros singulares e das transposi¢oes de

algarismos adjacentes.

7. Comentarios finais

“Nao existe nenhuma drea da matemdtica, por mais abstracta
que seja, que ndao possa ser um dia aplicada a fendmenos do

mundo real.”

N. LOBACHEVSKY

“Bstd agora completamente confirmado o paradoro de que as
matores abstrac¢oes sao as melhores armas para controlarmos

08 M08sos raciocinios sobre os factos concretos.”

A. N. WHITEHEAD

(1) Como vimos, a Teoria dos Grupos fornece-nos uma solu¢ao éptima para o pro-
blema; se quisermos um sistema de identificacao com um alfabeto de cardinal k,

que detecte, além dos erros singulares, as transposicoes adjacentes, bastara usar:

e No caso de k ser impar, o grupo abeliano ZZ; e a permutacao completa
¢ x+— x;

e No caso de k ser multiplo de 4, o grupo abeliano ZZs & Z . Sucessivas
aplicacoes do Lema 3 de [13] permitem-nos construir uma perrznutagéo com-
pleta de Zo & Zg

e No caso k = 2m (m fmpar), o grupo diedral D,,. Este grupo é gerado por
dois elementos a e b, sujeitos as relacdes a™ = e, b> = e, ba = a™ b, pelo
que

Dy, ={e,a,ad%,...,a™ 1 b,ab,d®b,...,a" b}
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(2)

A permutacao que a a’ (i =0,1,...,m — 1) faz corresponder am1i

e que
mantém os outros elementos de D,, inalterados é uma permutacao anti-

simétrica ([4], Teorema 4.4).

Estranhamente, apesar destes métodos serem muito mais eficientes que os mo-
dulares (no caso em que k é par), nao estdo praticamente em utilizacdo. Que
eu conhecga, s6 o Deutsche Bundesbank utiliza uma permutacao anti-simétrica do
grupo Ds para justapor um algarismo de teste aos nimeros de série das notas

bancarias que emite ([15], pp. 65-67).

Bastaria no algoritmo implementado no sistema dos BI substituir a operagao &1
pela operacdo da Tabela 9 e o vector (10,9,...,1) pelo vector (§"~1,...,0,id),

sendo 6 = (14)(23)(58697), para termos um sistema realmente eficiente.

E possivel generalizar um pouco mais estes métodos, definindo-os sobre quase-
grupos (isto é, quadrados latinos). Com isso obtém-se métodos um pouco mais

eficientes relativamente aos outros tipos de erros duplos ([4], [16]).

Nao discutimos aqui o problema da correc¢cao automaética dos erros. Em muitos
casos é claro que a correcgao nao é permitida (por exemplo, nos bancos). Mas em
muitos outros casos é importante ter métodos que possam, além de detectar os
erros, fazer a sua correcgao automatica. E possivel construir um sistema maddulo
37 que detecte e corrija todos os erros singulares e transposi¢oes. Evidentemente
o numero de algarismos de teste terd que aumentar. Para mais informagoes sobre

estes sistemas, chamados cddigos correctores de erros, consulte [2], [3] e [17].

“Fez-se um longo siléncio.
— FE tudo? — perguntou Alice timidamente.

— E tudo — confirmou Humpty Dumpty. — Adeus.”

LeEwis CARROLL, Alice do QOutro Lado do Espelho
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