EXERcicIOS 1

Exercicios
2.1. Mostre que:
(a) Se ¢: My — M>s é um homomorfismo de A-mddulos, o seu nicleo N(¢)

e a sua imagem Im(¢) sdo submdédulos de M; e My respectivamente.

(b) Um homomorfismo de Z-médulos é um homomorfismo de grupos abe-

lianos.

(c) Se Vi e V; sdo espagos vectoriais, os K-homomorfismos ¢: V; — V5 sao

as transformacoes lineares usuais.

2.2. Seja V um espago vectorial sobre um corpo K e T: V — V uma trans-

formagao linear.

(a) Mostre que V é um K[z]-mddulo quando se define multiplicagdo de um
elemento p(z) = apz™ + -+ - + a1z + ap € K|z] por um elemento v € V

por

p(x)v = a,T"(v) + -+ a1T(v) + agv.

(b) Quais sao os submédulos do K [z]-médulo V' 7

(c) Seja V =R" e T: R" — R" definida por
T(v1, .. 00) = (Vn, V1,00 Up—1)-
Determine os elementos v € R™ tais que (22 — 1)v = 0.
2.3. Seja {N;}ier uma familia de A-médulos. Mostre que:

(a) Dado um A-médulo M e homomorfismos {¢;: M — N;}icr, existe um
tinico homomorfismo ¢: M — [[,.; N; tal que, para cada k € I, o

diagrama
[Lier Ni — N,
A
¢ bk
M
comuta.

(b) TI;cr Ni é determinado a menos de um isomorfismo pela propriedade

expressa em (a).
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2.4. Seja {N,;};c; uma familia de A-mddulos. Mostre que:

(a) Dado um A-médulo M e homomorfismos {¢;: N; — M }icr, existe um

unico homomorfismo ¢: @, .; N; — M tal que, para cada k € I, o

iel
diagrama

@iej Ni & N,

3

: (bk
\é

comuta.

(b) @;c; Ni é determinado a menos de um isomorfismo pela propriedade

expressa em (a).

2.5. Seja M um A-médulo e {M,};er uma familia de submédulos de M. Mostre

que M = @, ; M; se e s6 se as seguintes condigdes se verificam:

(i) M = Zz’el M;.
(ll) Mj n (le =+ .- +M2k) = {0} se j ¢ {Zl,,lk}
2.6. Uma sucessao de homomorfismos de A-mddulos

My —2 > My — %> My s,

diz-se ezxacta se Im(¢;) = N(¢iy1), i =1,2,...,n — 1. Mostre que:

(a) Se N C M é um submddulo, entao a sucessao

L ™

0 N M M/N —0

é exacta.

(b) Se M; e Ms sdo A-médulos, entdao a sucessao
0—> M —> M & My —> My —>0
é exacta.

2.7. (Lema pequeno dos Cinco) Considere o seguinte diagrama comutativo de

A-médulos e homomorfismos

0 My M;3 My 0
¢2l ¢>3l ¢>4‘
0 Ny N3 Ny 0

onde as linhas horizontais sdo exactas. Mostre que:
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(a) Se ¢2 e ¢4 sao injectivos entdo ¢s é injectivo.
(b) Se ¢ e ¢4 sao sobrejectivos entao ¢3 é sobrejectivo.
(c) Se ¢y e ¢4 sao isomorfismos entao ¢3 é um isomorfismo.

2.8. (Lema dos Cinco) Considere o seguinte diagrama comutativo de

A-modulos e homomorfismos

My M Ms My My
1 ®2 3 ¢4 @5
N1 Ny N3 Ny N5

onde as linhas horizontais sao exactas. Mostre que:
(a) Se ¢2 e ¢4 s@o injectivos e ¢1 é sobrejectivo entdo ¢3 é injectivo.
(b) Se ¢ e ¢4 sao sobrejectivos e ¢ é injectivo entao ¢3 é sobrejectivo.
(c) Se ¢1, 02, P4 € ¢5 sao isomorfismos entao ¢3 é um isomorfismo.

2.9. Seja A um anel comutativo, e M um A-mdédulo.
(a) Mostre que, se v € Tor(M), entao (v) C Tor(M).
(b) E Tor(M) um submédulo de M ?

2.10. Seja A um anel comutativo. Mostre que End 4(A™) é isomorfo ao anel M,,(A)

das matrizes n X n com entradas em A.

2.11. Seja M um A-médulo, X # & um conjunto e ¢: X — M uma fungdo com a

seguinte propriedade:

Para todo o A-médulo N e funcéo ¢: X — N existe um tinico homomorfismo
de A-médulos q; : M — N tal que

L

T

Mostre que {¢(z)}zex ¢ uma base de M.

X

M
\
X
v
N

comuta.

2.12. Seja V um espacgo vectorial sobre um anel de divisao D. Mostre que:

(a) V possui uma base {e;}ier.

(b) D possui a propriedade de invariancia dimensional.
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2.13. Seja A um anel comutativo unitario. Mostre que:

(a) Se B,C € M,(A), entdo BC = I,,x,, implica CB = I,,xp,.
(b) Se B é uma matriz m x n, C' é uma matriz n x m, BC = I,y €
CB = I,,xn, entao m = n.

2.14. Seja R™® = @7, R (soma directa de R-médulos), e A = End(R*) o anel das
transformagoes R-lineares de R*°. Mostre que A ~ A® A (como A-mddulos),
isto é, que A possui uma base de 2 elementos.

2.15. Mostre que Zy, @z Z, ~ Z4 para algum ¢ € N. Qual é a expressao de ¢ em
termos de m e n?

2.16. Mostre que Q ®z Z,, é trivial.

2.17. Mostre que, se

0 M, M Ms 0
é uma sucessao exacta de A-moédulos e N é um A-modulo, entdo a sucessao
de A-médulos
Mi@N——My@QN —=MgR N —0
também é exacta. Mostre ainda que o primeiro homomorfismo desta sucessao
pode nao ser injectivo.

2.18. Mostre que, se M é um D-moddulo livre sobre um dominio de integridade D,
entao M é livre de torcao.

2.19. Determine matrizes diagonais equivalentes as matrizes

36 12
(a) sobre Z.
16 18
r—1 -2 -1
(b) 0 x 1 sobre R[z].
0 -2 -3

2.20. Mostre que se p é um primo, as seguintes duas matrizes de M, (Z,) sao

equivalentes:
010 0 0 10 0 0
0 01 0 0 011 0 0
0 00 0 1 0 00 11
100 0 0 1 00 01



EXERcicIOS 5

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

Sendo
D D D

® ®
(p1p3ps)  (pip3pips) — (Pip3pY)

um médulo sobre um d.i.p. D, determine as suas decomposicoes em factores

ciclicos invariantes e em factores ciclicos primarios.
Sejam M; e My D-médulos de tipo finito.

(a) Mostre que, se M; e My sao ciclicos, entao My ® My é ciclico.

(b) Determine a decomposicao de M; ® Ms em factores ciclicos invariantes

e primarios em termos das decomposicoes de M; e Mo.

Sejam M7 e Mo D-mddulos ciclicos de ordens a e b, respectivamente. Mostre
que, se mdc(a, b) # 1, entdo os factores invariantes de M; @ My sao mdc(a, b)

e mmc(a, b).
Determine todos os grupos abelianos de ordem 120.

Seja T: V — V uma transformacao linear de um espaco vectorial de di-
mensao finita sobre um corpo K e suponha que V' ~ (v) (como K [z]-mddulo),

onde ann(v) = ((z — A)™). Mostre que os elementos
{(z=M""Yu,... (= Nv,v}

formam uma base de V sobre K.



