Capitulo 1

Anéis (revisitados)

Pré-requisitos
e noc¢oes basicas de grupos, anéis, dominios de integridade e corpos.
e 0s anéis (Z,+, X) € (Zn, +n, Xn); anéis de polinémios.
e divisibilidade, mdc e mmec.

e ideais principais, ideais primos e ideais maximais. Dominios de ideais prin-
cipais (DIP).

(www.mat.uc.pt/~picado/corpos/apontamentos.html: Capitulos 1 e 2)

Ao longo do curso, se nada for dito em contrédrio, assumiremos que A denota
um anel comutativo com identidade. Denotaremos por A* o conjunto das
unidades de A.

1. Divisibilidade. Elementos primos e irredutiveis

Dois elementos a,b € A dizem-se associados se existir u € A* tal que a = ub.

Diz-se que a divide b (e escreve-se a | b) se existir ¢ € A tal que ac = b.

Propriedades basicas:

(1) A relagao “ser associado” (que denotaremos por ~) é uma relacao de equiva-

léncia, em que a classe de cada elemento a é o conjunto aA* = {au | u € A*}.

(2) A relac@o | é reflexiva e transitiva mas nunca é simétrica (1 | 0 mas 01 1) e
nao é necessariamente anti-simétrica (pense por exemplo em Z, no facto de

2| —2e —2|2; mas em Zy ja é anti-simétrica).
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(3) Sea|bec|dentdo ac|bd.

(4) Num dominio de integridade, (a) C (b) se e sé se b |a. Como p|qge q|p se
e s6 se p e ¢ forem associados, entao (a) = (b) se e s6 se a e b sao associados.

Além disso, a € A* se e s6 se (a) = A.

(5) Se A é um dominio de integridade entao A[x]* = A*.

Demonstragcdo. Exercicio. [

O Teorema da Factorizacao Unica nos inteiros e nos anéis de polinémios
(com coeficientes num dominio de integridade) sdo tao importantes que é na-
tural averiguar se se podem generalizar a outros anéis. Por outro lado, os anéis
de polinémios exibem tantas semelhancas com o anel Z dos inteiros que é bem
possivel que nao sejam mera coincidéncia, e sejam sim casos particulares de resul-

tados validos num contexto muito mais geral.

Como sabemos, os inteiros primos podem ser caracterizados de véarias maneiras.

Por exemplo, um inteiro p # 0 nao invertivel é primo se e s6 se
plab=p=aoup=h.
Equivalentemente, p é primo se e s6 se
p=ab=a==1oub==+l.
E claro que podemos adaptar qualquer uma destas condi¢oes a um dominio de

integridade qualquer. Como deixam de ser equivalentes teremos que arranjar um

nome diferente para denominar os elementos que verificam a segunda:

Seja D um dominio de integridade.

e Um elemento p € D diz-se primose p # 0, p ¢ D*,; e p| ab= p| a ou
plb.

e Um elemento ¢ € D diz-se irredutivel se ¢ # 0, ¢ ¢ D*, e ¢ = ab = a € D*
oube D*.
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H DOMINIO Z ‘ Clz], C = corpo H
unidades 7Z* ={-1,1} Clz]" = {p(z) € Clz] : gr(p(x)) = 0}
p# 0,41 gr(p(@)) > 1
primo plab = pla ou p|b p(@)]a(z)b(x) = p(x)|a(z) ou p(z)[b(x)
p#0,+1 gr(p(z)) > 1
irredutivel | p=ab=a € Z* oube Z* | p(x) = a(x)b(z) = a(zx) € C[x]" ou b(z) € C[z]*
isto é isto é
p=ab=a=1loua=-1 p(x) = a(x)b(x) = gr(a(x)) =0
oub=1loub=-1 ou gr(b(x)) =0
H DOMINIO ‘ Dlz], D = dominio de integridade H

unidades | D[z]* = {p(x) € D[z] : gr(p(x)) = 0,p(x) = c € D*}

p(x) # 0, p(z) ¢ Dla]”
primo p(@)]a(z)b(x) = p(z)|a(z) ou p(z)[b(x)

p(z) #0, p(x) ¢ Dla]*

irredutivel | p(x) = a(z)b(x) = a(x) € D[z|" ou b(x) € D[z]"
isto é

p(x) = a(x)b(x) = a(x) = c € D* ou b(x) = d € D*

Portanto, os elementos irredutiveis sao os que apenas admitem factorizagoes
triviais e um elemento p # 0 é primo se e s6 se o respectivo ideal principal (p)
é primo. Além de Z, também em C]z| os elementos primos coincidem com os
elementos irredutiveis. Nao é esse o caso em todos os dominios de integridade,
mas é possivel identificar extensas classes de dominios onde estas duas nogoes sao

equivalentes.
Proposigao 1.1. Seja D um dominio de integridade e u € D*.

(1) Se p € primo entdo up é primo. Se q € irredutivel entao uq € irredutivel.
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(2) Todo o elemento primo € irredutivel.
Demonstragao. (1) Exercicio.

(2) Se p é primo e p = ab entdo p | ab e, portanto, pla ou p|b. Se, por exemplo,
pla, entao existe z € D tal que a = pz. Concluimos entao que p = ab = pzb, e
como p # 0, 1 = xb, ou seja, b é uma unidade. De igual forma, se p|b concluimos

que a é invertivel. n

A implicacao reciproca da de (2) é, em geral, falsa. Por exemplo, no dominio
Z|V-5] ={a+bv/-=5|a,b e Z},

3 é irredutivel mas nao é primo, uma vez que 3 divide (2 + /—5)(2 — v/—5) (pois
(24 v-5)(2 —+/—5) = 3-3) mas nao divide 2 + /=5 nem 2 — /—5. Note que

neste exemplo nao hé factorizacGes unicas:
9=3-3=(2+V-5)(2—-V-5),
6=2x3=(1+iV5)(1—iV5).
Proposicao 1.2. Seja D um dominio de integridade e p € D, p # 0.
(1) p € primo se e sé se o ideal principal (p) € primo.

(2) Se o ideal principal (p) é mazimal entao p € irredutivel.

Demonstragdo.  Sao consequéncia imediata das definicoes e das propriedades

bésicas que ja verificAmos. [

A reciproca da afirmagao (2) ndo é, em geral, verdadeira: 2 é um elemento

irredutivel de Z[x] mas (2) nao é um ideal maximal de Z[z] pois
(2) C (2,x) C Z[=z].

O problema neste exemplo reside no facto de o ideal (2,x) nao ser principal (e,

portanto, Z[x] nao ser um DIP). Com efeito:

Proposicao 1.3. Seja D um dominio de ideais principais. Entdo (p) € mazimal

se e s se p € irredutivel.

Demonstragao. Seja p irredutivel e (p) C (a). Entao a | p, e portanto ou a € D*
(e logo (a) = D), ou a é um associado de p (e logo (a) = (p)). Assim, (p) é

maximal. n

(Onde usdmos a hipétese de D ser um DIP?)
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Corolario 1.4. Num dominio de ideais principais, um elemento € irredutivel se

€ S0 se € primo.

Demonstragao. Seja p um elemento irredutivel e suponhamos que p | ab. Consi-
deremos o ideal principal I = (p). Pela proposigao anterior, I é maximal pelo que

o anel quociente D/I é um corpo (logo nao tem divisores de zero). Mas
(a+I)-(b+1)=ab+I1=1,

uma vez que, por hipétese, ab € I. Entao, necessariamente um dos factores é nulo,
istoé, a4+ 1 =1oub+ I = 1. Isto significa precisamente que a € I ou b € I, ou

seja, p | a ou p | b. n

Observagao. E claro que se nos tivéssemos lembrado (CORPOS E EQUACOES
ALGEBRICAS) que

todo o ideal mazximal € primo,

ou que

I é primo sse D/I é um dominio de integridade,

a prova era ainda mais rapida: decorre imediatamente de 1.2 e 1.3.

2. Dominios de factorizacao unica

Um dominio de integridade D diz-se um dominio de factoriza¢ao unica (abre-
viadamente, DFU) se as seguintes duas condigoes sao satisfeitas para todo o

elemento nao nulo a € D ~ D*:

(F) Existem elementos irredutiveis pi,ps, ..., p, tais que
a=pip2---Pn- (2.1)

(U) Se P1,DP2,---3Pn€4d41,42,-..,4m sao irredutiveis e P1P2 - Pn = q1492 " Qm,
entdo m = n e existe uma permutacdo m € S, tal que p; ~ Ir(i) Para

i=1,2,...,n

Por outras palavras, num dominio de factorizacao tunica, todo o elemento nao
nulo e nao invertivel possui uma factorizacao num produto de elementos irre-
dutiveis, e esta decomposi¢dao é unica a menos da ordem dos factores e de pro-
duto por unidades; apds reordenacao, para cada ¢ existe uma unidade u; tal que

Di = qiu;.



6 CapfTULO 1. ANEIS (REVISITADOS)

Por exemplo, em Z,
I1x5=5x1=(-1)x(=5)=(-5) x (—1)

sao as Unicas factorizagoes do primo 5 e

sdo as unicas factorizagdes do primo —5. Pelo Teorema Fundamental da Aritmé-
tica, Z é um dominio de factorizacao tinica. Pelo Teorema da Factorizagao Unica
em C[z] (estudado no ano passado) C[z] é também um DFU. Outro exemplo de

dominio de factorizacao tnica é o anel dos inteiros de Gauss,
Zli| ={a+1ib|a,be Z}.

O exemplo Z[v/—5] que vimos logo a seguir & Proposicdo 1.1 mostra que nem todo
o dominio de integridade é um DFU.
Chama-se também anéis de Gauss aos dominios de factorizagao tnica. O

Corolario 1.4 pode ser estendido aos dominios de factorizagao tunica:

Teorema 2.1. Seja D um dominio de integridade. Entdo D é um DFU se e so

se as sequintes condigcoes se verificam:
(1) Todo o elemento irredutivel é primo.

(2) toda a cadeia ascendente de ideais principais estabiliza, isto é, se
(di) C(d2) C--- C(dn) C---
€ uma cadeia ascendente de ideais, entdo existe um natural k tal que

(dy) = (dg) para todo o n > k.

(Equivalentemente, a condicao (2) significa que, sempre que -« -dy, | dp—1 | -+ | d3

em D, entao existe um natural k tal que d,, ~ dj para todo o n > k.)
Demonstragao. Seja D um DFU e p € D um elemento irredutivel. Se p | ab entao

ab = pzx para algum x € D, onde z,a e b possuem factorizagoes do tipo (2.1):

T=P1P2-Pny @ =q1q2 " Gm, b="T1T2 T}

com p;, q;,r; irredutiveis em D. Logo ppips- - pn = q1q2 - qmrire - Tk, € pela
unicidade da factorizacao, p é associado de algum ¢; ou de algum ;. No primeiro

caso, p | a, e no segundo, p | b. Logo, p é primo.
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Por outro lado, seja
(di) C (da) -+ C(dp) C -+

uma cadeia ascendente de ideais principais. Claro que podemos supor d; # 0 e
d; ¢ D* para todo o i. Seja

Pipy - Py,
a factorizagao de cada d; em factores irredutiveis. Como d; | d; para qualquer
1, os factores irredutiveis de d; sdo factores de dy, pelo que n; < nj. E entdo
evidente que nao poderao existir na cadeia mais de n; ideais distintos entre si.

Consequentemente, existe um natural k tal que (d,) = (dy) para todo o n > k.

Reciprocamente, suponhamos que D é um dominio de integridade que verifica
as condigoes (1) e (2). Seja a € D~ D* um elemento nao nulo. Suponhamos
por absurdo que a nao é factorizavel num produto de irredutiveis. Definamos por

inducao uma sucessao {ay }nen tal que
a1 =a,anq1 | an € ap % apyg,

do seguinte modo:

Como a nao é irredutivel, a = bc onde b e ¢ ndo sao unidades. E claro que b
e ¢ nao podem ser ambos factorizaveis num produto de irredutiveis. Suponhamos
(sem perda de generalidade) que b nao o é; definimos as = b. Claro que as | a; e
a1 ~ as. Como ag ndo é irredutivel, podemos repetir o raciocinio e definir ag nas
condigoes requeridas, e assim sucessivamente.

Os ideais principais gerados pelos a,,’s satisfazem
(a1) C (ag) C -+ C(ay) C---

contradizendo a condicao (2) de toda a cadeia ascendente de ideias principais
estabilizar. Concluimos assim que todos os elementos nao nulos em D ~ D* sao
factorizaveis em produtos de elementos irredutiveis.

Quanto & unicidade, suponhamos que

P1p2 - Pn = 4192 dm

com, digamos, n < m. Como os p;’s e g;’s sao irredutiveis, por (1) sdo primos.
Mas

pnl @127 gm
logo p, é associado de algum ¢; (que designamos por ¢r(,)). Excluindo estes
dois elementos, e repetindo o raciocinio, concluimos por exaustao que n = m e

Di ~ (r(;) Para alguma permutagao m € S,. n
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Este resultado justifica o uso indiferente nos DFU’s da expressao “factorizac¢do
irredutivel” ou “factorizag¢ao prima” para designar factorizacoes do tipo (2.1). E
evidente que nas factorizagoes (2.1) podemos agrupar os elementos irredutiveis

que sejam associados entre si e reescrever a factorizacao na forma

n n n
a=uq g’ - q." (2.2)
onde u € D*, q1,q2, ..., q sao irredutiveis (=primos), nao associados dois a dois,

eny,ng,...,np €N.

Corolario 2.2. Todo o dominio de ideais principais € um dominio de factoriza¢ao

unica.

Demonstragdo. Pelo teorema anterior bastara mostrar que qualquer DIP satisfaz

as condigoes (1) e (2).

(1): Seja p € D irredutivel e suponhamos que p | ab. Consideremos o ideal (p,a).

E evidente que
(p) € (p,a) €D

e como (p) é maximal (pela Proposicao 1.3, pois D é um DIP), entao (p) = (p,a) ou
(p,a) = D. No primeiro caso, é imediato que p | a. No segundo caso, (p,a) = D,
pelo que existem r, s € D tais que 1 = rp+ sa. Entao b = (rp + sa)b = rpb + sab.

Como p divide cada um dos termos do lado direito, concluimos que p | b.

(2): Consideremos a cadeia
(di) C(d2) C--- C(dn) C -

E um exercicio simples verificar que |J;2, (d;) é um ideal, necessariamente prin-
e e}

cipal, por hipétese, e portanto | J;2; (d;) = (d). Isto significa que existe k tal que
d € (di) e entdo, claramente, (d,) = (d) para qualquer n > k. "

O reciproco é falso, como o exemplo Z[z] mostra (ndo é um DIP pois o ideal

(2, x) nao é principal, e é um DFU como veremos na sec¢ao seguinte).

Seja D um dominio de integridade e a,b € D.

e Um elemento d € D diz-se um mdzimo divisor comum de a e b se d | a,

d | b e se, para qualquer divisor comum d’ de a e b, d' | d.

e Um elemento m € D diz-se um minimo mailtiplo comum de a e b se a | m,

b | m e se, para qualquer multiplo comum m’ de a e b, m | m’.
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Observe que se d é um maximo divisor comum de a e b entdo o conjunto dos
maximos divisores comuns de a e b, que denotaremos por mdc(a, b), é o conjunto
dD* = {du | u € D*}. (Analogamente para os minimos multiplos comuns; neste

caso, denotaremos o respectivo conjunto por mmc(a, b).)

Proposicao 2.3. Seja D um DFU e a,b € D. Suponhamos que

T T T S S S
a:uq11q22...qkk e b:vq11q22...qkk

para certos primos qi,qo, ..., qr, unidades u,v € 1,72, ...,Tk,S1,82,...,5t € Np.
Entao:
min(r1,s1) min(rg,sk) max(r1,s1) max(rg,Sk)
(1) d=q g € mdc(a,b) e m = ¢ ey €
mmc(a, b).

(2) Sed € mdc(a,b) em’ € mme(a,b), entio existe w € D* tal que d'm’ = wab.

(Note que é possivel que, para algum primo ¢;, tenhamos r; = 0 ou s; = 0; isso
quer dizer que esse primo aparece efectivamente na factorizacao de a mas nao na

de b, ou vice-versa.)

Demonstragao. (1) E claro que d é um divisor comum de a e b. Seja d’ um outro
divisor comum. E claro que nao pode existir nenhum primo p que divida d’ sem

dividir a e b, e assim, é possivel escrever
!/ t1 tr
com w € D*. Como d' | a e d' | b, necessariamente t; < r;, s;, e portanto
t min(r;,s;) d/ d
pi' | p; e | d.

A prova para o mmc é andloga.

(2) J4 sabemos que d’' = u'd e m' = v'm para alguns v’,v' € D*. Assim, d'm’ =

w'v'dm e
__ min(r1,s1)+max(r1,s1) min(ry,sk)+max(rg,sg)
=gt g = w T ab,
Basta tomar w = v/v'u" 1oL, n

Este iltimo resultado generaliza o resultado basico dos inteiros que afirma que
o maximo divisor comum é o produto dos factores primos comuns elevados ao

menor expoente (e o minimo multiplo comum é o producto dos factores primos
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comuns e nao comuns elevados ao maior expoente). H4 muitas outras propriedades
dos inteiros que se estendem aos DFU’s e muitas vezes as préprias demonstracoes
estendem-se imediatamente ao caso geral. E o caso da prova da infinitude dos

numeros primos em Z (atribuida a Euclides):

Proposicao 2.4. Num DFU que nao € um corpo, existe um numero infinito de

elementos primos ndo associados.

Demonstragdo. Seja D um DFU e suponhamos por absurdo que p1,...,p, era
uma familia completa de primos nao associados de D (claro que esta familia nao
é vazia pois D nao é um corpo). Mas o elemento a = py ...p, + 1 nao é divisivel
por nenhum dos primos naquela familia (pois p; | a = p; | a — pip2...pp = 1 e,
como é ébvio, p; | 1 sse p; € D*, um absurdo). Consequentemente, a ndo admitiria

nenhuma factorizacdo em primos, o que é absurdo. [

3. Dominios de factorizagao tinica e polinémios

Quando estuddmos polinémios em CORPOS E EQUACOES ALGEBRICAS provamos
que se A é um corpo entao Alz| é um DFU. Vamos agora demonstrar que, mais
geralmente, se A é um DFU também A[z] o é. Comegamos por determinar os

irredutiveis em A[z]| de grau zero:

Proposicao 3.1. Seja D um dominio de integridade e p(x) = a € D um polindmio

de grau 0. Entao p(x) € irredutivel em D|x] se e s6 se a for irredutivel em D.

Demonstragao. Suponhamos que p(x) = a é irredutivel em D[z] e a = bc em D.

Entao b, c € D[z]* = D* o que mostra que a é irredutivel em D.

Reciprocamente, se a for irredutivel em D e p(x) = a = g(z)r(z) em D|x]
entdo gr(q(x)) = gr(r(z)) = 0. Assim ¢(z) = b e r(x) = c¢ com b,c € D, b,c # 0.
Como a = be, pelo menos um dos elementos b ou ¢ é uma unidade de D, ou seja,

um dos polindmios g(x) ou r(x) é uma unidade de D]z]. "

Seja D um dominio de integridade e p(x) € D[z].

e p(x) é um polindmio primitivo se gr(p(z)) > 1 e os Unicos divisores de

p(x) de grau zero forem unidades.

e Uma factorizagao propria de p(x) é uma decomposi¢ao do tipo p(x) =
a(z)b(z) com gr(a(z)),gr(b(z)) < gr(p(z)).
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Por exemplo, p(z) = 222 + 2 ndo é primitivo em Z[z] pois 2 divide p(z) (mas
em Q[z] j& p(x) é primitivo). Também nao admite factorizagoes préprias em Z[z|

(apesar de admitir a factorizagdo 2(z? + 1)).

Quanto aos irredutiveis ndo constantes:

Proposigao 3.2. Seja D um dominio de integridade. Se o grau de p(x) € Dlx]
for maior ou igual a 1, entdo p(x) € irredutivel em Alx] se e sd se for um polindmio

primitivo que nao admite factorizacdes proprias.

Demonstragao.  Suponhamos que p(z) é irredutivel com gr(p(xz)) > 1. Por
absurdo, se nao fosse primitivo, podiamos factorizd-lo pondo em evidéncia um mdc
dos seus coeficientes, e nessa factorizacao nenhum dos factores era uma unidade,
uma contradi¢do. Por outro lado, se admitisse uma factorizacao prépria, é claro

que também nao poderia ser irredutivel.

Reciprocamente, se p(x) é primitivo sem factorizagoes proprias, claramente
nao é o polinémio nulo nem uma unidade. Se p(x) = g(x)r(z) entao, por hipdtese,
ou ¢(z) ou r(x) tem de ter grau zero. Suponhamos, sem perda de generalidade,
que é g(z). Portanto, q(z) = a € D. Como ¢(x) | p(x) e p(x) é primitivo,

necessariamente g(x) é uma unidade. Logo p(z) é irredutivel. "

Teorema 3.3. Seja D um DFU. Todo o elemento ndo nulo de D]z]~ D[z]* € um

produto de elementos irredutiveis em D|x|. Estes sdo
e de grau zero, irredutiveis (=primos) em D, ou

e polinomios primitivos que ndo admitem factorizagdes proprias.

Demonstragao. Faremos a demonstragdo por indugao sobre o grau n de p(x):

Se n =0, p(r) = a € D e portanto é claramente um produto de irredutiveis
de D (por D ser um DFU).

Tomemos p(z) de grau n e suponhamos, como hipétese de indugao, que o

resultado é valido para todos os polinémios de grau < n.

Se p(x) admitir uma factorizagdo prépria entdao p(xr) = q(x)r(z) com
gr(q(z)),gr(r(z)) < n e, pela hipétese de indugao, ambos sdo factorizaveis em
polinémios dos dois tipos descritos. No caso em que p(z) ndo admite factorizacoes
proéprias, se p(x) for primitivo entao é irredutivel e estd provado; se nao for prim-

itivo, podemos escrever p(x) = aq(z) onde a é um mdc dos coeficientes de p(z),
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nao é unidade, e ¢(z) é primitivo e também nao tem factorizac¢oes préprias. factor-
izando agora a em factores primos (usando o facto de D ser um DFU), e tendo em
conta que ¢(x) é irredutivel por ser primitivo e nao admitir factorizagées préprias,

chegamos a conclusao pretendida. [

Falta somente garantirmos a unicidade das factorizacoes para concluirmos que
D[z] é um DFU. Para isso vamos fazer o mesmo que se faz em Z, em C[z] ou na
demonstragao de que todo o DIP é DFU (Corolério 2.2): garantir que todos os

irredutiveis mencionados no teorema anterior sao primos em D[z].

Proposicao 3.4. Seja D um DFU e p um elemento primo de D. Entdo p(x) =p

é primo em D|x].

Demonstragao. Suponhamos que p(z) | g(x)r(z) em D[x| com
() =apz" +---+ax+ay e 1) =Dbpz™- -+ bz + b

Queremos provar que p(z) | ¢(x) ou p(z) | r(x), isto é, p divide todos os coeficientes
de g(x) ou todos os coeficientes de r(x). Suponhamos, por absurdo, que isso nao
acontece (ou seja, que p nao divide um dos factores de ¢(z) e um dos factores de
r(z)). Seja s o maior indice tal que p{ as e t o maior indice tal que p 1 b;. Entéo
p | ai e p | bj para quaisquer ¢ > s e j > t. Como o coeficiente ¢y, de 25Tt no

produto g(x)r(x) é igual a
as1¢bo -+ asy1bi—1 + ashy +as_1b1 + - + apbsie

e p{ asby, entdo p 1 cs4¢ (pois por definicao de s e t, p divide todas as outras
parcelas em cgy¢). Isto contradiz o facto de p, por hipdtese, dividir todos os

coeficientes do produto g(x)r(z). "

Lema 3.5. Seja D um DFU, K o seu corpo de fracgoes, p(x),q(x) € Dlx] e
suponhamos que p(z) € primitivo. Se p(x) | q(x) em Klz]| entao p(x) | q(x) em
Dlx].

Demonstragao. Por hipétese, q(x) = r(z)p(z) para algum

r(z) = Ingnpop By 20 ¢ Klz] (a;,b; € D, b; #0).
b, b1 bo
Seja ¢ um elemento de mmec(bg, b1, ...,b,) e f(z) = cr(x) € D]z]. Entao cq(z) =

cr(x)p(z) = f(z)p(x). Se ¢ é uma unidade entao r(z) € D[x] e imediatamente

p(z) | ¢(z) em Dlz]. Caso contrario, seja d € D um dos factores primos de c.
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Como d | f(x)p(z) entdo, pelo lema anterior, d | f(x) ou d | p(xz). Mas p(z) é
primitivo, logo d 1 p(x) e necessariamente d | f(x). Entao (1/d)f(x) € Dlx] e,
como (1/d)f(z) = (¢/d)r(x), ¢/d é miltiplo de todos os b; (i =0,1,...,n), o que
é impossivel pois ¢/d divide estritamente ¢ e ¢ € mmc(bg, by, ..., by,). Portanto, ¢

é mesmo uma unidade e r(z) € D|x]. n

Lema 3.6. [Lema de Gauss| Seja D um DFU e K o seu corpo de fracgoes.
Se p(x) € D[z|, p(z) # 0, com p(z) = q(z)r(x), q(x),r(x) € K|x], entdo existe
a€ K, a#0, tal que

¢'(z) = aq(z) € D[z], 1'(z):=(1/a)r(z) € Dlz] e plz)=q(x)'(2).
(Isto implica que p(z) € Dz| nao admite factorizagdes préprias em D[z]| sse é
irredutivel em K|x].)

Demonstragao. Seja ¢ um multiplo dos denominadores dos coeficientes de ¢(x).
E claro que cq(x) € D[z]. Seja agora d um mdc dos coeficientes de cq(z). Pondo-o

em evidéncia obtemos cq(z) = dq’(x), sendo ¢'(z) € D[x] primitivo. Entao

_c d ,nd
p(a) = S a@) - Lr@) = ¢ (@) Do)
Bastard entdo tomar a := ¢/d. De facto: ag(x) € D[z]; como ¢'(x) € Dl[z] é

primitivo e divide p(x) em Klz|, pelo lema anterior divide p(x) em D[z]; assim,
(1/a)r(z) = p(z)/q (x) € Dlz]. =

Proposicao 3.7. Seja D um DFU e p(z) € D[z] um polinémio primitivo que nao

admite factorizagoes proprias. Entao p(x) € primo em Dl[z].

Demonstragao. Suponhamos entao que p(x) | ¢(x)r(x), com q(z),r(x) € D[z], e
seja K o corpo das fracgoes de D. Comecemos por verificar que p(x) é irredutivel
em K[z]. Se nao fosse, teriamos p(x) = pi(z)p2(x), p1(z), p2(z) € K[z], ambos
com grau > 1. Entdo, pelo Lema de Gauss, terfamos p(x) = p}(z)p5(x), com
P (@), phlz) € Dla] de grau = 1 (gx(p}(2)) = gr(p1(x)) e gr(ph()) = gr(pa(e))), o
que é contraditorio com a hipdtese.

Portanto, p(z) é irredutivel em K[z|, e como K[z| é um DFU, p(z) é primo
em K[z] e portanto p(z) | ¢(x) ou p(x) | r(z) em K[x]. Como p(x) é primitivo,
o Lema 3.5 assegura-nos que p(z) | ¢(z) ou p(x) | r(z) em D[z], e portanto, que

p(z) é primo em D[z]. "

Demonstramos assim que todos os irredutiveis de D|x] s@o primos e podemos

assim obter finalmente o tao desejado teorema:
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Teorema 3.8. Seja D um DFU. Entdo D[z| é um DFU.

Demonstragdo. A factorizagdo em irredutiveis existe pelo Teorema 3.3. Provamos
em 3.4 e 3.7 que todos os irredutiveis nestas factorizagoes sao primos. Isto é
suficiente para garantirmos a unicidade das factorizagoes:
Sejam

p1(@) - po(z) = qu(z) - - gm(2)
duas factorizagoes em irredutiveis (que ja sabemos serem primos) do mesmo ele-
mento de D[z]. Vamos usar indugao sobre n. Para n = 0 terfamos a identidade
expressa como um produto de irredutiveis q;(x) - - - ¢ (), 0 que implica m = 0, e
temos a unicidade garantida. Supondo que o resultado vale para n — 1, considere-
mos

pr(@) - pa(z) = qu(z) - - gm(2)

duas factorizagoes do mesmo elemento em irredutiveis de D|[x]. Como

p1(@) | q1(2) - gm ()

e p1(x) é primo, existe i tal que p1(z) | ¢i(z); reordenando os ¢;’s podemos supor
i = 1. Como qi(x) é irredutivel, ¢;(x) = ui(z)p1(x) onde u;(x) é uma unidade.
Aplicando a lei do corte obtemos

p2(x) -+ pu(x) = (ur(2)ga(2)) - - - g ().

A decomposicao da direita ainda é uma decomposicao em irredutiveis e a da
esquerda tem n — 1 factores. Pela hipétese de inducao, m; = ny (ou seja, m = n)

e, apos reordenagao, p;(z) ~ gi(z) (i=1,2,...,n). n
Em particular, Z[z] é um DFU, assim como Az, y] := A[z][y].

Terminamos com alguns critérios de irredutibilidade que permitem identificar
alguns polinémios irredutiveis de D|[z] quando D é um DFU, e que generalizam
resultados estudados em CORPOS E EQUAGOES ALGEBRICAS.

Proposicao 3.9. [Critério de Eisenstein| Seja D um DFU e K o seu corpo
de fracgoes. Se
p(x) = apz"™ + - a1z + ag € Dz]

e existe um primo p € D tal que

p‘ai (i:()?la"'anl)v pj(an €p2+a0

entdo p(z) € irredutivel em K|x].
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(Equivalentemente, pelo Lema de Gauss, p(z) nao tem factorizagdes préprias em

Dlz].)

Demonstragao.  Se, por absurdo, p(z) nao for irredutivel em K[z] entdo, pelo

Lema de Gauss, admite uma factorizagao prépria em D|[z]
q(z)r(z) = (bsx® + - -byx + bo) (e’ + - crx +co) (5,6 > 1).

Como bycy = ag é divisivel por p e ndo por p?, um dos factores nao é divisivel por
p (digamos by) e necessariamente p | ¢g. Como bsc; = ay € p { an, entdo p 1 ¢;.

Seja k o menor indice tal que p{ ¢, (j& vimos que 0 < k <t =mn—s <n). Como
ay, = bocy, + bicp_1 + -

e ptbock (mas divide todas as outras parcelas), entao p { ag, uma contradi¢do. m

O proximo resultado ajuda a encontrar as raizes em K de um polinémio com

coeficientes em D.
Proposigao 3.10. [das raizes fracciondrias| Seja D um DFU, K o seu corpo
de fracgoes e

p(x) = apaz"™ +---a1x + ag € D[z].

Se c/d € K é uma raiz de p(x) com ¢,d € D tais que 1 € mdc(c,d), entdo c | ag e

d| a, em D. Em particular, se ¢ € D é uma raiz de p(x) entao c | ag.

Demonstragcdo. Por hipdtese

anc® + ap_1¢" Y+ - 4+ ajed™ 1 4 apd™

Ozp(f): dn

Portanto, anc® + an_1c” 'd+ -+ ajcd” ' + agpd™ = 0. Daqui podemos concluir

que

e + ap_ 1"+ -+ ared” ! = —apd™

—apc” = ap_1" A4 -+ ared™ + apd”.

Da primeira identidade segue que ¢ | apd™ e da segunda que d | anc™. Como

1 € mdc(c,d), entao c| ap e d | a, (Exercicio 1.16). "
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4. Dominios Euclidianos

As demonstragoes de que Z e Clz| (para qualquer corpo C) sao DIP’s (estudadas
no ano passado) sdo formalmente muito parecidas e assentam no algoritmo da
divisao. Isto sugere que possa haver uma classe genérica de anéis contida na
classe dos DIP’s onde aquelas demonstracées podem ser reformuladas, baseadas
numa generalizacao do algoritmo da divisao. Essa classe é a classe dos dominios

euclidianos.

Um dominio de integridade D diz-se um dominio euclidiano se for possivel

definir em D uma funcado §: D ~ {0} — N tal que

e para quaisquer a,b € D (b # 0) existem ¢,r € D tais que a = ¢gb + r com
r=0oud(r) <ib).

0 diz-se uma funcdo euclidiana em D.

Os anéis Z com a fungdo moédulo e C[z] (C corpo) com a funcdo grau sao
dominios euclidianos. Observe que d(a) = |a| nao é uma funcao euclidiana em Q.
Qualquer corpo C é um dominio euclidiano, com funcao euclidiana ¢ definida por
d(z) = 1 para todo o x € C' \ {0}.

Observagao. Alguns autores acrescentam & definicdo de funcéo euclidiana a
condicao
d(a) < é(ab) para quaisquer a,b € D ~ {0} (4.1.1)

mas isso é desnecessario pois as duas definicoes descrevem as mesmas classes de
dominios. De facto, qualquer dominio euclidiano D com uma fungao euclidiana &
(no sentido da nossa definigdo) pode ser equipado com outra fungao euclidiana §

satisfazendo (4.1.1); basta para isso definir

d(a) = Ilgéigl 0(ab)

(isto é, d(a) é o menor valor de § nos multiplos ndo nulos de a). A prova deste
facto é deixada como exercicio. Observe também que §(1) é o valor minimo de &
em D ~ {0} e §(a) < (a) para qualquer a em D ~ {0}.

Proposigao 4.1. Todo o dominio euclidiano ¢ um DIP.

Demonstragao.  Seja I um ideal arbitrario de um dominio euclidiano D. Se
I = {0}, entao I = (0) ¢ um ideal principal. Podemos pois admitir que I # {0}.
Nesse caso seja

N ={(a)]|aecl,a#0} CN.
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E claro que N é nao vazio (pois I # {0}), pelo que tem um minimo. Seja b um
elemento de I ~ {0} onde esse minimo ¢é atingido. Provemos que I = (b). Como
b € I, é ébvio que (b) C I. Por outro lado, se a € I, usando a defini¢ado de dominio
euclidiano, existem ¢,r € D tais que a = ¢b+r com r = 0 ou §(r) < §(b). Dado
que I é um ideal, podemos concluir que r = a — ¢gb € I. Mas entdao r = 0 (se r
fosse nao nulo, teriamos r € I \ {0} com d(r) < §(b), um absurdo). Assim, a é

um multiplo de b pelo que pertence ao ideal (b). [

Por outro lado, nem todo o DIP é um dominio euclidiano. O anel

21420

é um exemplo.

Uma vez que o algoritmo de Euclides para a determinagao do mdc em Z (ou em
C[z]) depende apenas do algoritmo da divisao, é previsivel que se possa generalizar

a qualquer dominio euclidiano.

Proposicao 4.2. [Algoritmo de Euclides] Em qualquer dominio euclidiano D,
mdc(a,b) # 0 para quaisquer a,b € D ~ {0}. Um elemento deste conjunto pode
ser obtido dividindo a por b e, iterando, dividindo sucessivamente 0s sucessivos
divisores pelos sucessivos restos, até que o resto seja zero. O ultimo resto ndo nulo

Ty serd esse elemento (e, consequentemente, mdc(a,b) = {ur, | u € D*}).

Demonstragao. Como D é um DFU, mdc(a,b) # () pela Proposicao 2.3. Quanto
ao algoritmo de calculo de um elemento desse conjunto, ele termina pois cada
divisdo sucessiva origina um novo resto 7441 com 6(r¢11) < 6(r¢) e estes valores
sao sempre nao negativos. Resta-nos mostrar que o elemento encontrado pelo
algoritmo ¢é de facto um mdc de a e b. Faremos a demonstracao por indugao sobre
5(b).

Se §(b) = 1 entdo b | a (pois a = ¢by +r; com r; = 0 ou 6(ry) < §(b) = 1;
como a tltima condi¢do é impossivel, entdao 1 = 0). Portanto a = ¢1b e é ébvio
que b € mdc(a, b).

Suponhamos que o algoritmo funciona para qualquer b tal que 6(b) < n. Con-

sideremos entao b com §(b) = n. Entao existem ¢q,71 € D tais que
a=qb+nr (*)

com 1 = 0 ou d(r;) < 0(b) = n. Se r; = 0 entdo a = ¢1b e é 6bvio que

b € mdc(a, b). Caso contrario, podemos usar a hipétese de indugao e ter a garantia
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de que usando o algoritmo para b e r; encontramos no final um elemento d em
mdc(b,71). S6 precisamos de garantir que d € mdc(a,b). Em primeiro lugar,
como d | r1 e d | b entdo, usando (%), d | a. Por outro lado, se ¢ | a e ¢ | b entao,

novamente por (x), ¢ | r1 e portanto c | d. "

Em conclusao:

ALGORITMO DE EUCLIDES

Sejam a,b € D, com b # 0.

e Seb|a, entdo b € mdc (a,b).

e Se b t a, usamos a definicdo de dominio euclidiano repetidamente, do

seguinte modo:

a=qb+r 0 < d(r1) < 4(b)
b= qory + 19 0 <d(re) < d(r)
1 = q3"r2 + T3 0< 5(7’3) < (5(7‘2)
Tt—2 = qTt—1 + Tt 0 < d(re) < o(re—1)

Tt—1 = qt+17¢-

Como 4(b) é finito, o processo terd que parar ao cabo de um nimero finito

de passos. Entao ry € mdc (a, b).

Exemplo. Calculemos mdc(114, 87) (em Z) pelo método de Euclides das divisoes
sucessivas e apresentemos uma expressao desse mdc como combinagao linear in-

teira p x 114 + ¢ x 87 de 114 e 87 (ver Exercicio 1.21):
114=1x87427, 8T=3x27+6, 21=4x6+[3], 6=2x[3].

Portanto, mdc(114,87) = {3, —3}.
A partir da pentltima divisdo, substituindo sucessivamente, obtemos:
3=27-4x6
=27 —4x (87 —3 x 27)
=13 x 27 —4 x 87
=13 x (114 — 1 x 87) —4 x 87
=13 x 114 — 17 x 87.
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Portanto, p =13 e ¢ = —17.
Alternativamente, podemos calcular p e ¢ sem fazer as substituigoes sucessivas,

observando que podemos representar uma divisdo a = ¢b + r na forma matricial

C-0)

Assim, as sucessivas divisdes no método de Euclides dao-nos

(3)-(1)()

()
RIEHITHIE
(EEDENE)

como é facil de verificar. Logo, fazendo o produto dos inversos pela ordem inversa,

obtemos
3y (0 1 0 1 0 1 0 1 114
o) \1 -2 1 —4 1 -3 1 -1 87
B 13 —17 114
29 38 87 )’
0 que mostra que 3 =13 x 114 — 17 x 87.

Proposigao 4.3. O anel dos inteiros de Gauss, Z[i] = {a +bi | a,b € Z}, é um

dominio euclidiano, com

5(a+bi) :=|a + bi|> = a® + b°.

Demonstragao. Exercicio. [

A figura seguinte resume as relages de inclusao entre as diversas classes de

dominios de integridade estudadas neste capitulo.
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5. Teoremas do isomorfismo para anéis

Terminamos este primeiro capitulo com um tema diferente: vamos generalizar os
teoremas de isomorfismos, estudados em GRUPOS, aos anéis, resultados de que
necessitaremos ao longo do curso. E claro que tendo as demonstracoes para os
grupos na mao, estas sao facilmente adaptaveis aos anéis (bastando verificar as
propriedades relativamente a segunda operagao dos anéis em causa); aqui (com
o propdsito de que o texto seja auto-contido) apresentaremos as demonstragoes
completas. Dado um homomorfismo de anéis ¢: A — B, denotaremos o seu

nicleo
{a € Al ¢(a) =0}
(que é um ideal de A) por N(¢).

Sejam A e B anéis e I um ideal de A. Investiguemos a relagao entre os
homomorfismos ¢: A/I — B e os homomorfismos ¢: A — B. Nao é nada evidente
como podemos definir homomorfismos gz~5 : A/I — B. No entanto, uma vez que a
aplicacao quociente usual

A — A/l
a — a+1

¢ um homomorfismo de anéis, é claro que a composicao ¢ = 5 om: A — B é
um homomorfismo de anéis, e g(a + I) = ¢(a) para qualquer a € A. Portanto,
qualquer homomorfismo ¢: A/I — B é da forma ¢(a+I) = ¢(a) onde ¢: A — B
¢ um homomorfismo definido no anel original A.

Sera agora interessante determinarmos exactamente quais os homomorfismos
¢: A — B para os quais existe algum homomorfismo qu : A/I — B dado por
dla+ 1) = ¢(a) (ou seja, tal que ¢ o w = ¢). Podemos descrever este problema
simplesmente pelo seguinte diagrama comutativo, onde a seta a ponteado serve

para indicar que desejamos afirmar a existéncia do homomorfismo correspondente:

™

A

o~

Proposigao 5.1. Sejam A e B anéis, I um ideal de A e m: A — A/I o homo-

morfismo quociente usual.

(1) Os homomorfismos de anéis ¢: AJT — B sio as fun¢des dadas por ¢(m(z)) =
oé(x), onde ¢p: A — B é um qualquer homomorfismo de anéis com nicleo
N(¢) 2 1.
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(2) Sendo ¢: A — B um homomorfismo de anéis com niicleo N(¢) D I e ¢: A/T —

B o correspondente homomorfismo de anéis dado por ¢(w(z)) = ¢(z), entio

e, em particular, 5 é injectiva se e s6 se N(¢) = 1.

Demonstracio. (1) J& vimos que se ¢: A/I — B é um homomorfismo de anéis
entao ¢ = gz~5 o é um homomorfismo de anéis ¢: A — B. Além disso, N(¢) 2 I:
seac I entdoa+I=1éozerode A/I, e portanto ¢(a) = ¢(m(a)) = ¢la + I) é
o zero de B.

Reciprocamente, se ¢: A — B é um homomorfismo de anéis tal que N(¢) D I,
entao

b+I=a+Iob—acl=b—acN(p) < o) = d(a).

Isto garante que o valor de g(a#—l ) é independente da escolha do representante de
a+ I, ou seja, a correspondéncia a + I — ¢(a) define uma aplicagao 5: A/l — B.

Consequentemente, ¢ é um homomorfismo, pois

dla+ D)+ d0b+1) = d(a)+d0b) = d(a+b) =dla+b+1)=¢((a+ 1)+ (b+1))

Pla+1)-¢(b+1)=¢(a)- o(b) = ¢(a-b) = ¢(ab+I) = ¢((a+ 1) - (b+ 1))

(2) Determinemos o niicleo de ¢

N(¢)={a+1I|¢(a+1)=0}={a+I]¢(a) =0}
={a+1]a€N(9)} =n(N(9)) = N(®)/I

E entdo evidente que 5 é injectiva se e s6 se N(qg) = {I}, o que ocorre se e s6 se
N(¢p)=1. n

Portanto, para qualquer homomorfismo ¢: A — B tal que N(¢) O I, existe
um homomorfismo 5 (com nucleo igual a N(¢)/I) tal que o seguinte diagrama é

comutativo:

A

(5.1)

3
SN
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Exemplos. (1) Tomemos A =7Z, B =7, e I = (k). A aplicagdo ¢ = m,: Z —
Z,, dada por ¢(a) = a(modn) é um homomorfismo de anéis. Entao, se n | k,
é evidente que N(¢) D I, pelo que a proposi¢ao anterior produz o diagrama
comutativo

7 T=T} % _ Zk

<

¢=Tn
L,

(2) Tomemos A = Q[z], B = Q e ¢: Q[z] — Q definido por ¢(p(z)) = p(1). O
nucleo de ¢ é (de acordo com o Teorema do Resto), (z —1). Sendo I = (m(z))
o ideal de Q[z] gerado pelo polinémio m(z), a proposigao anterior garante a exis-
téncia de um homomorfismo de anéis ¢: Q[z] — Q, dado por ¢(p(z)) = p(1),
desde que (x — 1) | m(z) (isto é, p(1) = 0).

Quando o homomorfismo ¢ é sobrejectivo e I é o nicleo de ¢, a proposigao
anterior reduz-se ao chamado Primeiro Teorema do Isomorfismo, um resultado
central da Teoria dos Anéis (tal como a sua versdo para grupos é um resultado

central da Teoria dos Grupos), que usaremos repetidamente ao longo do curso:

Teorema 5.2. [Primeiro Teorema do Isomorfismo] Seja ¢: A — B um ho-
momorfismo sobrejectivo de anéis. Os anéis A/N(p) e B sao isomorfos. Em

particular, existe um isomorfismo de anéis ¢ tal que ¢ om = . [

Este teorema exprime, em particular, a comutatividade do seguinte diagrama
(onde a seta a ponteado significa a existéncia do homomorfismo correspondente,

que é neste caso um isomorfismo):

A N9 (5.2)

Note que, mesmo quando ¢ nao é sobrejectivo, o teorema se aplica automatica-

mente & imagem B’ = ¢(A).

Exemplos. (1) Supondo n e m naturais primos entre si, podemos mostrar que
0s anéis Zpy, € Zy & Ly, sao isomorfos. Para isso, definimos ¢: Z — Z,, & Zp,
da forma “ébvia”, tomando ¢(a) = (m,(a), mm(a)). O célculo do nicleo de ¢ é

simples:

a€N(p) e mp(a)=0emp(a)=0n|aem|asnm|a.
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Portanto, N(¢) = (nm). Observe ainda que, como mdc(n,m) = 1, ¢ é sobre-
jectiva. Imediatamente, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, obtemos um iso-
morfismo ¢: Z/ (nm) = Zm — Zp ® Zam, dado por ¢(Tnm(x)) = (T (2), T ().
Em conclusao, Z, ® Zy, = Zpm sempre que mde(n,m) = 1.
(2) Seja a € C um elemento algébrico sobre Q, a ¢ Q, e m(z) o seu polindmio
minimo. Recorde que a aplica¢ao ¢: Q[z] — C definida por ¢(p(z)) = p(«) é um
homomorfismo de anéis com nicleo N(¢) = (m(z)). Além disso, ¢(Q[z]) = Qo).
Logo, o Primeiro Teorema do Isomorfismo diz-nos que
Q]
(m(z))
Por outro lado, m(x) é irredutivel, pelo que Q[x]/ (m(z)) é um corpo, e portanto
Q[z]
(m(x))

O Primeiro Teorema do Isomorfismo pode ser aplicado para esclarecer a na-

=~ Q[a].

= Qla] = Q(a).

tureza do anel I + B/I quando I e B sao subanéis de A, sendo I um ideal.

Teorema 5.3. [Segundo Teorema do Isomorfismo| Seja A um anel, I um
ideal de A e B um subanel de A. Entao B + I ¢ um subanel de A, I € um ideal

de B4+ 1, BNI € um ideal de B e existe um isomorfismo de anéis

B+I_ B

I~ BNnI
Demonstracao. E f4cil de verificar que se I é um ideal de A e B um subanel de
A, entao B + I é igualmente um subanel de A, I é um ideal de B+ 1 e BNI é
um ideal de B (verifique!).

Consideremos a aplicagao canénica m: A — A/I restrita a B, ou seja, a fungao
¢: B — A/I definida por ¢(b) = 7(b) = b+1I para qualquer b € B. E um exercicio
simples verificar que ¢ é um homomorfismo de anéis com nicleo N(¢) = {b € B |
be I} = BnI. Por outro lado, ¢(B) é um subanel de A/I, ou seja, ¢(B) = K/I
onde K é um subanel de A que contém necessariamente B e I, donde B+ 1 C K.
Mas para qualquer k € K existe b € B tal que ¢(b) =k + I, isto é, b+ 1 =k +I;
portanto, existe x := k—b € I tal que k = b+x. Logo K = B+1. Entéao, aplicando
o Teorema do Isomorfismo ao homomorfismo sobrejectivo ¢: B — ¢(B) = K/I,

obtemos um isomorfismo

Finalmente, podemos usar ainda o Primeiro Teorema do Isomorfismo para

estudar os anéis quociente formados a partir de anéis quociente de A (“quocientes
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de quocientes de anéis”). Com efeito, seja A um anel e I e J ideais de A com
I C J. Sejam mj: A — A/J e nr: A — AJI os respectivos homomorfismos
quociente. Note que N(mwy) = J 2 I = N(mg). Por (5.1), dados ¢ = 7w (que é
sobrejectivo) e m = 77, existe um homomorfismo ¢: A/I — A/.J tal que o seguinte

diagrama é comutativo:

p=my

O homomorfismo (Z é claramente sobrejectivo (porque 7y o é). Além disso,

pela Proposigao 5.1, sabemos que N (gg) = J/I. Aplicando o Primeiro Teorema

do Isomorfismo ao homomorfismo ¢, obtemos imediatamente um isomomorfismo
5 tal que o diagrama

T A/ AT

N N

e

[~23

- 9

<

comuta. Portanto:

Teorema 5.4. [Terceiro Teorema do Isomorfismo] Seja A um anel, I e J
ideais de A com I C J. Entdo I € um ideal de J, J/I é um ideal de A/I e temos
o isomorfismo de anéis

A/l A

J/Ir o J
(Isto mostra que os quocientes de quocientes de A sao isomorfos a quocientes de

A)

Exemplo. Com A = Z, suponhamos que n | m. Consideremos I = (m) e J = (n).
Neste caso A/l = Zy,, A/J = Zn ¢ J/I = (n+1) C Z,,. Entao, pelo Terceiro

Teorema do Isomorfismo, Z,,/ (n + I) = Zy:

7 A T A/l 7.,
m — T J/IT T (n+I)
7 A
\
4-12,

Em particular, os anéis quociente formados a partir dos anéis Z,, sao anéis Z,,.
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Exercicios
1.1. Mostre que num dominio de integridade D:
(a) (a) C (b) sse b ]| a.
(b) {(a) = (b) sse a ~ b.
(¢) (a) = D sse a € D*.
(d) Dlz]* = D*.
1.2. Mostre que num dominio de integridade D:
(a) u € D* sse u | d para todo o d € D.
(b) Qualquer associado de uma unidade é uma unidade.
(¢) Qualquer associado de um elemento irredutivel é irredutivel.
1.3. Demonstre a Proposicao 1.2.
1.4. Verifique que um anel (comutativo com identidade) A é um dominio de in-
tegridade se e sé ab € (0) = a € (0) ou b € (0).
1.5. (a) Determine as unidades do anel dos inteiros de Gauss Z[i].
(b) Verifique que 1 + i sao elementos irredutiveis de Z[i]. Observe que
2 € ZJi] nao é irredutivel em Z[i] apesar de o ser em Z.
1.6. Seja D um dominio de integridade onde é possivel definir uma fungao N: D —
Ny (chamada norma) com as seguintes propriedades:
(1) N(a) =0 sse a =0.
(2) N(a) =1sseac D*.
(3) N(ab) = N(a)N(b) para quaisquer a,b € D \ {0}.
Mostre que todo o elemento de D ~\ D* nao nulo admite uma factorizagao
como produto de elementos irredutiveis.
(Note que a condigao N(0) = 0 é consequéncia de (3) e (2) pelo que podemos
substituir (1) pela condigdo “N(a) # 0 para qualquer a # 0”; por outras
palavras, a restricao de N a D ~ {0} é uma funcao D \ {0} — N.)
1.7. Considere o anel Z[Vd] = {a + bVd | a,b € Z} onde d # 0,1 é livre de

quadrados, isto é, para qualquer primo p € Z, p? { d.

(a) Prove que a aplicagio N: Z[Vd] — Ng definida por N(a + bvd) =

|a® — db?| é uma norma (recorde o exercicio anterior).
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(b) Conclua que em Z[y/—5] = Z[i1/5] os elementos 3 e 2 + /=5 sdo irre-

dutiveis.

(c) Mostre que em Z[y/—5] todos os elementos admitem factorizagdes em

irredutiveis, mas a decomposicao nao é, em geral, tinica.
1.8. Seja C um corpo. Verdadeiro ou falso?

(a) Se a,b,c € C* entao a € mdc(b, c).
(b) C é um DFU.

1.9. Seja D um DIP e a,b € D. Prove que:

(a) d € mdc(a,b) se e s6 se (d) = (a) + (b).

(b) m € mmc(a,b) se e s6 se (m) = (a) N (b).

(c) Se d € mdc(a,b) entao existem p,q € D tais que d = pa + gb (Relagdo
de Bézout).

1.10. Seja D um dominio de integridade e a1,...,a, € D.

(a) Defina mdc(ay,...,a,) e mmc(ay,...,an).
(b) Mostre que se d’ € mdc(ay,...,an—1) € d € mde(d', a,) entao
d € mdc(ay, ..., an).

(c) Enuncie e demonstre o resultado andlogo para mmc’s.

1.11. Seja D um DFU e C o seu corpo de fraccoes. Mostre que é possivel escrever
qualquer elemento de C' como a/b com a,b € D elementos coprimos (ou

primos entre si, isto é, tais que mdc(a,b) = D*).
1.12. Seja A ={f € R[z] | f ndo tem mondémio de grau 1}.

(a) Verifique que A é um anel (subanel de R[x]).
(b) Verifique que todos os polinémios de grau 2 ou 3 s@o irredutiveis em A.

(c) Verifique que os polinémios x2?(2? + z)? e 23(2% + x) ndo tém mdc em

A. Que pode dizer do mmc?

(d) Prove que todo o elemento de A se factoriza como produto de irre-

dutiveis, mas esta factorizacao nem sempre é Unica.

(Observagao: este exercicio mostra que um subanel de um DFU néao é

necessariamente um DFU.)

1.13. Prove que uma familia nao vazia de ideais de um DIP tem elemento maximal.
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1.14. Seja D um dominio de integridade.

(a) Verifique que se p(z) € Diz] é primitivo e ¢(z) | p(z), entao ¢(x) é
primitivo.
(b) Mostre que todo o polinémio primitivo de D[z] admite factorizagoes em

irredutiveis em D[z].

1.15. Seja D um DFU, a € D, com a # 0, e p(z),q(z) € D|x] tais que ¢(x) | ap(z)
e q(z) é primitivo. Prove que ¢(z) | p(z).

1.16. Seja D um DFU. Mostre que se 1 € mdc(c, d) e ¢ | ad entdo ¢ | a.
1.17. Prove que Z[i] é um dominio euclidiano.
1.18. Seja D um dominio euclidiano com fungao euclidiana 4.

(a) Prove que a € D é uma unidade se 6(a) for um minimo do conjunto
{6(z) | = € D, x # 0}. Mostre que se d(a) < d(ab) para quaisquer

a,b € D~ {0}, entao a implicacao reciproca também é verdadeira.

(b) Determine as unidades de Z[i].

1.19. Seja D um dominio euclidiano com fungao euclidiana § e I # {0} um ideal

de D. Prove que se existir a € I tal que §(a) = 0(1), entdo [ = D.

1.20. Seja D um dominio euclidiano com funcao euclidiana §. Mostre que se n é
um inteiro tal que 6(1) +n > 0, entdo a fungao ¢': D~ {0} — N definida por

8 (a) = 6(a) + n é também uma fungao euclidiana em D.

1.21. Seja D um dominio euclidiano. Mostre, usando o método das divisoes suces-
sivas (Euclides), que dados a,b € D (ndo simultaneamente nulos), existem

p,q € D tais que pa + ¢gb € mdc(a, b).
1.22. (a) Sejam A um DIP, B um dominio de integridade e f: A — B um homo-
morfismo sobrejectivo de anéis com Nucf # 0.
(i) Prove que Nucf é um ideal maximal de A.
(ii) Conclua que B é um corpo.

(b) Sendo D um dominio de integridade, mostre que D[z] é um DIP se e s6

se D é um corpo.

1.23. Prove que os anéis Z,, ® Zy, € ZLpm sao isomorfos se mde(n, m) = 1. Mais
geralmente, mostre que Z, ® Z,, = Zq ® Zy para d = mdc(n,m) e k =

mmc(n, m).



