Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra Algebra Comutativa
Duragao: 2h30m Exame (Epoca Normal) 18/01/2012

(Justifique convenientemente as suas respostas.)

1. (a) Mostre que 1+ sao elementos irredutiveis de Z][i].
(b) Mostre que 2 € Z[i] nao ¢ irredutivel em Z[i] apesar de o ser em Z.
(c) Calcule mde(2,3 + i) em Z[i].

2. Seja D um dominio de factorizacao tnica. Mostre que, para quaisquer a,b,c € D, se 1 €

mdc(a,b) e a | bc entdo a | c.

3. Quando é que um dominio de integridade se diz um dominio euclidiano? Prove que todo o

dominio euclidiano é um dominio de ideais principais.
4. Seja M um A-médulo (A: anel comutativo) e v € M. Mostre que:
(a) T={av+nv|a€ A,n e Z} éum submbdulo de M.
(b) Se A é unitario, T = {av | a € A}.

5. Seja D um dominio de ideais principais e p1, p2, p3, p4 elementos primos de D. Determine as
decomposicées do D-modulo
D D D
2 ® 3,2 ® 555
(p1p3p3)  (p1p3p3pa)  (PTP3PI)

em factores ciclicos invariantes e em factores ciclicos primarios.

6. Seja f: M — M um homomorfismo de A-médulos. Mostre que se fo f = f entao M é soma
directa interna de N(f) e Im(f).

7. Seja A um anel comutativo.

(a) Quando é que se diz que um A-mdédulo é noetheriano?
(b) Mostre que um A-mdédulo é noetheriano se todos os seus submédulos forem de tipo finito.

(c) Seja N um submdédulo de um A-médulo M. Prove que se M é noetheriano, entdo N e

M/N também sao noetherianos.




