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(Justifique convenientemente as suas respostas.)

1. (a) Mostre que 1± i são elementos irredut́ıveis de Z[i].

(b) Mostre que 2 ∈ Z[i] não é irredut́ıvel em Z[i] apesar de o ser em Z.

(c) Calcule mdc(2, 3 + i) em Z[i].

2. Seja D um domı́nio de factorização única. Mostre que, para quaisquer a, b, c ∈ D, se 1 ∈
mdc(a, b) e a | bc então a | c.

3. Quando é que um domı́nio de integridade se diz um domı́nio euclidiano? Prove que todo o

domı́nio euclidiano é um domı́nio de ideais principais.

4. Seja M um A-módulo (A: anel comutativo) e v ∈ M . Mostre que:

(a) T = {av + nv | a ∈ A,n ∈ Z} é um submódulo de M .

(b) Se A é unitário, T = {av | a ∈ A}.

5. Seja D um domı́nio de ideais principais e p1, p2, p3, p4 elementos primos de D. Determine as

decomposições do D-módulo

D

⟨p1 p22 p3⟩
⊕ D

⟨p1 p32 p23 p4⟩
⊕ D

⟨p31 p22 p54⟩

em factores ćıclicos invariantes e em factores ćıclicos primários.

6. Seja f : M → M um homomorfismo de A-módulos. Mostre que se f ◦ f = f então M é soma

directa interna de N(f) e Im(f).

7. Seja A um anel comutativo.

(a) Quando é que se diz que um A-módulo é noetheriano?

(b) Mostre que um A-módulo é noetheriano se todos os seus submódulos forem de tipo finito.

(c) Seja N um submódulo de um A-módulo M . Prove que se M é noetheriano, então N e

M/N também são noetherianos.


