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1.

(a) Z[i] ¢ um dominio euclidiano com funcdo euclidiana &(a + ib) = |a + ib|? =
a? + b% que satisfaz a propriedade J(zy) = 6(2)d(y). As unidades de Z[i] sdo
+1 e +4, pois 6(a +ib) = 1 se e s6 se a + ib € {£1, +i}.

Se 1+4 = (a+ib)(c + id) entdo §(1 £i) = d(a + ib)d(c + id), isto é, 2 =
d(a+1b)d(c+id). Como 2 é primo em Z, entao d(a +ib) = 1 (ou seja, a + ib
¢ uma unidade) ou 6(c +id) =1 (ou seja, ¢ + id é uma unidade).

(b) Claro que 2 é irredutivel em Z porque é primo. Mas em Z[i], 2 = (1+14)(1—1),
logo é redutivel em Z[i].

(c) Pelas alineas anteriores, 2 = (1 +14)(1 — i) é a factorizagao (tinica) de 2 em
irredutiveis (primos). Como 3+ = (1+414)(2—1) é a factorizagao de 3+ i em
primos (de facto, 2 — ¢ também é irredutivel pois 6(2 + i) = 5 é um inteiro
primo), entdo 1 + i € mde(2,3 + ). Logo,

mde(2,3+14) = {1 +4,-1—i,—141i,1—i}.

2. Seja pip2 - - - pyn a factorizacdo de a em primos. Para cada i = 1,2,...,n, p; | be

logo p; | b ou p; | c. Mas como a e b sdo primos entre si e p; | a (para qualquer i),
se p; dividisse b para algum i terfamos p; | 1, isto é, p; € D*, um absurdo. Logo

nenhum p; divide b pelo que p; | ¢ para i =1,2,...,n e portanto a | c.

Um dominio de integridade D diz-se um dominio euclidiano se for possivel definir
em D uma funcao 6: D \ {0} — N tal que, para quaisquer a,b € D (b # 0),
existem ¢,r € D tais que a = gb+ 7 onde ou r = 0 ou §(r) < §(b).

Seja I um ideal arbitrario de um dominio euclidiano D. Se I = {0}, entao I = (0)

é um ideal principal. Podemos pois admitir que I # {0}. Nesse caso seja
N={é(a)|ael, a#0} CN.

E claro que N é nao vazio (pois I # {0}), pelo que tem um minimo. Seja b um
elemento de I \ {0} onde esse minimo ¢ atingido. Provemos que I = (b). Como
b € I, é 6bvio que (b) C I. Por outro lado, se a € I, usando a definigdo de dominio
euclidiano, existem ¢,r € D tais que a = gb+ r com r = 0 ou §(r) < §(b). Dado
que I é um ideal, podemos concluir que r = a — gb € I. Mas entdao r = 0 (se r
fosse nao nulo, terfamos r € I \ {0} com d6(r) < 4(b), um absurdo). Assim, a ¢é

um multiplo de b pelo que pertence ao ideal (b).



4. (a) T é claramente um conjunto nao vazio. Sejam a1v + nqv,asv + ngv € T.

Entao
(a1v + nqv) — (agv + nov) = (a1 — az)v + (N1 —ng)v € T.
Além disso, para quaisquer b € A e av+nv €T,
b(av + nv) = (ba + nb)jv € T

(pois ba + nb é um elemento do anel A), o que mostra que 7' é de facto um
submédulo de M.

(b) No caso do anel ser unitario, podemos reescrever cada elemento av + nv de

T, caso n seja positivo, na forma

awt+nmw=av+v+ov+---+tv=av+lv+1lv+---+1v =
~———

n n

=(a+14+1+---+1v=(a+nl.
—_—— ~——

n cA
O caso n < 0 é analogo:
aw+nw=av—-v—v—---—v=av—1lv—1v—---—1lv =
-n -n
=(a—-1—-1—---—1)v= 1)v.
(a Ju=(a+nl)
-n cA

5. Como p1, p2, p3, p4 s@0 primos entre si, temos
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Esta ultima é a decomposicao em factores ciclicos primérios. Os respectivos di-
visores elementares sao entao as poténcias primas pi, p%, D3, D1, pg, pg, P4, p‘%, p%, 3.

Consequentemente, os factores invariantes sao

2 0 0
pP1 X p3 X p3 X Py
2
p1 X py X Pp3 X P4
3 3 2 5
pi X py X p3 X Py
e a decomposicao em factores ciclicos invariantes é

D D . D
(p1p3) ~ (pipipsps)  (PIp3pipd)

6. Bastara mostrar que (a) N(f) NIm(f) = {0} e (b) M = N(f)+ Im(f).
(a): Sev e N(f)NnIm(f) entdov = f(u) e 0= f(v) = ff(u) = f(u) =wv.

(b): Sejav e M. Como v =v— f(v)+ f(v) e flv — f(v)) = f(v) — f(v) =0, estd
provado.



7.

(a)

Um A-médulo M é noetheriano se toda a cadeia ascendente de submédulos
de M,

N CNyC---CNpC-ov g
estabiliza (isto é, existe ko € N tal que Ng, = Ngg11 = -+ ).

Seja M um A-médulo cujos submédulos sdo de tipo finito e consideremos

uma cadeia ascendente de submddulos de M,

NyCNaC---CNyC---.

Como

[o.¢]

U~

k=1
é um submdédulo de M, é de tipo finito. Seja S = {v1,..., v, } um seu conjunto
gerador. Entao para cada i =1,2,...,r existe k; € N tal que v; € N,. Seja

ko = max{ky,... k-}. E evidente que S C UZO:1 Nj = Ny,, pelo que
Nio = Nig41 =+

e M é noetheriano.

Pela alinea anterior, basta provar que todos os submdédulos de N e M /N sao

de tipo finito:

e Seja S um submédulo de N. Entao é um submoddulo de M, logo é de
tipo finito.

e Por outro lado, todo o submédulo de M/N é da forma S/N onde S é
um submddulo de M e N C S C M. Pela hipétese (e alinea anterior)
S possui um conjunto gerador finito {vy,...,v,}. E evidente que entao
{vi + N,...,v, + N} é um conjunto gerador de S/N.




