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1. (a) Como 3 é um inteiro livre de quadrados (ver Exercicios 1.1.7 e 1.6), a + b/ —3
é uma unidade de Z[iv/3] se e 86 se N(a + by/—3) = 1, isto é,

1 =| a® 4 3b% |= a® + 3b%.

Portanto as tinicas unidades de Z[i1/3] sdo os inteiros 1, —1.

(b) Temos

Z . Z © Z
(22 x 5) (23 x 5) T (22 x 33)
Z Z Z Z Z

Z
>~ B DD P 5 D nt
(22) 7 (5) (2% T (5) " (2%) " (3)
~ 7y B L5 DLy DLy B Ly P Loy.

ZLiog @ Ziao ® Ziog =

Esta ultima é a decomposicao em factores ciclicos priméarios. Os respectivos
divisores elementares sdo entdo as poténcias primas 22,5, 23, 5,22, 33. Conse-

quentemente, os factores invariantes sao

22 x 30 x 50 = 4
22 x 30 x 5 = 20
22 x 3% x 5 = 1080

e a decomposicao em factores ciclicos invariantes é
Ly ® Lo D Z1080-
(c) Os ideais primérios de Z sao os ideais da forma (p™) com p primo e n € N.

De facto:

e Cada Q = (p") é primadrio:

(p primo) (

abe Q< p" | ab p" [aoup|b)= (p"|aoup”|b"),

isto é, a € @ ou b" € Q.
e Seja @ = (a) um ideal primdrio de Z e p{'---p;* a factorizagdo prima

de a. Se t > 1 teriamos

a=(py")(py*---pi") €Q

com pi*t ¢ Qe (py?---pi*)" ¢ Q (para qualquer n € N), contrariando a

definicao de ideal primério. Logo ¢t = 1.



(d) Seja pi*---p;" a factorizagdo prima de a. Por definigao,
Vi) ={beZ|IneN:t"c(a)} ={beZ|3IneN:al|b}.
Mas
al bt plt-pft |V e p | b(Vi=1,...,t) = pr-op | b.

Portanto \/(a) = (p1---pt)-
(e) Por um lado (x) C v/T pois 2% € I. Por outro lado, I C (z) e (x) é um ideal

primo logo, pela formula
VI = m{P | P primo, P D I},

VI = (z).
(f) Pelo Teorema dos zeros de Hilbert, Z(Z(I)) = v/I. Logo, pela alinea anterior,
Z(2(I)) = ().

2. (a) Tor(M)={ve M |3de D~ {0}: dv=0}.
(b) (i) Se vyi,ve € Tor(M), entao existem aj, az € D nao nulos tais que ajv; = 0

e asvy = 0. Logo, para quaisquer dy,ds € D,
alag(dlvl + dQUQ) = asdiaiv + a1dsasve = 0,

com ajag # 0 (pois nao ha divisores de zero em D), o que mostra que
dyvy + dave € Tor(M).

(ii) Suponhamos que M ¢ livre, isto é, possui uma base {e;};cr. Sejam v €
M ~ {0} e d € D~ {0}. Podemos escrever v na forma

m
v = E aje,;j
J=1

para alguns a; € D nao nulos. Multiplicando por d obtemos

m
dv = g dajeij.
j=1

Se dv = 0 entao, como os e; sao linearmente independentes, da; = 0 para
j=1,...,m. Como D ¢ um dominio de integridade e d # 0 entao a; = 0
para j = 1,...,m, isto é, v = 0 (um absurdo!). Portanto, dv # 0 para
quaisquer v € M ~ {0} e d € D ~ {0}. Logo Tor(M) = {0}.

(iii) Seja v + Tor(M) um elemento nao nulo de M/Tor(M) (portanto v ¢
Tor(M)). Seja d € D~ {0}. Entao d(v + Tor(M)) = dv + Tor(M). Mas
v ¢ Tor(M) implica obviamente dv ¢ Tor(M) pelo que d(v + Tor(M)) #
0, donde Tor(M /Tor(M)) = {0} como desejdvamos provar.



3.

(a)

f™ é a composicao

e a composicao de homomorfismos é um homomorfismo donde f” é um ho-
momorfismo. Claro que sendo f sobrejectivo por hipétese, também cada f"
0 é (de facto, para cada y € M existe x1 € M tal que f(x1) = y e, por sua
vez, existe xo € M tal que f(x2) = 1, ou seja, f2(z2) = f(x1) = y; contin-
uando este raciocinio obteremos x,, € M tal que f"(z,) = y). Finalmente,
se & € N(f"), isto é, f*(z) = 0 entdo f*"*(z) = f(f"(z)) = f(0) =0e
r € N(f*1) também.
A cadeia

N SN SN
é uma cadeia ascendente de submoédulos de M. Como M é noetheriano, tera
que existir um natural k tal que N(f¥) = N(f*1).
Basta provar que f é injectivo, isto é, N(f) = {0}. Seja entdo x € N(f).

Como f* é sobrejectiva, existe um y € M tal que f*(y) = z. Mas entdo
0= f(z) = f*(y), ou seja, y € N(f*) = N(f*). Logo z = f*(y) = 0.




