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1.(a)

Sejam aj,as € A e v1 + va,v] + vy € N1 + Ny. Entao
a1 (v + v2) + ag(v] + vy) = (a1v1 + azv}) + (a1v2 + agvh) € Ny + Na,
0 que mostra que Ny + No é de facto um submoédulo de M.

Sejav € N1+ (N2NN3). Entdao v = vi+w onde v; € N3 C N3 ew € NoNN3. Como
N3 é um submédulo v; +w € N3 e portanto v € (N7 + Na) N N3. Reciprocamente,
se v € (N7 + Na) N N3 entao v = v; + va € N3 com v; € N1 C N3 e vg € Ny. Mas
vy =v — v € N3 logo v =v1 + vy € (N1 + N2) N N3.

S C A é um submdédulo de A se e sé se S # () e ays; + asse € S para quaisquer
ay,az € Ae Sy, sy € S. Isto significa que S é um subgrupo de (4, +) tal que as € S
para quaisquer a € A e s € S, ou seja, que S é um ideal do anel A. Como QQ é um
corpo, os tnicos ideais de Q s@o os triviais: {0} e Q (de facto, se ¢ # 0 € S entao
1 = ¢ 1q € S; daf decorre imediatamente que S = Q). Logo, estes sdo os tinicos

submodulos.

E 6bvio que {1} é uma base de Q (como Q-médulo). Como Q é um corpo, possui
a propriedade da invariancia dimensional, pelo que dimQ = 1.

Suponhamos que
ar az a

a, E, ey E
era um conjunto de geradores do Z-médulo Q (ou seja, do grupo abeliano (Q, +)).

Estes elementos s6 conseguem gerar racionais da forma

a a a
n1—1+n2—2+-~~+nk—k (nl,ng,...,nk €Z>,
b1 ba br;
ou seja,
niaibs . ..by +ngasbibsg ... by + - +npagby ... bp_q

biba ... by

Assim, qualquer racional que néo seja da forma

_
bibs ... by

nao seria gerado, como por exemplo o racional

o
2b1by .. by



3.(a)

Como se trata de uma soma directa com um numero finito de parcelas, coincide
com o produto directo. Portanto o médulo Im(f) & N(g) é o produto cartesiano

Im(f) x N(g) com as operagoes

(f(v1),w1) + (f(v2), w2) = (f(v1) + f(v2), w1 +w2) = (f(v1 + v2), w1 + wa)

a(f(v),w) = (af(v),aw) = (f(av), aw).

Para cada w € N, w = fg(w)+w— fg(w) onde fg(w) € Im(f) e w— fg(w) € N(g)
(pois g(w — fg(w)) = g(w) — gfg(w) = g(w) — g(w) = 0). Podemos entao definir
¢: N — Im(f)® N(g) por

P(w) = (fg(w),w — fg(w)).
Trata-se claramente de um homomorfismo de A-mddulos:

P(arwr + agwz) = (fg(arwy + agw2), 1wy + agwz — fglaiw + agwz))
= (a1fg(w1) + azfg(wa), arwy — a1 fg(w1) + azwz — az fg(wa))
= (a1 fg(w1),a1w1 — a1 fg(wr)) + (azfg(w2), aaws — az fg(ws))
= a1¢(w1) + azp(ws).

E sobrejectiva:

Para cada (f(v),w) € Im(f) @ N(g) basta tomarmos u = f(v) +w € N. De

facto, (u) = (fg(u),u — fg(u)) = (f9(f(v) + w), f(v) +w — fg(f(v) + w)) e
como fg(f(v) +w) = fgf(v) + fg(w) = f(v) + f(0) = f(v) obtemos ¢(u) =
(f(0), f(v) +w = f(v)) = (f(v),w).

E injectiva, ou seja, N(¢) = {0}:

p(w) =0 (fg(w),w = fg(w)) = (0,0) & fg(w) =0 e w = fg(w) & w=0.

Solugao alternativa:

Para concluir que Im(f) @ N(g) e N sao isomorfos basta mostrar que N (com as
inclusées Im(f) — N e N(g) — N) satisfaz a propriedade universal da soma directa
Im(f) ® N(g), ou seja, para qualquer A-médulo K e quaisquer homomorfismos
¢1: Im(f) — K e ¢p2: N(g) — K existe um tnico homomorfismo ¢ que torna o

diagrama

comutativo.



Para cada w € N, w = fg(w)+w— fg(w) onde fg(w) € Im(f) e w— fg(w) € N(g)

(pois g(w — fg(w)) = g(w) — gfg(w) = g(w) — g(w) = 0). Entdo, se existir um ¢
nas condigoes requeridas, terd que satisfazer o seguinte:

p(w) = ¢(fg(w)+w—fg(w)) = ¢(fg(w))+d(w—fg(w)) = ¢1(fg(w))+2(w—fg(w)).

Isto mostra que se existir tal ¢ ele é tnico. Como esta lei define, de facto, um
homomorfismo de A-médulos (o que pode verificar-se de modo andlogo como na

outra solugao), a propriedade universal verifica-se.

Se quisermos obter uma expressao explicita para o isomorfismo Im(f)® N(g) ~ N,
basta considerar
K =1Im(f) & N(g)

o1: Im(f) = Im(f) © N(g) e ¢2: N(g) = Im(f) D N(g)

dados por ¢1(w) = (w,0) e ¢a(w) = (0,w). Nesse caso, como ambos os médulos
Im(f)® N(g) e N satisfazem a propriedade universal da soma directa, o respectivo
¢: N — Im(f) @ N(g) é um isomorfismo:

p(w) = o1(fg(w))+¢2(w—fg(w)) = (fg(w),0)+(0,w—fg(w)) = (fg(w), w—Ffg(w)).

Solugao alternativa:

(a) Podemos olhar para I'm(f) @ N(g) como a soma directa (interna em N) dos
submédulos Im(f) e N(g), uma vez que Im(f) N N(g) = {0}:

f(v) e N(g) & gf(v) =0=v=0.

Neste caso Im(f) @ N(g) pode ser descrito como o submédulo Im(f) + N(g) =
{w1 + w2 | wy € Im(f),ws € N(g)} de N.

(b) Bastard mostrar que Im(f) + N(g) = N (neste caso, o isomorfismo é a identi-

dade!), o que é simples: cada w € N pode escrever-se como
w = fg(w) + (w — fg(w))

e g(w = fg(w)) = g(w) — g(w) = 0.




