Exercicio da pagina 16: Se D € um dominio euclidiano com funcdao euclidiana

0 entao

4(a) = min &(ab
(a) = min 5(ab)
define uma funcdao euclidiana em D com as sequintes propriedades:

(1) 6(a) < 0(ab) para quaisquer a,b em D ~ {0}.

(2) 6(1) € o valor minimo de 6 em D ~ {0}.

(3) 0(a) < 8(a) para qualquer a em D ~ {0}.

Solugao: Comecamos por demonstrar as propriedades (1)-(3) e deixamos para o

fim a prova de que 5 é de facto uma funcao euclidiana em D.

(1) Sejam a,b em D ~ {0}. Pela definicio de &, &(ab) = d(abcy) para algum
co € D~ {0}. Mas abcy é um miltiplo de a logo &(a) < d(abcy) = d(ab).

(2) Obvio (da definicio de 4).

(3) 6(a) = Ilgglé(ab) <d(a-1)=d(a).

Mostremos agora que D admite um algoritmo da divisao relativamenta a 5.

Sejam a,b € D com b # 0. Claro que §(b) = d(bcp) para algum ¢y € D ~ {0}.
Pelo algoritmo da divisdao em (D, d) para o par a,bcy existem ¢,r € D tais que
a = (bco)go + 1o com 19 = 0 ou §(rg) < (bcp). Basta agora tomar ¢ = coqp e

r = rg. De facto, a = bg+r, e r = 0 ou (usando a propriedade (3)) d(r) < d(r) <
§(bco) = 6(b).



