ALGEBRA COMUTATIVA

Jorge Picado

Departamento de Matemdtica
Universidade de Coimbra

2013






Capitulo 1

Anéis (revisitados)

Pré-requisitos
e noc¢oes basicas de grupos, anéis, dominios de integridade e corpos.
e 0s anéis (Z,+, x) e (Zy, +n, X ); anéis de polinémios.
e divisibilidade, mdc e mmec.

e ideais principais, ideais primos e ideais maximais. Dominios de ideais prin-
cipais (DIP).

(www.mat.uc.pt/~picado/corpos/apontamentos.html: Capitulos 1 e 2)

Ao longo do curso, se nada for dito em contrédrio, assumiremos que A denota
um anel comutativo com identidade. Denotaremos por A* o conjunto das
unidades de A.

1. Divisibilidade. Elementos primos e irredutiveis

Dois elementos a,b € A dizem-se associados se existir u € A* tal que a = ub.

Diz-se que a divide b (e escreve-se a | b) se existir ¢ € A tal que ac = b.

Propriedades basicas:

(1) A relagao “ser associado” (que denotaremos por ~) é uma relacao de equiva-

léncia, em que a classe de cada elemento a é o conjunto aA* = {au | u € A*}.

(2) A relac@o | é reflexiva e transitiva mas nunca é simétrica (1 | 0 mas 01 1) e
nao é necessariamente anti-simétrica (pense por exemplo em Z, no facto de

2| —2e —2|2; mas em Zy ja é anti-simétrica).
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(3) Sea|bec|dentdo ac|bd.

(4) Num dominio de integridade, (a) C (b) se e sé se b |a. Comop|qge q|p se
e s6 se p e ¢ forem associados, entdao (a) = (b) se e s6 se a e b s@o associados.

Além disso, a € A* se e s6 se (a) = A.

(5) Se A é um dominio de integridade entao Afz]* = A*.
Demonstragao. Exercicio. (]

O Teorema da Factorizacao Unica nos inteiros e nos anéis de polinémios
(com coeficientes num dominio de integridade) sdo tao importantes que é na-
tural averiguar se se podem generalizar a outros anéis. Por outro lado, os anéis
de polinémios exibem tantas semelhancas com o anel Z dos inteiros que é bem
possivel que nao sejam mera coincidéncia, e sejam sim casos particulares de resul-

tados validos num contexto muito mais geral.

Como sabemos, os inteiros primos podem ser caracterizados de vérias maneiras.

Por exemplo, um inteiro p # 0 nao invertivel é primo se e s6 se
plab=plaoup|b.
Equivalentemente, p é primo se e s6 se
p=ab=a==21oub==l1.

E claro que podemos adaptar qualquer uma destas condi¢oes a um dominio de
integridade qualquer. Como deixam de ser equivalentes teremos que arranjar um

nome diferente para denominar os elementos que verificam a segunda:

Seja D um dominio de integridade.

e Um elemento p € D diz-se primose p # 0, p ¢ D*, e p| ab= p | a ou
p|b.

e Um elemento g € D diz-se irredutivelse ¢ # 0, q ¢ D*, e ¢ = ab = a € D*
oube D*.

Portanto, os elementos irredutiveis sao os que apenas admitem factorizagoes
triviais e um elemento p # 0 é primo se e s6 se o respectivo ideal principal (p)
é primo. As tabelas seguintes comparam estas definigoes em 3 exemplos impor-
tantes: Z, C[z] (C: corpo) e D[z]| (D: dominio).
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DOMINIO 7
unidades 7* ={-1,1}
p#0,+1
primo plab = pla ou p|b
p#0,+1
irredutivel p=ab=a€Z* oube 7*
isto é
p=ab=>a=1loua=—-loub=1oub=-1
DOMINIO C[z] (C: corpo)
unidades Clz]" = {p(z) € C[z] : gr(p(x)) = 0}
gr(p(z)) > 1
primo p(x)|a(x)b(x) = p(x)|a(x) ou p(x)|b(x)
gr(p()) =1
irredutivel p(x) = a(x)b(x) = a(x) € C[x]" ou b(x) € C|x]"
isto é
p(x) = a(x)b(x) = gr(a(x)) = 0 ou gr(b(x)) = 0
DOMINIO Diz] (D: dominio de integridade)
unidades D[z]" = {p(x) € D[x] : gr(p(x)) = 0,p(x) = c € D*}
p(x) #0, p(z) ¢ Dla]”
primo p(@)]a(z)b(x) = p(x)|a(z) ou p(z)[b(x)
p(x) #0, p(z) & Dz]"
irredutivel p(x) = a(x)b(x) = a(x) € D[z|" ou b(x) € D[z]"

isto é
p(x) = a(x)b(x) = a(x) = c € D* ou b(x) =d € D*

Como sabemos, além de Z, também em Cf[z] os elementos primos coincidem

com os elementos irredutiveis. Nao é esse o caso em todos os dominios de inte-
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gridade, mas é possivel identificar extensas classes de dominios onde estas duas

nogoes sao equivalentes.
Proposigao 1.1. Seja D um dominio de integridade e u € D*.
(1) Se p € primo entdo up é primo. Se q € irredutivel entao uq € irredutivel.

(2) Todo o elemento primo € irredutivel.

Demonstragao. (1) Exercicio.

(2) Se p é primo e p = ab entdo p | ab e, portanto, pla ou p|b. Se, por exemplo,
pla, entao existe x € D tal que a = pxr. Concluimos entdo que p = ab = pxb, e
como p # 0, 1 = xb, ou seja, b é uma unidade. De igual forma, se p|b concluimos

que a é invertivel. [

A implicacao reciproca da de (2) é, em geral, falsa. Por exemplo, no dominio
Z[vV-5]={a+bv—5|a,beZ},

3 é irredutivel mas nao é primo, uma vez que 3 divide (2 ++/—5)(2 — v/—5) (pois
(24 v-5)(2—+v/—5) = 3-3) mas nao divide 2 + v/—5 nem 2 — /—5. Note que

neste exemplo nao ha factorizacgoes unicas:
9=3-3=(2+V-5)(2—-V-5),
6=2x3=(1+iV5)(1—iV5).
Proposicao 1.2. Seja D um dominio de integridade e p € D, p # 0.
(1) p € primo se e sé se o ideal principal (p) € primo.

(2) Se o ideal principal (p) é mazimal entao p € irredutivel.

Demonstracao. Sao consequéncia imediata das defini¢cbes e das propriedades

bésicas que ja verificamos. [

A reciproca da afirmagao (2) nao é, em geral, verdadeira: 2 é um elemento
irredutivel de Z[x] mas (2) nao é um ideal maximal de Z[z] pois (2) C (2,z) C Z[x].
O problema neste exemplo reside no facto de o ideal (2,x) nao ser principal (e,

portanto, Z[x] nao ser um DIP). Com efeito:

Proposicao 1.3. Seja D um dominio de ideais principais. Entdo (p) é mazimal

se e so se p € irredutivel.
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Demonstragao. Seja p irredutivel e (p) C (a). Entao a | p, e portanto ou a € D*
(e logo (a) = D), ou a é um associado de p (e logo (a) = (p)). Assim, (p) é

maximal. [
(Onde usamos a hipétese de D ser um DIP?)
Corolario 1.4. Num dominio de ideais principais, um elemento € irredutivel se

€ S0 se € primo.

Demonstragao. Seja p um elemento irredutivel e suponhamos que p | ab. Consi-
deremos o ideal principal I = (p). Pela proposigao anterior, I é maximal pelo que

o anel quociente D/I é um corpo (logo nao tem divisores de zero). Mas
(a+I)-(b+1)=ab+I1=1,

uma vez que, por hipétese, ab € I. Entao, necessariamente um dos factores é nulo,
istoé,a+ 1 =1oub+1=1. Isto significa precisamente que a € I ou b € I, ou

seja, p | a ou p | b. n

Observagao. E claro que se nos tivéssemos lembrado (CorprOs E EQUAQOES
ALGEBRICAS) que

todo o ideal maximal € primo,

ou que

I é primo sse D/I é um dominio de integridade,

a prova era ainda mais rapida: decorre imediatamente de 1.2 e 1.3.

2. Dominios de factorizagao unica

Um dominio de integridade D diz-se um dominio de factoriza¢do inica (abre-
viadamente, DFU) se as seguintes duas condigoes sao satisfeitas para todo o

elemento nao nulo a € D ~ D*:

(F) Existem elementos irredutiveis pi,ps, ..., p, tais que

a=Dpip2- - Pn- (2.1.1)

(U) Se P1;P2,---3Pn€d41,42,--.-,4m sao irredutiveis e pP1iP2 - Pn = 41492 * * * gm,
entdo m = n e existe uma permutacao m € S, tal que p; ~ Ir(i) Para

i=1,2,...,n
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Por outras palavras, num dominio de factorizacao unica, todo o elemento nao
nulo e nao invertivel possui uma factorizagao num produto de elementos irre-
dutiveis, e esta decomposi¢dao é unica a menos da ordem dos factores e de pro-

duto por unidades; apds reordenacao, para cada i existe uma unidade u; tal que
Pi = qily.
Por exemplo, em Z,

1x5=5x1=(-1)x(=5)=(-5) x (—1)
sao as Unicas factorizacoes do primo 5 e
I1x(=5)=(-5)x1=(-1)xb5=5x(-1)

sdo as unicas factorizagdes do primo —5. Pelo Teorema Fundamental da Aritmé-
tica, Z é um dominio de factorizacao unica. Pelo Teorema da Factorizagao Unica
em C[z] (estudado no ano passado) C[z] é também um DFU. Outro exemplo de

dominio de factorizacao tinica é o anel dos inteiros de Gauss,
Z)i] ={a+ib|a,be Z}.

O exemplo Z[/—5] que vimos logo a seguir & Proposigao 1.1 mostra que nem todo
o dominio de integridade é um DFU.
Chama-se também anéis de Gauss aos dominios de factorizagao tnica. O

Corolario 1.4 pode ser estendido aos dominios de factorizagao unica:

Teorema 2.1. Seja D um dominio de integridade. Entdo D é um DFU se e s

se as sequintes condigoes se verificam:
(1) Todo o elemento irredutivel é primo.
(2) toda a cadeia ascendente de ideais principais estabiliza, isto €, se
(d1) C (d2) € C (da) -+
€ uma cadeia ascendente de ideais, entdo existe um natural k tal que

(dyn) = (dg) para todo o n > k.

(Equivalentemente, a condicao (2) significa que, sempre que ---dy, | dp—1 | -+ | dy
em D, entao existe um natural k tal que d,, ~ dj para todo o n > k.)
Demonstragao. Seja D um DFU e p € D um elemento irredutivel. Se p | ab entao

ab = pzx para algum x € D, onde z,a e b possuem factorizac¢oes do tipo (2.1.1):

T=P1P2-Pny @ =q1q2 " Gm, b="T1T2- T}
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com p;,q;,7; irredutiveis em D. Logo ppip2- - pn = q1q2 - qmT1r2 Tk, € pela
unicidade da factorizacao, p é associado de algum ¢; ou de algum r;. No primeiro
caso, p | a, e no segundo, p | b. Logo, p é primo.

Por outro lado, seja
(di) C (d2) C--- C(dp) C -+

uma cadeia ascendente de ideais principais. Claro que podemos supor d; # 0 e
d; ¢ D* para todo o i. Seja
Pi1Pi2 - Pin;

a factorizagdo de cada d; em factores irredutiveis. Como d; | di para qualquer
1, os factores irredutiveis de d; sdo factores de dy, pelo que n; < ny. E entéao
evidente que nao poderao existir na cadeia mais de nq ideais distintos entre si.

Consequentemente, existe um natural &k tal que (d,) = (di) para todo o n > k.

Reciprocamente, suponhamos que D é um dominio de integridade que verifica
as condigoes (1) e (2). Seja a € D ~ D* um elemento nao nulo. Suponhamos
por absurdo que a nao é factorizavel num produto de irredutiveis. Definamos por

indugao uma sucessao {ay }nen tal que
a1 = a,ap4+1 | an € ap * apt1,

do seguinte modo:

Como a nao é irredutivel, a = bc onde b e ¢ ndo sdo unidades. E claro que b
e ¢ nao podem ser ambos factorizdveis num produto de irredutiveis. Suponhamos
(sem perda de generalidade) que b nao o é; definimos az = b. Claro que az | a; e
a1 ~ as. Como ag nao é irredutivel, podemos repetir o raciocinio e definir a3 nas
condigoes requeridas, e assim sucessivamente.

Os ideais principais gerados pelos a,,’s satisfazem
(a1) C (az) C--- C{an) C---

contradizendo a condicao (2) de toda a cadeia ascendente de ideias principais
estabilizar. Concluimos assim que todos os elementos nao nulos em D ~\ D* sao
factorizaveis em produtos de elementos irredutiveis.

Quanto & unicidade, suponhamos que

P1p2 - Pn = 4192 dm

com, digamos, n < m. Como os p;’s e g;’s sao irredutiveis, por (1) sdo primos.
Mas
pnl @127 gm
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logo p, é associado de algum g; (que designamos por ¢r(,)). Excluindo estes
dois elementos, e repetindo o raciocinio, concluimos por exaustao que n = m e

Di ~ qr(;) Para alguma permutacao T € Sp,. ]

Este resultado justifica o uso indiferente nos DFU’s da expressao “factorizac¢do
irredutivel’ ou “factoriza¢ao prima’ para designar factorizagoes do tipo (2.1.1). E
evidente que nas factorizacoes (2.1.1) podemos agrupar os elementos irredutiveis

que sejam associados entre si e reescrever a factorizacao na forma

a=uqy gy’ - qp" (2.1.2)
onde u € D*, q1,q2, ..., qr sao irredutiveis (=primos), nao associados dois a dois,

eny,ng,...,nE € N.

Corolario 2.2. Todo o dominio de ideais principais ¢ um dominio de factoriza¢ao

unica.

Demonstracao. Pelo teorema anterior bastard mostrar que qualquer DIP satisfaz
as condigoes (1) e (2). A primeira é verdade pelo Coroldrio 1.4. Quanto & segunda,

consideremos a cadeia
(di) € (dg) C---C(dp) C---

E um exercicio simples verificar que [ J;°; (d;) ¢ um ideal, necessariamente prin-
cipal, por hipétese, e portanto |J;2; (d;) = (d). Isto significa que existe k tal que
d € (di) e entao, claramente, (d,) = (d) para qualquer n > k. "

O reciproco é falso, como o exemplo Z[z] mostra (ndo é um DIP pois o ideal

(2, x) nao é principal, e é um DFU como veremos na sec¢ao seguinte).

Seja D um dominio de integridade e a,b € D.

e Um elemento d € D diz-se um mdzimo divisor comum de a e b se d | a,

d | b e se, para qualquer divisor comum d’ de a e b, d' | d.

e Um elemento m € D diz-se um minimo mailtiplo comum de a e b se a | m,

b | m e se, para qualquer multiplo comum m’ de a e b, m | m’.

Observe que se d é um maximo divisor comum de a e b entdo o conjunto dos
maximos divisores comuns de a e b, que denotaremos por mdc(a, b), é o conjunto
dD* = {du | u € D*}. (Analogamente para os minimos multiplos comuns; neste

caso, denotaremos o respectivo conjunto por mmc(a, b).)
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Proposicao 2.3. Seja D um DFU e a,b € D. Suponhamos que

— T1 T Tk _ S1 .S Sk
a_uq11q22...qk e b_vq11q22qk

para certos primos qi,qo, ..., qr, unidades u,v € r1,72,...,Tk,S1,82,...,5 € Ng.
Entao:
min(ry,s1) min(rg,sk) max(r1,s1) max(rk,Sk)
(1) d =q Ty € mdc(a,b) e m = ¢ c gy €
mmc(a, b).

(2) Sed € mdc(a,b) em’ € mme(a,b), entio existe w € D* tal que d'm’ = wab.
(Note que é possivel que, para algum primo ¢;, tenhamos r; = 0 ou s; = 0; isso
quer dizer que esse primo aparece efectivamente na factorizacao de a mas nao na

de b, ou vice-versa.)

Demonstragao. (1) E claro que d é um divisor comum de a e b. Seja d’ um outro
divisor comum. E claro que nao pode existir nenhum primo p que divida d’ sem

dividir a e b, e assim, é possivel escrever
!/ t1 tr
com w € D*. Como d' | a e d' | b, necessariamente t; < r;, s;, e portanto
ti min(ri,si) d/ d
pi' | p; e | d.

A prova para o mmc é andloga.

(2) J& sabemos que d' = v'd e m' = v'm para alguns v',v" € D*. Assim, d'm’ =

u'v'dm e
__ min(ry,s1)+max(r1,s1) min(rg,s)+max(rg,sk)
=gt g = w T ab,
Basta tomar w = u/v'u" oL n

Este iltimo resultado generaliza o resultado basico dos inteiros que afirma que
o0 maximo divisor comum é o produto dos factores primos comuns elevados ao
menor expoente (e o minimo multiplo comum é o producto dos factores primos
comuns e nao comuns elevados ao maior expoente). H4 muitas outras propriedades
dos inteiros que se estendem aos DFU’s e muitas vezes as préprias demonstragoes
estendem-se imediatamente ao caso geral. E o caso da prova da infinitude dos

numeros primos em Z (atribuida a Euclides):
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Proposicao 2.4. Num DFU que nao € um corpo, existe um numero infinito de

elementos primos ndao associados.

Demonstragao. Seja D um DFU e suponhamos por absurdo que p1,...,p, era
uma familia completa de primos nao associados de D (claro que esta familia nao
é vazia pois D nao é um corpo). Mas o elemento a = p; ...p, + 1 nao é divisivel
por nenhum dos primos naquela familia (pois p; | a = p; | a — pip2...pp = 1 e,
como é ébvio, p; | 1 sse p; € D*, um absurdo). Consequentemente, a ndo admitiria

nenhuma factorizagdo em primos, o que é absurdo. [

3. Dominios de factorizagao tnica e polinémios

Quando estuddmos polinémios em CORPOS E EQUACOES ALGEBRICAS provamos
que se A é um corpo entao Alzr| é um DFU. Vamos agora demonstrar que, mais
geralmente, se A é um DFU também A[z] o é. Comegamos por determinar os

irredutiveis em A[z]| de grau zero:

Proposicao 3.1. Seja D um dominio de integridade e p(x) = a € D um polindmio

de grau 0. Entao p(x) € irredutivel em D|x] se e s6 se a for irredutivel em D.

Demonstragao. Suponhamos que p(x) = a é irredutivel em D[z] e a = bc em D.

Entao b ou ¢ pertencem a D[z]* = D* o que mostra que a é irredutivel em D.

Reciprocamente, se a for irredutivel em D e p(x) = a = g(z)r(z) em D|x]
entao gr(q(z)) = gr(r(z)) = 0. Assim ¢(x) =be r(x) =ccom b,c € D, b,c # 0.
Como a = be, pelo menos um dos elementos b ou ¢ é uma unidade de D, ou seja,

um dos polindmios g(x) ou r(x) é uma unidade de D]z]. "

Seja D um dominio de integridade e p(x) € D[z].

e p(x) é um polindmio primitivo se gr(p(x)) > 1 e os unicos divisores de

p(x) de grau zero forem unidades.

e Uma factorizagao propria de p(x) é uma decomposi¢ao do tipo p(x) =
a(z)b(z) com gr(a(z)), gr(b(z)) < gr(p(z)).

Por exemplo, p(z) = 222 + 2 nfo é primitivo em Z[z] pois 2 divide p(z) (mas
em Q[z] ja p(x) é primitivo). Também nao admite factorizagoes préprias em Z[x]

(apesar de admitir a factorizacdo 2(z2 + 1)).
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Quanto aos irredutiveis nao constantes:

Proposicao 3.2. Seja D um dominio de integridade. Se o grau de p(x) € D[x] for
maior ou igual a 1, entdo p(x) € irredutivel em D[z] se e sd se for um polindmio

primitivo que nao admite factorizacoes proprias.

Demonstragao.  Suponhamos que p(z) é irredutivel com gr(p(xz)) > 1. Por
absurdo, se nao fosse primitivo, podiamos factoriza-lo pondo em evidéncia um mdc
dos seus coeficientes, e nessa factorizacao nenhum dos factores era uma unidade,
uma contradi¢do. Por outro lado, se admitisse uma factorizacao prépria, é claro

que também nao poderia ser irredutivel.

Reciprocamente, se p(x) é primitivo sem factorizagoes proprias, claramente
nao é o polinémio nulo nem uma unidade. Se p(x) = g(x)r(z) entao, por hipStese,
ou ¢q(z) ou r(x) tem de ter grau zero. Suponhamos, sem perda de generalidade,
que ¢é ¢(z). Portanto, ¢(z) = a € D. Como ¢(x) | p(x) e p(x) é primitivo,

necessariamente ¢(x) é uma unidade. Logo p(z) é irredutivel. "

Teorema 3.3. Seja D um DFU. Todo o elemento ndo nulo de D{x]~ D[x]* € um

produto de elementos irredutiveis em Dlx]. Estes sdo
e de grau zero, irredutiveis (=primos) em D, ou

e polinémios primitivos que ndo admitem factorizagdes proprias.

Demonstragao. Faremos a demonstragao por indugao sobre o grau n de p(x):

Sen =0, p(r) = a € D e portanto é claramente um produto de irredutiveis
de D (por D ser um DFU).

Tomemos p(z) de grau n e suponhamos, como hipétese de indugao, que o

resultado é valido para todos os polinémios de grau < n.

Se p(x) admitir uma factorizagdo prépria entdao p(xr) = gq(x)r(z) com
gr(q(z)),gr(r(z)) < n e, pela hipétese de indugao, ambos sao factorizaveis em
polinémios dos dois tipos descritos. No caso em que p(z) ndo admite factorizacoes
proéprias, se p(z) for primitivo entao é irredutivel e estd provado; se nao for primi-
tivo, podemos escrever p(z) = aq(z) onde a é um mdc dos coeficientes de p(z), ndo
¢ unidade, e g(x) é primitivo e também nao tem factoriza¢oes préprias. Factori-
zando agora a em factores primos (usando o facto de D ser um DFU), e tendo em
conta que ¢(x) é irredutivel por ser primitivo e nao admitir factorizagées préprias,

chegamos a conclusao pretendida. [
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Falta somente garantir a unicidade das factorizacbes para concluirmos que
Diz] é um DFU. Para isso vamos fazer o mesmo que se faz em Z, em C[z]| ou na
demonstragao de que todo o DIP é DFU (Corolério 2.2): garantir que todos os

irredutiveis mencionados no teorema anterior sdo primos em D[z].

Proposicao 3.4. Seja D um DFU e p um elemento primo de D. Entdo p(x) =p

é primo em D[x].

Demonstragao. Suponhamos que p(z) | ¢(z)r(xz) em D|z] com
g(z) =apz" +---+ax+ay e 7r(x)=Dbypa™- -+ bz + b

Queremos provar que p(z) | g(x) ou p(z) | r(x), isto é, p divide todos os coeficientes
de ¢(z) ou todos os coeficientes de r(x). Suponhamos, por absurdo, que isso nao
acontece (ou seja, que p nao divide um dos factores de ¢(z) e um dos factores de
r(z)). Seja s o maior indice tal que p{ as e t o maior indice tal que p 1 b;. Entéao
p | a; e p| b; para quaisquer i > s e j > t. Como o coeficiente cs4¢ de 2 no

produto g(x)r(x) é igual a
Asttbo * -+ + Qsp1bi—1 + asby + as—1bey1 + -+ aobs it

e p 1 asb, entdo p t cs4¢ (pois por definigao de s e t, p divide todas as outras
parcelas em csy¢). Isto contradiz o facto de p, por hipdtese, dividir todos os

coeficientes do produto ¢(z)r(x). n

Lema 3.5. Seja D um DFU, K o seu corpo de fracgoes, p(x),q(x) € Dlx] e
suponhamos que p(x) € primitivo. Se p(x) | q(x) em K[z]| entao p(z) | q(x) em
Diz].

Demonstragao. Por hipétese, q(x) = r(z)p(x) para algum

r(x)zzlx”+~'-+%x+%seff[x] (as, bs € D, b; # 0).

Seja ¢ um elemento de mmc(bg, by, ...,b,) e f(z) = cr(x) € D]z]. Entao cq(z) =
cr(z)p(x) = f(x)p(z). Se ¢ é uma unidade entdo r(z) € D[z] e imediatamente

p(z) | ¢(z) em DJz]. Caso contrario, seja d € D um dos factores primos de c.

(Cuidado: apesar de d dividir ¢ em D, nao é 6bvio que d|f(z) em D[z];

nem sequer sabemos se c|f(z) em D|x] pois r(x) € K[x].)

Como d | f(z)p(z) entdo, pela proposicao anterior, d | f(z) ou d | p(z). Mas p(z)
é primitivo, logo d 1 p(x) e necessariamente d | f(z). Entao (1/d)f(z) € Dlx] e,
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como (1/d)f(z) = (¢/d)r(x), ¢/d é miltiplo de todos os b; (i =0,1,...,n), o que
é impossivel pois ¢/d divide estritamente ¢ e ¢ € mmc(by, by, ..., by,). Portanto, ¢

é mesmo uma unidade e r(x) € Dl[z]. n

Lema 3.6. [Lema de Gauss] Seja D um DFU e K o seu corpo de fracgoes.
Se p(x) € D[z], p(z) # 0, com p(x) = q(z)r(z), q(x),r(x) € Klz|, entao existe
a€ K, a#0, tal que

¢'(z) = aq(x) € D[z], 1'(z) = (1/a)r(z) € Dlx] e p(x)=q'(x)r'(z).

(Isto implica que p(z) € D[z] ndo admite factorizagoes préprias em D[z| sse é

irredutivel em K|[z].)

Demonstragao. Seja ¢ um multiplo dos denominadores dos coeficientes de ¢(x).
E claro que cq(z) € Dz]. Seja agora d um mdec dos coeficientes de cq(z). Pondo-o
em evidéncia obtemos cq(z) = dq’(x), sendo ¢'(z) € D[x] primitivo. Entao

c d d

p(x) = gQ(x) : Er(x) = q/(ﬂf)g r(x).

Bastard entdo tomar a := c¢/d. De facto: ag(xz) € D[z]; como ¢'(z) € D[z] é
primitivo e divide p(z) em K|[x], pelo lema anterior divide p(z) em D[x]; assim,
(1/a)r(z) = p(x)/q'(x) € Dlz]. =

Proposicao 3.7. Seja D um DFU e p(z) € D[z] um polinémio primitivo que nao

admite factorizagoes proprias. Entao p(x) € primo em Dl[z].

Demonstragao. Suponhamos entao que p(x) | ¢(x)r(x), com q(z),r(x) € D[z], e
seja K o corpo das fracgoes de D. Comecemos por verificar que p(x) é irredutivel
em KJ[z]. Se nao fosse, teriamos p(x) = pi(z)p2(x), p1(z), p2(z) € K[z], ambos
com grau > 1. Entdo, pelo Lema de Gauss, terfamos p(x) = p}(z)p5(x), com
P (@), phlz) € Dla] de grau > 1 (gx(p}(2)) = gr(p1(x)) e gr(ph(x)) = gr(pa(e))), o
que é contraditério com a hipdtese.

Portanto, p(z) é irredutivel em K|z|, e como K[z] é um DFU, p(z) é primo
em K[z] e portanto p(z) | ¢(x) ou p(x) | r(z) em K|[x]. Como p(x) é primitivo,
o Lema 3.5 assegura-nos que p(z) | ¢(z) ou p(z) | r(x) em D[z], e portanto, que

p(z) é primo em D[z]. "

Demonstramos assim que todos os irredutiveis de D|x] s@o primos e podemos

assim obter finalmente o tao desejado teorema:

Teorema 3.8. Seja D um DFU. Entao Dlx] € um DFU.



14 CAPiTULO 1. ANEIS (REVISITADOS)

Demonstragdo. A factorizagdo em irredutiveis existe pelo Teorema 3.3. Provdmos
em 3.4 e 3.7 que todos os irredutiveis nestas factorizacoes sao primos. Isto é
suficiente para garantirmos a unicidade das factorizacoes:

Sejam

pi(x) - -pn(r) = qu (@) - gm(2)

duas factorizagoes em irredutiveis (que ja sabemos serem primos) do mesmo ele-
mento de D[z]. Vamos usar inducao sobre n. Para n = 1 temos pi(z) =
q1(x) -+ - gm(x). Como pi(x) é irredutivel, ndo admite factorizagoes proéprias, logo
m=1=neq(z)=pi(z).

Supondo agora que o resultado vale para n — 1, consideremos

pi(z) -+ pa(2) = q1 () -+ gm(2)
duas factorizagdes do mesmo elemento em irredutiveis de D[x]. Como
pi() [ qu(@) - - gm(x)

e p1(x) é primo, existe i tal que pi(z) | ¢;(x); reordenando os ¢;’s podemos supor
i = 1. Como qi(z) é irredutivel, gi(z) = u1(z)p1(z) onde u;(x) é uma unidade.
Aplicando a lei do corte obtemos

p2(x) - pu(x) = (u1(2)g2(2)) - - - gm ().

A decomposicao da direita ainda é uma decomposi¢ao em irredutiveis e a da
esquerda tem n — 1 factores. Pela hipdtese de indugao, m — 1 = n — 1 (ou seja,

m = n) e, ap6s reordenacado, p;(x) ~ g;i(z) (i =1,2,...,n). n
Em particular, Z[z] ¢ um DFU, assim como Dz, y] := D[z][y].

Terminamos com alguns critérios de irredutibilidade que permitem identificar
alguns polinémios irredutiveis de D|[x] quando D é um DFU, e que generalizam
resultados estudados em CORPOS E EQUACOES ALGEBRICAS.

Proposicao 3.9. [Critério de Eisenstein| Seja D um DFU e K o seu corpo
de fracgoes. Se

p(z) = apz™ + -+ a1x + ap € D[z]

e existe um primo p € D tal que

pla; (i=0,1,...,n—1), ptfay epZTao

entdo p(z) € irredutivel em K|x].
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(Equivalentemente, pelo Lema de Gauss, p(z) nao tem factorizagdes préprias em

Dlz]; portanto, serd irredutivel em D[x] se for primitivo.)

Demonstragao.  Se, por absurdo, p(z) nao for irredutivel em K[z] entdo, pelo

Lema de Gauss, admite uma factorizagao prépria em D|[z]
q(z)r(z) = (bsx® + - bz + bo) (e’ + - -1z + co) (s, >0).

Como bycy = ag é divisivel por p e ndo por p?, um dos factores nao é divisivel por
p (digamos by) e necessariamente p | ¢g. Como bsc; = ay € p { an, entdo p 1 ¢;.

Seja k o menor indice tal que p{ ¢, (j& vimos que 0 < k <t =mn—s <n). Como
ay, = bocy, + bicp_1 + -

e ptbock (mas divide todas as outras parcelas), entao p { ag, uma contradi¢do. m

O proximo resultado ajuda a encontrar as raizes em K de um polinémio com

coeficientes em D.
Proposigao 3.10. [das raizes fracciondrias| Seja D um DFU, K o seu corpo
de fracgoes e

p(x) = apaz"™ +---a1x + ag € D[z].

Se c/d € K é uma raiz de p(x) com ¢,d € D tais que 1 € mdc(c,d), entdo c | ag e

d| a, em D. Em particular, se ¢ € D é uma raiz de p(x) entao c | ag.

Demonstragcdo. Por hipdtese

anc® + ap_1¢" Y+ - 4+ ajed™ 1 4 apd™

Ozp(f): dn

Portanto, anc® + an_1c” 'd+ -+ ajcd” ' + agpd™ = 0. Daqui podemos concluir

que

e + ap_ 1"+ -+ ared” ! = —apd™

—apc” = ap_1" A4 -+ ared™ + apd”.

Da primeira identidade segue que ¢ | apd™ e da segunda que d | anc™. Como

1 € mdc(c,d), entao c| ap e d | a, (Exercicio 1.16). "
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4. Dominios Euclidianos

As demonstragoes de que Z e Clz]| (para qualquer corpo C) sao DIP’s (estudadas
no ano passado) sdo formalmente muito parecidas e assentam no algoritmo da
divisao. Isto sugere que possa haver uma classe genérica de anéis contida na
classe dos DIP’s onde aquelas demonstragoes podem ser reformuladas, baseadas
numa generalizacao do algoritmo da divisao. Essa classe é a classe dos dominios

euclidianos.

Um dominio de integridade D diz-se um dominio euclidiano se for possivel

definir em D uma funcado §: D \ {0} — N tal que

e para quaisquer a,b € D (b # 0) existem ¢,r € D tais que a = ¢b+ r onde
our =0 oud(r)<dib).

0 diz-se uma funcdo euclidiana em D.

Os anéis Z com a fung¢ao médulo e C[z] (C corpo) com a funcao grau (em rigor,
para que a funcao tenha valores positivos teremos que adicionar uma unidade ao
grau) sao dominios euclidianos. Observe que d(a) = |a| ndo é uma fungao euclid-
iana em Q. Qualquer corpo C' é um dominio euclidiano, com funcao euclidiana ¢
definida por §(x) = 1 para todo o z € C' ~ {0}.

Alguns autores acrescentam a definicdo de funcao euclidiana a condicao
d(a) < 6(ab) para quaisquer a,b € D ~ {0} (4.1.1)

mas isso é desnecessario pois as duas definigoes descrevem as mesmas classes de

dominios. De facto:

Proposigao 4.1. Se D € um dominio euclidiano com fungao euclidiana § entdo

5(a) = Ig;igé(ab)

define uma funcdao euclidiana em D com as sequintes propriedades:

(1) 6(a) < d(ab) para quaisquer a,b em D ~ {0}.

(2) 0(1) € o valor minimo de 6 em D ~ {0}.

(3)

S

(a) < d(a) para qualquer a em D ~ {0}.

Demonstragao. Comegamos por demonstrar as propriedades (1)-(3) e deixamos

para o fim a prova de que 5 6 de facto uma funcao euclidiana em D.
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(1) Sejam a,b em D ~ {0}. Pela definicio de &, d(ab) = d(abcy) para algum

co € D~ {0}. Mas abcy é um multiplo de a logo d(a) < §(abcg) = d(ab).
(2) Obvio (da definicio de 4).

(3) 6(a) = r&gd(ab) <6(a-1) = 8(a).

Mostremos agora que D admite um algoritmo da divisao relativamenta a 5.
Sejam a,b € D com b # 0. Claro que (b) = 8(bcy) para algum ¢y € D ~ {0}.
Pelo algoritmo da divisdo em (D, ) para o par a,bcy existem ¢,r € D tais que
a = (bco)go + 1o com 19 = 0 ou §(rg) < (bcp). Basta agora tomar ¢ = coqp e

r = rg. De facto, a = bg+r, e r = 0 ou (usando a propriedade (3)) d(r) < d(r) <
§(bco) = 6(b). -

Proposicao 4.2. Todo o dominio euclidiano € um DIP.

Demonstracao.  Seja I um ideal arbitrdario de um dominio euclidiano D. Se
I = {0}, entao I = (0) é um ideal principal. Podemos pois admitir que I # {0}.
Nesse caso seja N = {6(a) | a € I, a # 0} C N. E claro que N é nao vazio (pois
I # {0}), pelo que tem um minimo. Seja b um elemento de I ~ {0} onde esse
minimo é atingido. Provemos que I = (b). Como b € I, é ébvio que (b) C I. Por
outro lado, se a € I, usando a definicao de dominio euclidiano, existem ¢q,r € D
tais que a = gb+r com r = 0 ou 6(r) < d(b). Dado que I é um ideal, podemos
concluir que r = a — gb € I. Mas entao r = 0 (se r fosse nao nulo, teriamos
r € I~ {0} com d(r) < §(b), um absurdo). Assim, a é um multiplo de b pelo que

pertence ao ideal (b). "

Por outro lado, nem todo o DIP é um dominio euclidiano. O anel

2L

é um exemplo.

Uma vez que o algoritmo de Euclides para a determinagao do mdc em Z (ou em
C'[z]) depende apenas do algoritmo da divisao, é previsivel que se possa generalizar

a qualquer dominio euclidiano.

Proposicao 4.3. [Algoritmo de Euclides] Em qualquer dominio euclidiano D,
mdc(a,b) # 0 para quaisquer a,b € D ~ {0}. Um elemento deste conjunto pode
ser obtido dividindo a por b e, iterando, dividindo sucessivamente 0s sucessivos
divisores pelos sucessivos restos, até que o resto seja zero. O ultimo resto nao nulo

ry serd esse elemento (e, consequentemente, mdc(a,b) = {ur; | u € D*}).
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Demonstragao. Como D é um DFU, mdc(a,b) # ) pela Proposi¢ao 2.3. Quanto
ao algoritmo de cdlculo de um elemento desse conjunto, ele termina pois cada
divisao sucessiva origina um novo resto ryy; com 0(r+1) < 6(r¢) e estes valores
sao sempre nao negativos. Resta-nos mostrar que o elemento encontrado pelo
algoritmo é de facto um mdc de a e b. Faremos a demonstracao por inducgao sobre
5(b).

Se §(b) = 1 entao b | a (pois a = ¢1b+ 71 com 1 = 0 ou d(ry) < §(b) = 1;
como a ultima condigao é impossivel, entdo r1 = 0). Portanto a = ¢1b e é 6bvio
que b € mdc(a, b).

Suponhamos que o algoritmo funciona para qualquer b tal que 6(b) < n. Con-

sideremos ent@o b com §(b) = n. Entao existem ¢,71 € D tais que
a=qb+nr (*)

com ;1 = 0 ou d(r;) < 0(b) = n. Se r; = 0 entdo a = ¢1b e é 6bvio que
b € mdc(a, b). Caso contrario, podemos usar a hipétese de indugao e ter a garantia
de que usando o algoritmo para b e r; encontramos no final um elemento d em
mdc(b,71). S6 precisamos de garantir que d € mdc(a,b). Em primeiro lugar,
como d | r1 e d | b entdo, usando (%), d | a. Por outro lado, se ¢ | a e ¢ | b entao,

novamente por (x), ¢ | r1 e portanto c | d. "

Resumindo:

ALGORITMO DE EUCLIDES

Sejam a,b € D, com b # 0.
e Se b|a, entdo b € mdc (a,b).

e Se b t a, usamos a definicdo de dominio euclidiano repetidamente, do

seguinte modo:

a=qb+r 0<d(r) <4d(b)
bZQQT1+T2 0<5(T2) < 5(7“1)
1 = q3"r2 + 713 0< (5(7‘3) < (5(7‘2)
T2 = Q-1 + 1t 0 <6(re) <0(re-1)

Tt—1 = qt+17¢-

Como 4(b) é finito, o processo terd que parar ao cabo de um nimero finito

de passos. Entao ry € mdc (a, b).
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Exemplo. Calculemos mdc(114, 87) (em Z) pelo método de Euclides das divisoes
sucessivas e apresentemos uma expressao desse mdc como combinagao linear in-
teira p x 114 + ¢ x 87 de 114 e 87 (ver Exercicio 1.21):

114=1x87+27, 87=3x27+6, 27T=4x6+[3], 6=2x[3].
Portanto, mdc(114,87) = {3, —3}.
A partir da peniltima divisao, substituindo sucessivamente, obtemos:
3=27—-4x6

=27 —4x (87 —3 x 27)
=13 x 27 —4 x 87
=13 x (114 —1x 87) —4 x 87
=13 x 114 — 17 x 87.

Portanto, p =13 e ¢ = —17.

Alternativamente, podemos calcular p e ¢ sem fazer as substituigoes sucessivas,

observando que podemos representar uma divisdo a = ¢b + r na forma matricial

BRI

Assim, as sucessivas divisoes no método de Euclides dao-nos

()-(2)(2)

“(a)(10) (F)
(o) (o) (o) (3)
(o)) GO E)

(1) -(1)

como ¢ facil de verificar. Logo, fazendo o produto dos inversos pela ordem inversa,

Obtem()(si)G S0 )
()
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0 que mostra que 3 =13 x 114 — 17 x 87.

Proposicao 4.4. O anel dos inteiros de Gauss, Z]i] = {a +bi | a,b € Z}, € um

dominio euclidiano, com

§(a+ bi) :=|a + bi|> = a® + V°.

Demonstragao. Teremos que mostrar que para quaisquer a + bi, c+di € Z[i] com

¢+ di # 0, existem ¢ + goi e 71 + 791 em Z[i] tais que
a+bi = (c+di)(q4qoi)+(r1+r2i)  onde 7; =1y = 0 ou ri4r3 < 2+d>. (4.4.1)
Se tal for possivel, teremos necessariamente (em C) o seguinte:

r1+ 791 = (a+bi) — (c+ di)(q1 + g21)

a—+bi
= (e+di) | — i)|-
(et+di)| —— — (a1 + q2i)
Denotando gidb: € C por u + vi (note que u,v € Q) é claro que no caso em que

u,v € Z basta fazer q1 = u,qs = v e r; + rot = 0. Caso contrario, como
r1+ 120 = (¢ + di) [(u +vi) — (q1 + qu)]
= (c+ di) {(u —q)+ (v— qg)i}
= [e(u —q1) = d(v = @2)] + [e(v = q2) + d(u — @)},
entao

i+ = [e(u—q1) = d(v = @2)* + (v — g2) + d(u — q1))?
= (@ +d)[(u—q)* + (v - 2)?,

donde

m+r<d+de|(u—qa)?+v-—g)<l

o que mostra que neste caso para satisfazer (4.4.1) basta encontrar inteiros ¢; e
g2 tais que (u — q1)? + (v — q2)? < 1. Serd isto possivel? Claro que sim: basta
tomar para g; o inteiro mais préximo de u e para g2 o inteiro mais préximo de v
(de facto, nesse caso (u—q1)?+ (v —¢)? < 1+ 1 <1).

(Repare que esta no é a inica solugao, o que mostra que esta divisao euclidiana
em Z[i] ndo tem necessariamente quociente e resto tnicos.)

Depois de calculados ¢; e g2 basta tomar 1 +rei = (a+bi) — (c+di)(q1 + g21).

Resumindo:
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ALGORITMO DA DIVISAO em Z]i]

Sejam a + bi, c + di € Z[i], com ¢+ di # 0.

a—+h

C.
c+di o

e Calcule-se u + vi =
e Seu,v€eZ, facase g1 =u,qg =ver; =ry=0.

e Caso contréario, tome-se para ¢; um inteiro tal que

(u—q)? <

AN

e para ¢ um inteiro tal que

(v—g2)* <

=

O resto r1 + r9i € calculado pela féormula

r1+ 720 = (a+ bi) — (c+ di)(q1 + g21).

A figura seguinte resume as relagoes de inclusdo entre as diversas classes de

dominios de integridade estudadas neste capitulo.



22 CaPiTULO 1. ANEIS (REVISITADOS)




5. TEOREMAS DO ISOMORFISMO PARA ANEIS 23

5. Teoremas do isomorfismo para anéis

Terminamos este primeiro capitulo com um tema diferente: vamos generalizar os
teoremas de isomorfismos, estudados em GRUPOS, aos anéis, resultados de que
necessitaremos ao longo do curso. E claro que tendo as demonstracoes para os
grupos na mao, estas sao facilmente adaptaveis aos anéis (bastando verificar as
propriedades relativamente a segunda operagao dos anéis em causa); aqui (com
o propdsito de que o texto seja auto-contido) apresentaremos as demonstragoes
completas. Dado um homomorfismo de anéis ¢: A — B, denotaremos o seu
nicleo {a € A | ¢(a) = 0}, que é um ideal de A, por N(¢).

Sejam A e B anéis e I um ideal de A. Investiguemos a relacdo entre os
homomorfismos ¢~$ : A/I — B e os homomorfismos ¢: A — B. Uma vez que a
aplicacao quociente usual

A — A/l
a — a+1

¢ um homomorfismo de anéis, nao é dificil provar o seguinte:

Lema 5.1. (1) Seja ¢: A/I — B wm homomorfismo de anéis. Entio a com-
POSICao ¢ = ggo w: A — B € um homomorfismo de anéis tal que N(¢) 2 I.

(2) Reciprocamente, seja ¢: A — B um homomorﬁsmo de anéis tal que N(¢) D I.
Entio existe um (tnico) homomorfismo ¢- A/I — B tal que pom=g.

Demonstragao. (1) E claro que ¢ é um homomorfismo de anéis pois é a com-
posicao de dois homomorfismos de anéis. Além disso, N(¢) D I: se a € I entao
a+1=16éo zero de A/I, e portanto ¢(a) = ¢(r(a)) = ¢(a+ I) é o zero de B.

(2) Se ¢: A — B é um homomorfismo de anéis tal que N(¢) D I, entao
b+I=a+I<b—acl=b—ac N(¢p)< ¢b) = d(a).

Isto garante que a correspondéncia a + I +— ¢(a) é independente da escolha do
representante de a + I, ou seja, define uma aplicacao 5 : A/I — B. E evidente

que ¢ é um homomorfismo, pois

dla+ 1)+ d(b+1) = d(a) + ¢(b) = d(a+b) = dla+b+1)=d((a+ 1)+ (b+ 1))

Sla+1)-9(b+1) = (a) - (b) = d(a-b) = g(ab+ ) = $((a+1T) - (b+1)).
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Portanto, qualquer homomorfismo <;~5: A/I — B é da forma gg(a + 1) = ¢(a)
para algum homomorfismo ¢: A — B definido no anel original A.

E habitual descrever a conclusao em (2), de modo mais abreviado, por um
diagrama comutativo (onde a seta a ponteado serve para indicar que desejamos

afirmar a existéncia do homomorfismo correspondente):

™

A

~Ie

Observe ainda que o Lema nos diz com exactidao quais os homomorfismos

¢: A — B para os quais existe algum homomorfismo 5 : A/I — B dado por
g(a + 1) = ¢(a) (ou seja, tal que pom = }):

Proposicao 5.2. Sejam A e B anéis, I um ideal de A e m: A — A/I o homo-

morfismo quociente usual.

(1) Os homomorfismos de anéis ¢: A/I — B sio as fun¢ées dadas por ¢(m(a)) =
¢(a), onde ¢p: A — B é um qualquer homomorfismo de anéis com nicleo
N(p)21.

(2) Sendo ¢: A — B um homomorfismo de anéis com niicleo N(¢) D I e p: AJI —

B o correspondente homomorfismo de anéis dado por ¢(m(z)) = ¢(z), entio

e, em particular, qg é injectiva se e sé se N(¢) = I.

Demonstragdo. (1) Imediato pelo Lema.

(2) Determinemos o niicleo de ¢

N(¢) =fa+T|oa+1) =0} ={a+1T|d(a) =0}
={a+1I]aeN(@)}=mr(N(¢)=N(¢)/I

E entao evidente que 5 ¢ injectiva se e s6 se N(qZ) = {I}, o que ocorre se e sé se
N(¢p)=1. n

Portanto, para cada homomorfismo ¢: A — B tal que N(¢) D I, existe um

homomorfismo gz~5 (com nicleo igual a N(¢)/I) que torna o seguinte diagrama
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comutativo:
A B 4 (5.2.1)
N
y
B

Exemplos. (1) Tomemos A =7, B =7, e I = (k). A aplicagdo ¢ = m,: Z —
Z,, dada por ¢(a) = a(modn) é um homomorfismo de anéis. Entao, se n | k,
é evidente que N(¢) D I, pelo que a proposicao anterior produz o diagrama

comutativo

(2) Tomemos A = Q[z], B = Q e ¢: Q[z] — Q definido por ¢(p(z)) = p(1). O
nucleo de ¢ é (de acordo com o Teorema do Resto), (z —1). Sendo I = (m(z))
o ideal de Q[z] gerado pelo polinémio m(x), a proposicao anterior garante a exis-
téncia de um homomorfismo de anéis 5: Q[z]/I — Q, dado por a(p(x) +1)=p(1),
desde que (z — 1) | m(z) (isto é, p(1) = 0).

Quando o homomorfismo ¢ é sobrejectivo e I é o nicleo de ¢, a proposigao
anterior reduz-se ao chamado Primeiro Teorema do Isomorfismo, um resultado
central da Teoria dos Anéis (tal como a sua versdo para grupos é um resultado

central da Teoria dos Grupos), que usaremos repetidamente ao longo do curso:

Teorema 5.3. [Primeiro Teorema do Isomorfismo| Seja ¢: A — B um ho-
momorfismo sobrejectivo de anéis. Os anéis A/N(¢) e B sao isomorfos. Em

particular, existe um isomorfismo de anéis ¢ tal que ¢ om™ = ¢. [

Este teorema exprime, em particular, a comutatividade do seguinte diagrama
(onde a seta a ponteado significa a existéncia do homomorfismo correspondente,

que é neste caso um isomorfismo):

™ A
A NG (5.3.1)
6 =e
v
B

Note que, mesmo quando ¢ nao é sobrejectivo, o teorema se aplica automatica-

mente & imagem B’ = ¢(A).
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Exemplos. (1) Supondo n e m naturais primos entre si, podemos mostrar que
os anéis Zy;, e Z, ® Z,, sao isomorfos. Para isso, definimos ¢: Z — Z,, & Z,,
da forma “ébvia”, tomando ¢(a) = (m,(a), mm(a)). O célculo do nicleo de ¢ é

simples:
a€N(p)ema)=0empa)=0=n|aem|asnm|a.

Portanto, N(¢) = (nm). Observe ainda que, como mdc(n,m) = 1, ¢ é sobre-
jectiva. Imediatamente, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, obtemos um iso-
morfismo ¢: Z/ (nm) = Zym — Zn ® Zy, dado por ¢(Tnm(2)) = (T (z), T ().

Em conclusao, Z,, ® Z,, = Z,, sempre que mdc(n,m) = 1.

(2) Seja a € C um elemento algébrico sobre Q, a ¢ Q, e m(x) o seu polinémio
minimo. Recorde que a aplicacao ¢: Q[z] — C definida por ¢(p(z)) = p(«) é um
homomorfismo de anéis com nticleo N(¢) = (m(z)). Além disso, ¢(Q[z]) = Qla].

Logo, o Primeiro Teorema do Isomorfismo diz-nos que

O Primeiro Teorema do Isomorfismo pode ser aplicado para esclarecer a na-

tureza do anel B 4+ I /I quando I e B sdo subanéis de A, sendo I um ideal.

Teorema 5.4. [Segundo Teorema do Isomorfismo| Seja A um anel, I um
ideal de A e B um subanel de A. Entdo B + I é um subanel de A, I é um ideal

de B4+ 1, BNI é um ideal de B e existe um isomorfismo de anéis

B+I_ B

1 BNI’

Demonstracao. E facil de verificar que se I é um ideal de A e B um subanel de
A, entao B + I é igualmente um subanel de A, I é um ideal de B+ 1 e BNI é
um ideal de B (verifique!).

Consideremos a aplicagao canénica m: A — A/I restrita a B, ou seja, a fungao
¢: B — A/I definida por ¢(b) = 7(b) = b+1I para qualquer b € B. E um exercicio
simples verificar que ¢ é um homomorfismo de anéis com nticleo N(¢) = {b € B |
be I} = BNI. Por outro lado, ¢(B) é um subanel de A/I, ou seja, ¢p(B) = K/I
onde K é um subanel de A que contém necessariamente B e I, donde B+ 1 C K.
Mas para qualquer k € K existe b € B tal que ¢(b) =k + I, isto é, b+ 1 =k +I;
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portanto, existe x := k—b € I tal que k = b+x. Logo K = B+1. Entéao, aplicando
o Teorema do Isomorfismo ao homomorfismo sobrejectivo ¢: B — ¢(B) = K/I,

obtemos um isomorfismo

Finalmente, podemos usar ainda o Primeiro Teorema do Isomorfismo para
estudar os anéis quociente formados a partir de anéis quociente de A (“quocientes
de quocientes de anéis”). Com efeito, seja A um anel e I e J ideais de A com
I C J. Sejam mj: A — A/J e m;: A — A/I os respectivos homomorfismos
quociente. Note que N(my) = J O I = N(ms). Pelo Lema 5.1(2), dados ¢ = 7
(que é sobrejectivo) e m = 7, existe um homomorfismo {5: A/I — A/J tal que o

seguinte diagrama é comutativo:

O homomorfismo ¢~5 é claramente sobrejectivo (porque 7y o é). Além disso,
pela Proposi¢ao 5.2, sabemos que N (5) = J/I. Aplicando o Primeiro Teorema
do Isomorfismo ao homomorfismo %, obtemos imediatamente um isomomorfismo

(Z tal que o diagrama

A m A/L A/
T e
3 S0
Y
A
J

comuta. Portanto:

Teorema 5.5. [Terceiro Teorema do Isomorfismo] Seja A um anel, I e J
ideais de A com I C J. Entdo I € um ideal de J, J/I é um ideal de A/I e temos

o isomorfismo de anéis
A/l A
o~

J/I T "

(Isto mostra que os quocientes de quocientes de A sao isomorfos a quocientes de
A)
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Exemplo. Com A = Z, suponhamos que n | m. Consideremos I = (m) e J = (n).
Neste caso A/I = Z,,, AJJ = Z, e J/I = (n+ 1) C Z,,. Entao, pelo Terceiro

Teorema do Isomorfismo, Z,,/ (n +I) = Z,

7 A T A/l 7,
m = T JJT =~ Tn+Dy
3 -0
Y
4-2,

Em particular, os anéis quociente formados a partir dos anéis Z,, sao anéis Z,,.
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Exercicios

1.1. Mostre que num dominio de integridade D:

a) C (b) sse b | a.

(a)
(a) = (b) sse a ~ b.
(a)

1.2. Mostre que num dominio de integridade D:

(a) u € D* sse u | d para todo o d € D.
(b) Qualquer associado de uma unidade é uma unidade.

(¢) Qualquer associado de um elemento irredutivel é irredutivel.
1.3. Demonstre a Proposicao 1.2.

1.4. Verifique que um anel (comutativo com identidade) A é um dominio de in-
tegridade se e s6 ab € (0) = a € (0) ou b € (0).

1.5. (a) Determine as unidades do anel dos inteiros de Gauss Z][i].
(b) Verifique que 1 + i sdo elementos irredutiveis de Z[i]. Observe que

2 € Z[i] nao é irredutivel em Z[i] apesar de o ser em Z.

1.6. Seja D um dominio de integridade onde é possivel definir uma fungao N: D —
No (chamada norma) com as seguintes propriedades:
(1) N(a) =0 sse a = 0.
(2) N(a) =1sseac D"
(3) N(ab) = N(a)N(b) para quaisquer a,b € D ~ {0}.

Mostre que todo o elemento de D ~. D* nao nulo admite uma factorizacao

como produto de elementos irredutiveis.

1.7. Considere o anel Z[V/d] = {a + bVd | a,b € Z} onde d # 0,1 é livre de
quadrados, isto é, para qualquer primo p € Z, p? { d.

(a) Mostre que a+bVd=d +bVdscesésea=d eb=1"V.
(b) Prove que a aplicacdo N: Z[v/d] — Ng definida por N(a + bVd) =
|a? — db?| ¢ uma norma (recorde o exercicio anterior).

(c) Conclua que em Z[/—5] = Z[i1/5] os elementos 3 e 2 + /=5 sdo irre-
dutiveis.
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(d) Mostre que em Z[v/—5] todos os elementos admitem factorizacoes em
irredutiveis, mas a decomposi¢ao nao é, em geral, Uinica.
1.8. Seja C um corpo. Verdadeiro ou falso?

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

(a) Se a,b,c € C* entao a € mde(b, c).
(b) C é um DFU.
Seja D um DIP e a,b € D. Prove que:
(a) d € mdc(a,b) se e s6 se (d) = (a,b) = (a) + (b).
(b) m € mmc(a,b) se e s6 se (m) = (a) N (b).
(c) Se d € mdc(a,b) entao existem p,q € D tais que d = pa + gb (Relagao
de Bézout).

Seja D um dominio de integridade e a1, ...,a, € D.

(a) Defina mdc(ay,...,a,) e mmc(ai,...,a,).

(b) Mostre que se d’ € mdc(aq,...,an—1) e d € mde(d', a,) entao
d € mdc(ay,...,an).

(c) Enuncie e demonstre o resultado andlogo para mmc’s.

Seja A um anel comutativo com identidade e seja 8 o conjunto das sequéncias

infinitas (an)nen, de elementos de A. Defina + e - em § por

(an)neng + (bn)neny = (an +bn)neny € (@n)neng - (bn)neny = (Cn)nen
onde ¢, = agb, + a1by,—1 + - - -+ apbg paran =10,1,2,.... Mostre que:

(a) (8,4+,) é um anel comutativo com identidade.

(b) (an)nen, € 8* se e s6 se ag € A*.
(c) Se A é um corpo entao 8 é um dominio de ideais principais.
Seja D um DFU e C o seu corpo de fracgoes. Mostre que é possivel escrever

qualquer elemento de C' como a/b com a,b € D elementos coprimos (ou

primos entre si, isto é, tais que mdc(a,b) = D*).
Seja A = {p(z) € R[z]: p(z) ndo tem monémio de grau 1}.
(a) Verifique que A é um anel (subanel de R[z]).
(b) Verifique que todos os polinémios de grau 2 ou 3 sao irredutiveis em A.

(c) Verifique que os polinémios x2(2? + z)? e 23(2% + x) ndo tém mdc em

A. Que pode dizer do mmc?
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1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

(d) Prove que todo o elemento de A se factoriza como produto de irre-

dutiveis, mas esta factorizacao nem sempre é Uinica.

(Observagao: este exercicio mostra que um subanel de um DFU nao é

necessariamente um DFU.)
Seja D um dominio de integridade.
(a) Verifique que se p(x) € D[z] é primitivo e g(x) | p(x), com gr(q(z)) > 1,
entao ¢(x) é primitivo.
(b) Mostre que todo o polinémio primitivo de D[z] admite factorizagoes em

irredutiveis em D[z].

Seja D um DFU, a € D, com a # 0, e p(z), ¢(z) € Dlz] tais que ¢(z) | ap(x)

e ¢(x) é primitivo. Prove que ¢(z) | p(x).

Seja D um DFU. Mostre que, para quaisquer a,b,c € D, se 1 € mdc(a,b) e

a | be entdo a | c.
Seja D um dominio euclidiano com fungao euclidiana §.

(a) Prove que a € D é uma unidade se §(a) for um minimo do conjunto
{6(z) | x € D, x # 0}. Mostre que se d(a) < d(ab) para quaisquer
a,b € D~ {0}, entéo a implicagao reciproca também é verdadeira.

(b) Revisite o Exercicio 1.5, resolvendo-o agora usando o facto de Z[i] ser

um dominio euclidiano.

Calcule em Z[i]:
(a) mdc(2,3 +1).
(b) (2) + (3 +1).
(c) (2) N (3 +1).
(d) mde(9 — 54, —9 + 134).
Seja D um dominio euclidiano com funcao euclidiana ¢ (satisfazendo d(a) <

d(ab) para quaisquer a,b € D ~ {0}). Seja I # {0} um ideal de D. Prove
que se existir a € I tal que 6(a) = d(1), entdo I = D.

Seja D um dominio euclidiano com fungao euclidiana § (satisfazendo d(a) <
d(ab) para quaisquer a,b € D ~ {0}). Mostre que se n é um inteiro tal que
§(1) +n > 0, entao a fungdo 6': D\ {0} — N definida por ¢'(a) = d(a) +n

¢ também uma funcao euclidiana em D.
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1.21. Seja D um dominio euclidiano. Mostre, usando o método das divisoes suces-
sivas (Euclides), que dados a,b € D (ndo simultaneamente nulos), existem

p,q € D tais que pa + ¢gb € mdc(a, b).

1.22. Seja A um anel comutativo com 1. Mostre que as seguintes condigoes sao
equivalentes:
(i) A é um corpo.
(ii) A[z] é um dominio euclidiano.

(iii) Afz] é um DIP.
1.23. Seja ¢: A — B um homomorfismo de anéis. Mostre que:

(a) ¢(0) =0 e ¢(—a) = —¢(a).
(b) N(¢) é um ideal de A.

(c) ¢ é injectiva sse N(¢) = {0}.
(d) ¢(A) é um subanel de B.

1.24. Seja A um anel. Sendo I um ideal de A e B um subanel de A, mostre que:

(a) B+ I é um subanel de A e I é um ideal de B + I.

(b) A correspondéncia a — a + I define um homomorfismo sobrejectivo

m: A — A/I com nucleo I.

(¢) A correspondéncia b — b+ I define um homomorfismo B — A/I com
nucleo BN I e imagem (B+1)/1.

1.25. (a) Sejam A um DIP, B um dominio de integridade e ¢: A — B um homo-
morfismo sobrejectivo de anéis com N(¢) # {0}.
(i) Prove que N(¢) é um ideal maximal de A.
(ii) Conclua que B é um corpo.

(b) Sendo D um dominio de integridade, mostre que D[z é um DIP se e s6

se D é um corpo.

1.26. Prove que os anéis Z,, ® Z,, € Ly, sao isomorfos se mde(n, m) = 1. Mais
geralmente, mostre que Z, ® Z,, = Zy ® Zy para d = mdc(n,m) e k =

mmc(n, m).
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Solugoes de exercicios seleccionados

1.11. (a) E f4cil verificar que 8 é um anel comutativo com 1. A sequéncia (1,0,0,...)
¢é a identidade de S.

(b) Consideremos (ap)nen, € 8. Suponhamos que (a,) é uma unidade.
Entao existe uma sequéncia (b, )nen, tal que (a,) - (b,) = 1. Logo, agby =1

e portanto ag é uma unidade de A.

Reciprocamente, suponhamos que ag € A* e consideremos a sequéncia (by,)

definida por

by = agl, b1 = —aal(alaal), e, b= —aal(albk_l—i—- ctagby), k>2.
E claro que agbp = 1, agby + a1by = ao(—agl(alaal)) + alagl =0,...,
apbptar_1b1+- - -+agbr = apbogtar_1b1+- - -+ao(—aal(a1bk,1+- : '+akb0)) =

0. Entao (an) - (bn) = 1, 0 que prova que (a,) é uma unidade de 8.

(c) Suponhamos que A é um corpo. Seja I um ideal de 8. Se I = {0},
entdo I é um ideal principal. Suponhamos entao que I # {0}. Seja (an)
um elemento nao nulo de I. Definimos a ordem o(a,) de uma sequéncia nao
nula (a,) de 8 como sendo o primeiro inteiro nao negativo tal que a,, # 0 e
a; = 0 para i < n. Existe uma sequéncia (ay,) tal que o(a,,) = k < o(b,,) para
qualquer (b,) € I. Seja (¢,,) a sequéncia tal que ¢; = ax4; para todo o i > 0.
Entdo (c,)~! existe e (¢,) 7! - (an) = (d,) € I. Além disso, d,, = 1 e d; =0
para todo o i # k. Provemos que I = ((d,,)). Claramente ((d,)) C I. Seja
(up) € I com ordem m. Entao m > k. Seja (ry,) € 8 tal que rp—pti = Ui
para qualquer ¢ > 0 e r; = 0 para qualquer i < m — K. E facil verificar que
(un) = () - (dn) € {(dn). Logo, I = {(dn)).

1.14. (a) Seja d € D um divisor de ¢g(z) de grau zero. Como d | p(x) entao d é

uma unidade.

(b) Seja p(x) um polinémio primitivo de D[z|. Faremos a demonstragao por

indugao sobre o grau n > 1 de p(z):

Se n = 1 entdo p(z) nao admite factorizagdes préprias e, sendo primitivo, é

irredutivel e esta provado.

Tomemos p(x) de grau n e suponhamos, como hipdtese de indugao, que o
resultado ¢ vélido para todos os polindmios de grau < n. Se p(z) admitir
uma factorizagdo prépria entao p(z) = g(z)r(x) com gr(g(x)), gr(r(x)) < ne,
pela hipétese de indugao, ambos sao factorizaveis em polinémios irredutiveis,

o que nos d4 uma factorizagao de p(z) em irredutiveis. No caso em que p(z)
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1.16.

1.17.

1.18.

1.22.

nao admite factorizagoes proprias, como ¢é primitivo, entdao é irredutivel e

estd provado.

Seja pips - -+ pn a factorizacdo de a em primos. Para cada i = 1,2,...,n,
pi | be logo p; | b ou p; | c. Mas como a e b sdo primos entre si e p; | a (para
qualquer i), se p; dividisse b para algum ¢ terfamos p; | 1, isto é, p; € D*,
um absurdo. Logo nenhum p; divide b pelo que p; | ¢ para i =1,2,...,n e

portanto a | c.

(b) Z[i] é um dominio euclidiano com fungao euclidiana
§(a+ib) = |a+ib* = a® + b?

que satisfaz a propriedade d(xy) = 6(x)d(y). As unidades de Z[i] sdo £1 e
+i, pois d(a +ib) = 1 se e sé se a + ib € {£1, £i}.

Se 1 +i = (a+ ib)(c+id) entdo 6(1 £1i) = d(a + ib)d(c + id), isto é,
2 =4§(a+1b)d(c+id). Como 2 é primo em Z, entdao d(a + ib) = 1 (ou seja,

a + ib é uma unidade) ou d(c +id) = 1 (ou seja, ¢ + id é uma unidade).

Claro que 2 é irredutivel em Z porque é primo. Mas em Z[i], 2 = (144)(1—1),

logo é redutivel em Z[i].

(a) Pelo exercicio anterior, 2 = (14 14)(1 — i) é a factorizac@o (unica) de 2
em irredutiveis (primos). Como 3 4+ = (1 +4)(2 — i) é a factorizacdo de
3+ em primos (de facto, 2 — i também é irredutivel pois §(2+i) = 5 é um

inteiro primo), entdo 1 + ¢ € mdc(2,3 + ¢). Logo,

mde(2,3+i) = {1 +i,—1—i,—1 44,1 —i}.

(b) Como em qualquer DIP, (a) 4+ (b) = (mdc(a,b)), entdo (2) + (3 +1i) =
(mde(2,3+1)) =(1+1i)={(a+ib)(1+1)|a,beZ} ={(a—b)+i(a+Db) |
a,beZ}.
(c) Como em qualquer DIP, (a) N (b) = (mmc(a,b)), entdo (2) N (3 + i) =
(mme(2,341)) = (1+3)(1—1)(2—1)) = (4—2i) = {(4da+2b) +i(—2a+4b) |
a,be”Z}.

(i)=(ii): Sendo A um corpo, dados a(z),b(x) € Alz] com b(x) # 0 sabemos
que existem ¢(z),r(z) € Alz| tais que a(z) = ¢(x)b(x) 4+ r(x) com r(z) =0
ou gr(r(z)) < gr(b(x)) (equivalentemente, gr(r(z)) +1 < gr(b(z)) + 1).
Portanto, fazendo d(p(z)) = gr(p(z)) + 1, temos claramente uma funcao

euclidiana em Alz].
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1.26.

(ii)=-(iii): Basta aplicar a Proposigao 4.2 que assegura que todo o dominio

euclidiano é um DIP.

(iii)=-(i): Seja a # 0 em A. Teremos que mostrar que a é invertivel. Para
isso consideremos o ideal I = (a, z) de A[z], que é principal. Portanto, existe
p(z) € Alzx] tal que I = (p(x)). Como a,z € I entdo existem a(z) e b(x) em
Alzx] tais que a = a(z)p(x) e = b(x)p(x). Consequentemente, gr(p(x)) =0
(observe que A[z] sendo um dominio de integridade, implica necessariamente
que A o seja), isto é, p(xr) = d € A. Entao x = b(z)d, o que implica que
c¢d = 1 para algum ¢ € A. Portanto d é uma unidade e I = (d) = Alz].
Daqui podemos concluir que 1 € I, isto é, 1 = ap;(x) + zp2(z) para algum
par pi(z),p2(x) em Alz]. Isto implica 1 = ab para algum b € A e a é assim
invertivel.
A primeira parte do exercicio foi provada no exemplo da pagina 26. Quanto
a segunda parte:
Sejam

71, M2 mi . m2

n=Dp; Py p?‘f e m = p; Dy p:nf

as decomposigdes primas de n e m (n;, m; € No). Entao

d— prlnin(nl,ml)pgnin(ng,mz) o pinin(m,mt)
(§]
k= pllnax(nl,ml)p;nax(ng,mz) . 'pinax(nt,mt).

Pelo resultado da primeira parte podemos concluir que

Zd = Z min(ny,mq) D Z min(ng,mg) b---D Z min(ng,my¢)
)21 1) Py

Z]g =7 max(nq,m1) ® z max(ng,mg) ©---D z max(ng,my¢) -
p1 Po Pt

Logo Zy®Zy = 7,2, pois Z,, = Zprlzl - - ’@Zp?t el = valm & ‘@Zp;ﬂt.



Capitulo 2

Anéis de polinémios a varias

indeterminadas

Todos os resultados, e respectivas demonstragoes, deste capitulo sdo transcritos do

livro

PoLiNOMIOS, Textos de Matemaética, Vol. 20, Universidade de Lisboa, 2010

da autoria de Pedro Jorge Freitas.

1. Polinomios a varias indeterminadas

Seja A um anel. Como sabemos, o anel A[z] dos polindmios a uma indetermi-

nada x € o conjunto das sucessoes

p:(vapl)"')pnaovov"‘)v pleA

ou, equivalentemente, das somas formais
n
P=po+pz+pea’ 4+ paa” =Y pia,
i=0

munido das operagoes de soma e produto de convolugao definidas por

(3
(P+q@i=pita e (p*Q)i:ijQifj-

§=0
Agora, o anel A[xy, ..., z,] dos polindmios an indeterminadas 1, . . . , x,, define-
se simplesmente por iteragao: A[z1,...,xn|: = Alx1, ..., Tp_1][Tn].

37
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Esta definigdo corresponde a ideia que uma soma de mondémios a n indetermi-
nadas se deve escrever como um polinémio na tdltima, pondo-a em evidéncia em
cada monémio. Por exemplo, o polinémio 2z2y3 + 23y + 2y3 + 5z + 2y € R[z, y]

pode escrever-se como um polinémio em y com coeficientes em R[z]:

(22% + 2)y* + (2% + 2)y + 5.

Proposicao 1.1. Seja p € Alxy,...,x,]. Entdo existem um natural m e coefi-
cientes a;y_4, (0 <i1,...,i, < m) tais que
m
P= Y @i, Ty
i150enyin=0

Além disso, os coeficientes a;, . ;, nesta representa¢do canonica sao Unicos.

n

Demonstracao. Demonstremos o resultado por indugao sobre n.

Se n = 1, o resultado é valido (como sabemos do estudo do anel Ax]). Su-
ponhamos ent@o o resultado vélido para n — 1 e consideremos p € Alx1,...,zy).
Como, por definicao, Alx1,...,x,] = Alx1,...,Tp-1][zs] entdo, usando o caso
n = 1, podemos assumir que existem polinémios p1,...,pp € A[z1,...,T,—1] tais

que
k
P= i),
=0

Agora, pela hipétese de inducao, para cada p; existem coeficientes a;;.. 4, ,,j, com
0 <i1,...,0p—1 < tais que
L
bj = Z iy .in—1,j xill v w;n—_ll
i1 yeesin—1=0
Seja m o maior dos inteiros I; (1 < j < n —1) e k. Introduzindo monémios com

coeficientes nulos se necessario, e chamando i,, ao indice j, obtemos

p= Z ( Z Qiy.oiip_yip T1 " x:zn—_ll>xzzn = Z iy iy T w;n’
in=0 1,..,in_1=0 150enyin=0
0 que prove a primeira parte do resultado.

Quanto a unicidade dos coeficientes, pode ser provada de modo similar, usando
inducao sobre n. Paran = 1, o resultado é consequéncia da definicao. Supondo que
o resultado vale para n — 1, consideremos duas possiveis representacoes candnicas
do mesmo polinémio p:

m

m
—_ . . il PR i —_— / il PO i
p= E : Qiy ..oy, LY mnn - E : Ay .. iy, L1 xnn'

i1 5eyin=0 i15eeyin=0
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Olhando cada membro como polinémio de A[z1, ..., xn_1][zn], temos

m m
. . . il - 7;n—l in
§ < § iy ..o —1in L1 xn—1>xn
in=0 %1,...,tp—1=0
m m
_ / i1 An-1),.n
= E < E Qi iy _vin, L1 ‘rnfl)xn .

in=0 ilr--vinfl:O

Entao, pelo caso n = 1, podemos concluir que

m m
L X 11 in—1 __ / i1 Gn—1
E iy .. ip_1n L1 Lp—1 = E Qi i —vin L1 Tp—1
ilv-nyin—l:D i1,...,in_1=0

para qualquer ¢, entre 1 e m. Finalmente, pela hipétese de inducao,

!
a‘ll-ulnflln - ai1...’in_1in

para quaisquer 1 <iy,...,%,—1 < m. -

Notacao. Em questoes tedricas é ttil simplificar a escrita usando expoentes e
indices maltiplos (permitindo recuperar a notagao usada nos polindmios a uma
indeterminada). Basta para cada n-iplo de inteiros nao negativos i = (i, ..., %)
abreviar z%' - - -z’ por T

Por exemplo, o polinémio 23wy — x179 + 411 € R[z1, 2] abrevia-se por

73D — g 4 4z(10),

Vamos também denotar A[xy,...,z,] simplesmente por A[Z] sempre que isso
nao cause confusao.

Note que se i e j forem dois expoentes miiltiplos, entdo 7'/ = 't/ (onde a
soma i + j é feita coordenada a coordenada), pela comutatividade do anel A[Z].
Isto permite recuperar o formalismo da soma e do produto de polinémios a uma

indeterminada:

Proposigao 1.2. Sejam p = Ziewg a; T eq= Zz‘elNg b; T em A[Z]. Entdo

pt+q= Z(az’-l-bz')fi e pg= Z ( Z aibj)fk.

iEND kENg itj=k

Demonstracdo. A primeira identidade é simples de verificar. Quanto & da

multiplicacao, é consequéncia da distributividade:

pq = (Z azf’)(z bjfj> = Y abTT = ) abT.

iEND JENG i,jEND i,jEN
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Agrupando as parcelas comuns onde ocorre Z*, obtemos
=k
pq = E (E aibj)m. .
kEND itj=k
Os polinémios da forma axi' -- -zl sdo chamados mondmios e os da forma

n

xp -+ xln mondmio primitivos. Diz-se que um monémio primitivo ocorre num

polinémio p se o seu coeficiente em p for diferente de zero.

Proposicao 1.3. Sejam A e B anéis, AC B, eby,...,b, € B. Existe um (unico)

homomorfismo de anéis @y, . p,: Alz1,...,25] = B que
e deiza fizos os elementos de A C Alxy,...,x,] €

e aplica x; em b;, para cada 1 < i <n.

Demonstragdo. A existéncia pode ser provada por inducdo sobre n. O caso
n = 1 é conhecido do ano passado. Supondo valido o resultado para n — 1,
existe um homomorfismo de anéis o: A[z1,...,2,—1] — B que fixa os elementos
de A e tal que o(x;) = b; parai = 1,2,...,n — 1. Mas (como vimos no ano
passado), para cada homomorfismo de anéis f: A — B, a aplicacdo f: A[z] —
Blz] definida por f(> " ga;z') = %, f(a;) 2’ é também um homomorfismo
de anéis. Aplicando este resultado a nossa situacao obtemos um homomorfismo

o: Alzy,...,xp—1][zy] = Blzy] dado pela correspondéncia
Po+p1n + - pmay’ > 0(po) + o (pr)an + - + o (pm)y

Por outro lado, pelo resultado a uma variavel, existe um homomorfismo 7: B[z,] —
B tal que 7(b) = b para qualquer b € B e 7(x,) = b,. Compondo 7 com & obte-
mos um homomorfismo nas condi¢oes do enunciado. De facto, para cada a € A,
7o(a) = 7(a) = a, 70(x;) = 7(0(x3)) = 7(b;j) = by parai = 1,...,n —1 e

70 (2n) = T(2n) = bp.

Quanto a unicidade, suponhamos que ¥ era outro homomorfismo nessas condicoes.

Entao

m m

dj( Z aih~~-vin$lll"'xizn>: Z iy, i P(TT )

i1,0rin=0 i1,0rin=0
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o que termina a demonstragao. ]

O homomorfismo ¢y, . p, ¢ o designado homomorfismo de substitui¢ao. Deno-
taremos a imagem ¢y, 1, (p) por p(b1,...,by).

A imagem de A[z1,...,x,] por @y, 3, € exactamente o subanel de B gerado
por AU {b1,...,b,}, que denotamos por Afby,...,b,]. Sendo A um dominio de
integridade, denotamos por A(by, ..., b,) o corpo das fracgoes de Alby, ..., by,] (que
podemos considerar contido em B, a menos de isomorfismo, se B for um corpo;

neste caso, A(by,...,by) é o menor subcorpo de B que contém AU {by,...,b,}).

Como os coeficientes dos polinémios a varias indeterminadas sao eles proprios
polinémios, entdo uma raiz de um elemento de Alx1,...,z,] = A[z1,.. ., 2h—1][x4]
¢ um polinémio nas indeterminadas x1,...,z,—1. Temos assim que usar outro

nome (“zero”) para os n-iplos que anulam o polinémio:

ZEROS de um polinémio

(b1,...,bp) € B™ é um zero de p € A[z] se ¢y, . p,(p) = 0, ou seja,
p(bl, .. .,bn) =0.

Dado p € A[Z], a fungao A™ — A definida por a — p(a) = pu(p) é chamada a

funcao polinomial associada a p.

Por exemplo, o polinémio = € R[z,y] tem infinitos zeros (todos os pares (0,b)
com b € R) mas como elemento de R[y][z] tem grau 1 logo ndo pode ter mais do
que uma raiz em R[y| (e como polinémio de grau zero em R[z][y] ndo pode ter

raizes em R[z]).

Proposicao 1.4. Seja D um dominio de integridade infinito, e sejam By, ..., B, C
D conguntos infinitos. Se p € Dl]xy,...,xy] € tal que p(by,...,b,) =0 para qual-
quer (by,...,by) € By X -+- X By, entdo p = 0.

Demonstragcao. Mais uma vez demonstramos o resultado por inducgao sobre n. O
caso n = 1 foi provado no ano passado (“um polindmio p(z) € D[z] de graun > 0
ndo pode ter mais do que n raizes em D”). Suponhamos entao o resultado valido

para n — 1, e seja
p= Z pi(x1,... oy 1) 2l € Dlxy, ..., 2]
1€Ng

Para cada 1 < i < n — 1 sejam b; € B; quaisquer e consideremos h(x,) =

p(b1,. .. bp_1,2n) € Dlxy,]. E claro que h se anula em B, C A, um conjunto
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infinito. Como num dominio infinito D dois polinémios em D[z]| diferentes de-
finem funcoes polinomiais diferentes, entdo h(z,) = 0 em Dlz,], o que quer
dizer que os seus coeficientes sao nulos, isto é, p;(b1,...,b,—1) = 0 para qual-
quer ¢ € Ng. Como os elementos b1, ...,b,_1 sdo arbitrarios, concluimos que os
polinémios p; € D[x1,...,x,—1] se anulam sempre que by € By,...,b,—1 € B,_1.
Por hipétese de indugdo, isso significa que sao nulos. Assim, p = 0 como pre-

tendiamos. -

Portanto, se p,q € Dlzy,...,z,] definem a mesma fungdo polinomial, entao
p = q. De facto, basta ver que p — ¢ se anula em D", com D infinito; dai decorre,

pelo resultado, que p — ¢ = 0, isto é, p = q.
2. Factorizacao de polinémios a varias indeterminadas

Proposigao 2.1. Se D é um dominio de integridade (resp. DFU) entdo D|x1, ..., xy]
é também um dominio de integridade (resp. DFU).

Demonstragao. Capitulo 1. ]

Assim, se D for um dominio de integridade, podemos formar o corpo das

fraccoes de A[zy,...,z,], que denotaremos por A(xy,...,Ty).

GRAU de um polinémio

(1) Seja z{! - - - zl» um mondémio de A[zq, ..., z,]. Chama-se grau deste monémio

a soma dos expoentes dos x;’s:
gr(zl' - ay) =11+ +in.

(2) Seja p € Alzi,...,z,] um polindmio nao nulo. Chama-se grau de p ao
maximo dos graus dos mondémios que ocorrem em p. Por convencao, diz-se que
o grau do polinémio nulo é —oco.

(3) Um polinémio diz-se homogéneo se todos os seus monémios tiverem o mesmo

grau.

Tal como nos polinémios a uma indeterminada, é verdade que

gr(pg) = gr(p) + gr(q)

quando os coeficientes pertencem a um dominio de integridade. No entanto, nao
podemos usar inducao para provar isso. Necessitaremos entdao do seguinte resul-

tado envolvendo polinémios homogéneos:
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Proposicao 2.2. Seja A um anel comutativo. FEntdo qualquer polindmio p €

Alzy,...,zy] se escreve, de modo inico, como soma de parcelas homogéneas.

Demonstragao. Para provar a existéncia, basta partir da representacao canénica
de p como soma de mondémios, e agrupar os mondémios do mesmo grau numa

mesma parcela: se p = ., a; T', entao
0

P = a,..0) T Z a; T + Z T+
Quanto & unicidade, consideremos p = po+p1 - - - +pm = py+py+- - - +p}, onde
pj e p;- sao homogéneos de grau j para cada j. Reagrupando as parcelas podemos

escrever
po—po =@+ +pk)— P+ +pm),

em que, sendo nao nulos, o polinémio da esquerda tem grau 0 e o da direita
tem grau > 1, um absurdo. Assim, tém de ser nulos, pelo que py = pj e p1 +
-4+ pm = py + - + p). Iterando o argumento para as parcelas de grau 1,
concluimos que também sao iguais e podemos corta-las. E assim sucessivamente,
chegaremos & conclusao que para j < min{m,k}, p; = p;». Suponhamos, sem
perda de generalidade, que k < m. Se k < m terfamos pgy1+ -+ pm =0, 0 que

¢ impossivel por p; ser homogéneo de grau j. Logo m = k. [

Teorema 2.3. Seja D um dominio de integridade. Entdo gr(pq) = gr(p) + gr(q)

para quaisquer polindmios p,q € D[z, ..., xy).

Demonstragdo. Se p =0 ou g =0 o resultado é 6bvio. Suponhamos entao p # 0,
qg # 0, gr(p) = n e gr(q) = m. Provaremos primeiro o caso em que p e g sao
homogéneos. E simples de verificar que o grau de qualquer monémio que ocorra
em pq ¢é igual a n + m, por causa da homogeneidade. Temos pois de garantir
apenas que, depois das simplificacoes, o produto pg nao é zero. Isso é garantido
pelo facto de D[z1,...,x,] ser um dominio de integridade.

No caso geral, decompomos p e ¢ em parcelas homogéneas (usando a proposicao
anterior) p = po+- - -+pn € ¢ = qo+- - ~+qm onde gr(p;) = i, gr(q;) = j € P, gm # 0.
Entao

m—1 n—1 n—1m-—1
pq:pnqm+pn( Qj> - (Zpi)qurZ > pigj,
i—0 i—0 i=0 j—=0

onde todos os polinémios que aparecem nos somatérios a direita tém grau menor
que pngm, pelo caso ji demonstrado. Logo gr(pg) = gr(pngm) = n + m, pelo

mesmo motivo. -
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A Proposicao 2.1, no caso dos DFU, diz-nos que faz sentido falar da decom-

posicao de um polinémio em factores irredutiveis.

[RECORDE que esses irredutiveis estao descritos no Teorema 3.3 do Capitulo 1.]

Exemplos. (1) E f4cil de ver, usando o Teorema 3.3 do Capitulo 1, que polinémios
como xy+ 1 ou x4 1 sdo irredutiveis em Z[z,y]. Por exemplo, o polinémio zy + 1,
considerado como elemento de Z[x][y], é primitivo pois os seus coeficientes, x e
1, sdo co-primos e nao tem factorizagbes préprias (por ter grau 1). Assim, pelo
Teorema 3.3, o polinémio é irredutivel em Z[z,y]. Quanto a z + 1 € Z[x][y], é
um elemento do anel de coeficientes Z[z], e é irredutivel por ser primitivo e néao
admitir factorizagoes préprias. Assim, sendo irredutivel em Z[z], é irredutivel em

Z[z]ly] = Z[z,y], pelo mesmo teorema.

(2) O polinémio xy? — z € Z[r,y] = Z[x][y] admite a factorizacio =(y> — 1).
No entanto, néo é prépria pois € Z[z] (que é o anel dos coeficientes). Uma
factorizagao prépria seria por exemplo (xy — x)(y + 1). A factorizagdo completa

em irredutiveis é x(y — 1)(y + 1).

(3) Vimos que se um polindmio a uma indeterminada tivesse uma raiz a entao
era divisivel por (x — a). Apliquemos este resultado ao polinémio y" — z" €
Zlz,y] = Z[z][y] (n > 1). Como polindmio em y tem apenas termo de grau n e
termo independente. Além disso, se substituirmos a indeterminada y por x (um
elemento do anel dos coeficientes), verificamos que x é raiz do polinémio. Assim,
o polinémio é divisivel por y — xz em Z[z,y|. Usando a regra de Ruffini para fazer

a divisao obtemos

(n) (n=1) (n=2) -~ (1) (0)

1 0 0 0 —x"
T T x2 n—1 Pk
‘ 1 T x2 n—1 0

Portanto
yn — "= (y _ m)(yn—l + myn—2 + m2yn—3 4t xn—2y + xn—l).

Logo, y™ — 2™ nunca é irredutivel para n > 1.

Proposicao 2.4. Sejam A um anel, o € S,, e k < n um inteiro. Entdo Alz1,...,xy]
€ isomorfo a AlTg(1), .-, T € igual a Alzy, ... zp)[Try1, ... T0]. Portanto,
A[(IZl, v ,Hﬁn] = A[ch(l), v ,l‘o.(k)”ajg(kJrl), ey xa(n)].
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Demonstragao. Consideremos o homomorfismo de substituigao
o Alry, . mn] = ATy, - Tom))

que aplica x; em z; (ndo se trata da aplicacao identidade pois cada indeterminada
x; desempenha um papel diferente no primeiro anel e no segundo). Este ho-
momorfismo tem como inverso o homomorfismo de substituicao 1 com a mesma
correspondéncia x; — x;, desta vez de A[T,(1), ..., Ty(m)] Para Alx1,... z0]. A
conclusao de que sao inversos um do outro segue do facto de que ¥y vai de
Alxy,...,zy,] para si préprio, aplica z; em z; e fixa A: como a identidade é
outro homomorfismo de substituicdo verificando as mesmas condigoes, tem de
ser o mesmo, pela unicidade. Assim, 1 = id. Analogamente, @) = id.

A segunda parte do resultado segue por indugdo: o caso n = 2 é evidente e

supondo o resultado valido para n — 1 temos

Alzy, .y xp][Xgs1, - xn) = (Alzr, - k) [Tk, - - - Tne1]) [20]

hip. ind.
P2 Alry, . we] [z = Alx, .. xy).

Este resultado diz-nos que podemos, a menos de isomorfismo, considerar quais-
quer indeterminadas como coeficientes, e quaisquer outras como indeterminadas

propriamente ditas.

Seja p € Alz1,...,2,]. Chama-se grau de p em z; ao grau de p considerado

como elemento de A[z1,...,%i—1,Tit1,. .., Tn)[Ti].

Apresentamos agora véarios exemplos que ilustram como se podem aplicar
os critérios de irredutibilidade estudados para provar que certos polinémios de
Alzy,...,xy,] sdo irredutiveis, ou para os factorizar. Note que as defini¢oes de
elemento irredutivel e elemento primo dependem apenas dos conceitos de factori-
zacdo e de unidade num anel, pelo que sdo conservadas por isomorfismo. Assim,
por exemplo, quando estamos a discutir a irredutibilidade ou primalidade de um
polinémio em Clz,y, z] podemos considera-lo como pertencendo a C[z, z|[y] ou a
C[z][z,y], por exemplo, conforme der mais jeito.

E preciso, porém, algum cuidado com o conceito de factorizacao prépria pois

esta depende do anel de coeficientes que estejamos a considerar.

Exemplo. O polinémio ™ +y+ 1 considerado em Z[y][z] verifica as condigoes do
critério de Eisenstein, com p = y + 1 (irredutivel em Z[y]). Portanto o polinémio
nao admite factorizacao prépria em Z[y|[x]. Como 1 é mdc dos seus coeficientes,

1 e y+ 1, o polinémio é irredutivel em Z[y|[x] = Z[z, y|.
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Proposigao 2.5. Sejam A e B dominios de integridade, f: A — B um homomor-
fismo e f: Alx] — Blz] a estensdo definida na demonstracdo da Proposi¢do 1.3.
Seja p(x) € Alz], p(x) # 0, tal que gr(f(p(x))) = gr(p(z)). Entdo, se f(p(x)) ndo
admitir uma factorizagdo propria em Blx], também p(x) nao admite factorizagoes

proprias em Alx].

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que p(x) tem uma factorizagao prépia
em Alz]:
p(z) = q(z)r(z), gr(q(z)), er(r(x)) < gr(p(x)).

Entdo f(p(x)) = f(a(@))f(r(z)), er(f(a(2))) < gr(a(@)), gr(f(r(x))) < gr(r(z)),
gr

mas como gr(f(p(x))) = gr(p(x)), temos de ter também igualdade nos graus dos
factores e portanto gr(f(q(x))),gr(f(r(z))) < gr(f(p(z))), o que contraria o facto

de f(p(x)) ndo admitir factorizacoes préprias em Blz]. "

Aplicando este resultado ao homomorfismo de substitui¢ao, obtemos imediata-

mente o seguinte corolario:

Corolério 2.6. [Critério de substituicao] Seja D um DFU e
p € D[z1,...,2n,y] = D[z1,...,2.][y].

Suponhamos que, para certos elementos ay,...,a, € D, o polindmio p(ay,...,an,Yy)
ten o mesmo grau em y que p, e nao tem factorizagoes proprias em Dly]. Entdo

p ndo tem factorizagoes proprias em Dz, ..., zy][y].
Exemplos. (1) O polinémio

2y — P v —1¢eZz,y,
escrito como elemento de Z[x][y] fica (22 —1)y?+z—1. Um mdc dos seus coeficientes

é x — 1, que pode ser posto em evidéncia, obtendo
(z—1D)((x+1)y* +1) = (v — 1)(zy? + 3> + 1).

O primeiro dos factores é claramente irredutivel por ser primitivo em Z[x] e sem
factorizagoes préprias (por ter grau 1). Assim, é irredutivel em Z[x] e, portanto,
irredutivel em Z[x|[y] = Z[z,y]. Quanto ao segundo factor, é primitivo em Z[z][y].
Fazendo a substituicdo = 2, obtemos o polinémio 3y? + 1, que nao admite
factorizagoes préprias em Z[y|: tem grau 2 e nao tem raizes em Q (logo é irredutivel
em Q[y]). Assim, o outro factor também é irredutivel em Z[z][y], e termindmos a

factorizagao.
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(2) Aplicamos agora o critério das raizes fracciondrias a um polinémio a duas

4 _ 2%, Se o encararmos como elemento

indeterminadas. Seja p = z%y* +y* — =z
de Z[y][x], isto é, —a* + y*2? — %z + y*, vemos que se existirem raizes de p em
Z[y] tém de dividir y* em Z[y]. Experimentando as diversas poténcias de y (e as
suas simétricas), vemos que y? é raiz e portanto o polinémio ¢ divisivel por z —y?.

Usando a regra de Ruffini encontramos

4

2yt +yt — a2t -y = (2 — ) (2% — P — ).

Sejam A C B anéis e b = (by,...,b,) uma familia de elementos de B. A
familia b diz-se algebricamente dependente sobre A se existir um polinémio
p € Alxy,...,x,] com p # 0 tal que p(by,...,b,) = 0; caso contrério, diz-se que

é algebricamente independente.

Exemplos. (1) E claro que as indeterminadas (z1,...,2,) sao independentes

sobre A (pela Proposicao 1.1).

(2) O facto de 7 ser transcendente sobre Q significa nesta nova linguagem que
7 ¢é algebricamente independente sobre Q. No entanto, (7, 72) é algebricamente

dependente, pois o par é zero do polinémio z? — .

Proposicao 2.7. Sejam A C B anéis e by,...,b, € B. Entdo (by,...,b,) €
uma familia algebricamente independente se e $6 se o homomorfismo de substi-

tuicao @y, .. p, for injectivo. Nesse caso, este homomorfismo é um isomorfismo de
Alzy,...,x,) em Afby, ... byl

Demonstragao. Se a familia é algebricamente independente e p € A[Z] for nao
nulo, isto quer dizer que ¢u(p) = p(b) # 0, o que é equivalente a afirmar que

N(pp) = {0}. A reciproca ¢é imediata também. "
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Exercicios
2.1. Prove que, sendo A C B anéis e by,...,b, € B, entao Alby,...,b,| é o menor
subanel de B que contém A e os elementos by, ..., b, (isto é, é o subanel de
B gerado por AU {b1,...,by}).
2.2. Quais dos seguintes polinémios tém factorizagoes préprias em Z[z][y]? e em
Z[y[=]?
(@) 22 +ay+x+y. (b)) oy’ +22y+22+9y°+ 20y +a+y.
2.3. Sabendo que Z[z,y] é um DFU, determine o
mde (2%y? —zy?+222y—2y° —2wy+ 2 —dy—x—2, i’ + 2’ y+y> +F2ry+ai+y+x).
2.4. Determine a multiplicidade de a como raiz de p € A[x] nos seguintes casos:
(a) p=2a° —yz® —yPr +y°, a=y, A=Z[y.
(b) p=a?y® + 22> +y? + 22 +22+1,a=—1, A=Z[y|.
2.5. Seja D um dominio de integridade. Mostre que D[z, ..., z,]* = D*.
2.6. Seja D um DFU. Prove que se p € D é primo em D, entao p é primo em
Dizy,...,xy).
2.7. Factorize os seguintes polinémios num produto de irredutiveis em Z[z, y], R[x, y]
e Clz,yl.
(a) 22+ 9% (b) 3 — 233
2.8. Factorize ou prove que sao irredutiveis em Z[z, y]:
(a) zy® + 2z — 4y + 2.
(b) 2°y? + 2%y + 22y +y + 2.
(c) vy’ +2*y+ay+z+y+ 1.
2.9. Mostre que os seguintes polinémios sao irredutiveis em Clz,y, z|:
(a) 2?2 +y?>—1. (b) 22 — >+ 22
2.10. Seja C' um corpo e p(x,y) € C|x,y]. Prove que p tem um factor de grau 1

em C[x,y] se e s6 se

e existir ¢ € C[z] com gr(q) <1 e p(z,q(x)) =0 ou
e existir r € Cly| com gr(r) <1 e p(r(y),y) = 0.



Capitulo 3

Mobdulos

Todos os resultados, e respectivas demonstracoes, deste capitulo sdo transcritos dos

capitulos 6 e 8 do livro

INTRODUGAO A ALGEBRA, IST Press, Lisboa, 2004

da autoria de Rui Loja Fernandes e Manuel Ricou.
1. Mobdulos sobre anéis

O estudo de moédulos sobre um anel chama-se ALGEBRA LINEAR, pois este é o

cenério natural para estudar os conceitos de independéncia linear, dimensao, etc.

Exemplos motivadores. (1) Seja (V,+,-) um espago vectorial sobre um corpo
K. Dados k € K e v € V, a multiplicagao escalar (k,v) — k- v é uma operagao

do corpo K no grupo abeliano (V,+) com as seguintes propriedades:
(1) k(v +v2) = kvy + kve, k€ K, v1,v9 € V.
2) (k+lv=kv+liv,kile K,veV.
(3) k(lv) = (kl)v, k,le K,veV.

(4) lv=v,veV.

(2) Seja (G, +) um grupo abeliano. Dados n € Z e g € G, a correspondéncia

g+g---+g sen >0
—
n VezZes
(n,g) = ng =
(—9)+(=9)-+(-g) sen<0

—n VEZES

49
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define uma operagao do anel Z no grupo abeliano (G, +) que satisfaz as seguintes

propriedades:
(1) n(g1 +g2) = ng1 +ng2, n€Z, g1,92 € G.
(2) (n+m)g=ng+mg,nmeZ gecQG.
(3) n(mg) = (nm)g, n,meZ, g €G.
(4) 1lg=g,9€G.

(3) Seja T: R?® — R?® a transformacdo linear cuja matriz relativamente a base

canonica e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) é a matriz

oS O N
S w O
w = O

Sejam ainda

T°=1, TF=ToTo...0T.
—_—
k vezes

Dados p(z) = apx™ + --- + a1z + ag € R[z] e v € R3, a correspondéncia
(p(x),v) = p(x) - v:=a,T"(v) + -+ a1T(v) + apv

define uma operacio do anel R[z] no grupo abeliano (R3,+) com as seguintes

propriedades:
(1) p(a) - (1 +v2) = p(z) - v1 + p(x) - v2, p(x) € Rlz], v1,v2 € R

(2) (p(x) +q(x)) -v=p(x)-v+q(z) v, p(z) € Rlz], p(x),q(x) € R[z], v € R®.

(4) lv =0, v e RS

E claro que este exemplo pode ser estendido a uma transformacao linear arbi-

traria T'.

Em todos estes trés exemplos existe uma estrutura comum, a chamada estru-

tura de mddulo (unitdrio):
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MODULO SOBRE UM ANEL

Seja A um anel. Um mddulo M sobre A (abreviadamente, um A-mddulo) é um

grupo abeliano (M, +) em conjunto com uma operagao
Ax M — M, (a,v)— av
de A em M que satisfaz as seguintes propriedades:
(1) a(vy + vg) = avy + avy, para quaisquer a € A, vy,v9 € M.
(2) (a+ b)v = av + bv, para quaisquer a,b € A, v € M.
(3) a(bv) = (ab)v, para quaisquer a,b € A, v € M.
Se A possui uma identidade 14 e

(4) 14v = v, para qualquer v € M,

diz-se que M é um A-mddulo unitdrio.

Em rigor, os modulos acabados de definir sdo os chamados “A-mo6dulos a es-
querda”’; de modo analogo, podemos definir os “ A-moédulos & direita”. Ao longo do
capitulo, caso nada seja dito em contrario, assumiremos que A é um anel comuta-
tivo com identidade e os A-mddulos referem-se a A-moéddulos & esquerda unitarios.
Todos os resultados deste capitulo sao verdadeiros mutatis mutandis para os mo-

dulos & direita.

Notagao. Denotamos por 04 e 0p os neutros de (A,+) e (M,+). Quanto ao
neutro multiplicativo de (A4, -) usaremos a notagao 14. Como (M, +) é um grupo
abeliano, a notac¢ao nv (n € Z, v € M) continua a fazer sentido; do mesmo modo,

podemos também falar no elemento na (n € Z, a € A).

Proposigao 1.1. Seja M um A-mddulo. Para quaisquer a € A, v e M en € 7

temos:
(1) a0y = 0.
(2) 04v = 0py.

(3) (=a)v = —(av) = a(-v).

(4) n(av) = a(nv) = (na)v.
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Demonstracao. Exercicio. [

Um submddulo de um A-modulo (M, +) é um subconjunto N de M no qual
as restrigdes da operagao + em M e da operagdo do anel A em M satisfazem a

definicao de A-moédulo. Claramente,

trata-se de um subgrupo de (M,+) que é fechado para a multiplica¢ao

por elementos de A (isto €, sea € A ev € N, entdo av € N).

Exemplos. (1) Como vimos nos exemplos motivadores, um grupo abeliano G é um
Z-modulo (e inversamente, qualquer Z-modulo é um grupo abeliano), um espago
vectorial V' sobre um corpo K ¢ um K-médulo e R? ¢ um R[z]-médulo (mais
geralmente, qualquer espago vectorial V' sobre um corpo K é um K|[z]-mo6dulo).
No primeiro exemplo, os submddulos de G sdo os subgrupos de G, enquanto no
segundo, os submodulos coincidem com os subespacos lineares. E habitual chamar
espago vectorial a qualquer modulo sobre um anel de divisao D (um anel diz-se
de divisdo se for um anel unitario onde todo o elemento nao nulo é uma unidade;
portanto, um corpo é um anel de divisdo comutativo). No terceiro exemplo, os

submodulos sao os subespagos de V' invariantes pela transformacgao 7T'.

(2) Todo o ideal (a esquerda) I de um anel A é um A-mdédulo para a operagao
A x I — I dada pela multiplicacdo em A: se a € A e b € I entdao ab € I. De igual
forma, A/I é um A-moédulo, poissea € Aeb+1¢€ A/I, entao a(b+ 1) =ab+ I.

(3) Para todo o subanel B de um anel A, A é um B-mo6dulo. Em particular, os

anéis Alzy,...,x,] sdo A-modulos.

(4) Seja G um grupo abeliano, e End(G) o anel dos endomorfismos de G. Entao
G é um End(G)-modulo com a multiplicagao ¢g := ¢(g) (¢ € End(G), g € G).

(5) Seja ¢: A — B um homomorfismo de anéis. Se M é um B-moédulo (unitério
ou nao) entdo também é um A-moéddulo (ndo necessariamente unitéario): a adi¢ao é
a mesma e a multiplicagao é definida por av := ¢(a)v (a € A, v € M). Chama-se
a este A-moddulo o levantamento de M por ¢, que se denota por ¢*M. Serd um
A-moédulo unitério desde que ¢ preserve a identidade (o que nao é verdade para um
homomorfismo de anéis arbitrario; é verdade, por exemplo, se ¢ for sobrejectivo

ou mais geralmente se existir um elemento na imagem que nao é divisor de zero).

Exercicio 1.1. Seja V um espago vectorial sobre um corpo K e T: V — V uma

transformacao linear.

(a) Mostre que V' é um KJ[z]-médulo quando se define multiplicagdo de um ele-

mento p(x) = apx™ + -+ + a1x + ap € K[z] por um elemento v € V' por

p(x)v = a,T"(v) + -+ -+ a1 T(v) + agv.
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(b) Quais s@o os submodulos do K [z]-mo6dulo V' 7
(c) Seja V=R"eT:R" — R"” definida por
T(v1,...,Up) = (Un, U1y yUno1).

Determine os elementos v € R” tais que (22 — 1)v = 0.

HOMOMORFISMO DE A-MODULOS

Um homomorfismo de A-mddulos ¢: My — M, é uma aplicagdo entre A-

modulos que satisfaz:
(1) ¢(v1 +v2) = d(v1) + d(v2), v1,v2 € M.

(2) ¢(av) = ap(v),a € A, ve M.

Os homomorfismos de A-moédulos também sdo por vezes designados de aplica-
coes A-lineares ou simplesmente transformagoes lineares.

Note que os homomorfismos de Z-moédulos sdo os homomorfismos de grupos
abelianos enquanto os homomorfismos ¢: Vi — V3 entre espagos vectoriais (K-
modulos) sdo precisamente as transformagoes lineares usuais.

Se ¢: My — Mo é um homomorfismo, o seu nicleo

N(¢) ={v e M| ¢(v) =0}

e a sua imagem

Im(¢) = {¢(v) | v e M}
sao submodulos de My e M, respectivamente.
Exercicio 1.2. Mostre que:

(a) Se ¢: My — My é um homomorfismo de A-modulos, o seu nicleo N(¢) e a

sua imagem Im(¢) s@o submoddulos de M; e Mj respectivamente.
(b) Um homomorfismo de Z-médulos ¢ um homomorfismo de grupos abelianos.

(c) Se Vi e Vi sdo espagos vectoriais sobre um corpo K, os K-homomorfismos

¢: V1 — V5 sdo as transformacoes lineares usuais.
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2. Algumas construcoes importantes

Apresentamos de seguida, resumidamente, alguns exemplos importantes de cons-
trugoes candnicas de médulos e homomorfismos de A-mddulos. Em todas elas sera
necessario verificar que os moédulos e homomorfismos introduzidos satisfazem de

facto a definicao de médulo e de homomorfismo.

’Intersecgées e geragéo‘

Se {N;}icr € uma familia de submodulos de um A-modulo M, entao
[
el
é um submoédulo de M.
Logo, para qualquer S C M nao vazio, a intersec¢ao de todos os submoédulos

de M que contém S é um submodulo (S), a que se chama mddulo gerado por S.

E facil verificar que
(S) ={arv1 +---ayv, | a; € A,v; € S}

(Cuidado: isto s6 vale para A-modulos unitarios; para os nao unitarios, os elemen-

tos de (S) sao da forma
T t
Z a;v; + Z njv;,
i=1 j=1

coma; € A, nj € Z e v;,v; € S.)

Somas

Se {N;}ier ¢ uma familia de submodulos de um A-médulo M, ao A-moédulo

(Uier Vi) chama-se soma dos submoédulos N;, que se denota por

.
i€l

Se I ={1,2,...,r} ¢ finito, escreve-se Y ;_; N; ou ainda N; + Ny +---+ N,. Em

geral,

ZNi:{a1v1+-.-+arvT\aieA,viEUNi}
icl i€l
={vi, +--+vi, |r€Nyir,... i € Lv; € Ny, }.
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Quocientes

Se M é um A-médulo e N é um seu submodulo, entdo a inclusdo canodnica
t: N — M é uma aplicagao A-linear. O grupo quociente M /N possui uma es-

trutura natural de A-moédulo:
alv+ N):=av+ N (a€ AveM).

De facto, esta operacao estd bem definida (se v + N = v/ + N entao v —v' € N,
logo a(v —v') € N, isto &, av + N = av’ + N) e satisfaz claramente as condigoes
(1)-(4) na definigao de A-modulo.

Este modulo chama-se o mddulo quociente de M por N, que se denota por
M/N.

Exercicio 2.1. Determine os submodulos de M/N.

De modo anélogo aos grupos e anéis,

a projec¢ao candnica w: M — M /N é uma aplicagao A-linear. Além disso:

TEOREMAS DO ISOMORFISMO

(1°) Se ¢: My — My é um homomorfismo de A-mddulos, entdo
I'm(¢) ~ My/N(¢).

(22) Se N1 e N sao submddulos de um A-mddulo M, entéo

Ni+Ny Ny
No _NlmNQ‘

(32) Se N e P sao submddulos de um A-médulo M e P C N C M, entio P é

um submaddulo de N e
M/P

N/P ~ M/N.

\ Produtos directos \

Seja {M;}icr uma familia de A-moédulos. O A-modulo ], ; M;, chamado produto

directo da familia de modulos {M;}icr, € definido do seguinte modo:

e conjunto suporte: produto cartesiano {(v;)ier | vi € M;} dos M;.
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e operagao de grupo: (vi)ier + (wi)ier = (vi + wi)ier-
e multiplicacao: a(v;)ier = (av;)icr-

Para cada k € I, a projecgio candnica y: [[;c; M; — My é o homomorfismo

de A-modulos que a cada (v;)ier € [[;c; M; associa o elemento vy € My.

Exercicio 2.2. Seja {M;};c; uma familia de A-mddulos. Mostre que:

(a) Dado um A-moédulo M e homomorfismos {¢;: M — M, }icr, existe um tnico

homomorfismo ¢: M — [[;c; M; tal que, para cada k € I, o diagrama

[Licr Mi il M,
A
¢ 078
M

comuta.

(b) TI;c;r M; é determinado a menos de um isomorfismo pela propriedade expressa

em (a).

|Somas directas|

A soma directa de uma familia {M; };c; de A-modulos, que denotamos por @, ; M;
¢ o submodulo de [],.; M; formado pelos elementos (v;);er nos quais apenas um
numero finito de v;’s é nao nulo.

Para cada k € I, a injec¢ao canonica t: My — @;.; M; é o homomorfismo

el
de A-modulos que a cada vy € M}, associa o elemento (v;)icr € @,c; M; em que
v; = 0 para i # k.

De modo dual aos produtos directos, tem-se:

Exercicio 2.3. Seja {M;};c; uma familia de A-mddulos. Mostre que:

(a) Dado um A-modulo M e homomorfismos {¢;: M; — M };c;, existe um tnico

homomorfismo ¢: @, ; M; — M tal que, para cada k € I, o diagrama

el

@ie] M; & M,

6

: ¢k
Y

comuta.
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(b) ;c; M; é determinado a menos de um isomorfismo pela propriedade expressa

em (a).

No caso em que I = {1,2,...,k} é finito, a soma directa e o produto directo

coincidem. Nesse caso, é costume representar ambos por @le M; ou ainda
My @@ M.
Proposigao 2.1. Sejam M, M, ..., My mddulos sobre um anel A. Entao
M~M&--- & M

se e 50 se existem homomorfismos de A-mddulos 7j: M — M; et;: M — M tais

que:

(1) mjot; =idyy, para j=1,... k.

(2) Tiot; =0, parai #j.

(3) iom + -+ Tpmg = id .

Demonstragao. =: Seja ¢: M — My @ - - - & My um isomorfismo de A-modulos.
Basta considerar 7; = mjo ¢ e ij = ¢ Loy,

<: Sejam ¢p: M - M ®--- P Me: M1 &---® M, — M os homomorfismos

definidos respectivamente por

p(v) = (@j(V)j=1,.k € V((vj)j=1,..k) =0(v1) + -+ T (vg).

As propriedades (1), (2) e (3) asseguram que ¢ o ¢ = ida, @-.q@m, € ¥ o ¢ = idyy,

0 que mostra que ¢ é um isomorfismo com inversa ). L]

Proposicao 2.2. Sejam M um A-mddulo e {M;}icr uma familia de submddulos

de M. Entio M = @,;.; M; se e sé se se as sequintes condigoes se verificam:

(1) M= Zie[ M;.

(2) My (M, +---+ M;,) ={0} se j & {ir,... ik}

Demonstragio. Seja ¢: @,c; M; — M o homomorfismo de A-médulos definido
por (vi)ier — Zie[ ;.

=: Por hipotese, ¢ é um isomorfismo. E evidente que a sobrejectividade de ¢

garante que M = ) ., M;. Quanto a assergao (2), seja

UEMjﬂ(MiI-F"'—FM@'k) (]#Zl,,lk)
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Entdo v = vy + -+ vy (vj € M;;,j = 1,...,k). Consideremos (u;)ics € (w;)ier
em @, ; M; definidos por

0 sei#j 0 seiFiy,...,ig
(ui)ier = e (wi)ier =

v osei=] Vi S€ T =11,...,0

Como ¢((u;)ier) = v = ¢((w;)ier) e ¢ & injectivo, entdao (u;)ier = (w;)ier, ou seja,
v=0=vy == .

«: E evidente que a condicdo (1) garante que ¢ é sobrejectivo. Quanto & in-
jectividade, suponhamos que ¢((vi)icr) = ¢((wi)ier), isto &, > .crvi = > icpwi.
Entao ), ;(vi —w;) = 0. Sejam 4y,...,i; os indices de I tais que v; — w; # 0.
E claro que para j ¢ {i1,...,ir}, v; = w;. Quanto ao caso j € {iy,...,ix} temos
—(vj = wj) = Yiefir, ixp{j3 (Ui — wi). Como o elemento da esquerda esta em

M; e o da direita pertence a ) M;, podemos concluir por (2) que

i€{ir,.i {5}
vj —wj =0, isto &, v; = w;. Em conclusao, (v;)ier = (wi)icr- n

Corolario 2.3. Sejam M um A-mddulo e {M;}ic; uma familia de submddulos de

M. Se M = @,c; M;, entio cada v € M escreve-se de modo tinico na forma

Vi + -+, (ikEI,UikeMik,)-

Demonstragio. Pela proposicao, M = Y, ; M;, logo cada v € M pode escrever-se

na forma v;, + - -+ v;,. para alguns v;, € M;, . Quanto & unicidade, sejam
Uil +..'+U7:r+vjl ++’U,Ys :w11++wlr+wk1++wk‘t

duas maneiras de escrever v € M como elemento de Y ., M; (onde o indice em

el
cada elemento indica o submoédulo a que o elemento pertence; os indices i, j e k
sao todos distintos dois a dois). Denotemos os conjuntos 1,...,7, 1,...,se1,... ¢t

por 7,5 e t respectivamente. Entdo, para cada n € 7, o elemento
Vi = Wiy = Y (Wi, =03, Y Wk — > 05,
meT,m#n met mes
estd na interseccao
RTID DRETARS SIVANS SRR
MmET,m#n met mes
logo é zero. Portanto, v;, = w;, paran =1,...,r. Além disso, para cada n € 5, o

vj, = Z(wim —v;,,) + Zwkm — Z Vi

mer met meEs,m#n

elemento
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estd na interseccao

M, (Y M, +> M, + Y. M)
mer met meESs,m#n

logo também ¢ igual a zero. Portanto, v;, = 0 para qualquer n € 5. De modo

analogo, pode provar-se que wy, = 0 para qualquer n € ¢. [

Observagao. A Proposicao 2.2 também pode ser demonstrada, alternativamente,
usando a propriedade universal das somas directas (Exercicio 2.3). Para tornar a
notagao menos pesada provaremos isso aqui somente para o caso I = {1,2}.

=: Por hipotese, M e as inclusoes t1: M7 — M e 1o: My — M satisfazem a
propriedade universal da soma directa M; & M>. Em particular, para os homo-
morfismos ¢1: My — My x My (v1 — (v1,0)) e ¢a: Mo — My x My (v2 — (0, v2)),

existe um tnico homomorfismo ¢ que torna o diagrama

Ml L1 M L2 M2

M, >V< Mo

comutativo. Seja v € My N Ms. Entao ¢(v) = ¢(11(v)) = ¢1(v) = (v,0) mas, por
outro lado, ¢(v) = ¢(12(v)) = ¢2(v) = (0,v). Logo v = 0.

<: Pelo Exercicio 2.3, basta verificar que M = M; + M5 e os homomorfismos
t1: My — My + Ms e 19: My — M7 + Mo definidos ambos por v — v satisfazem a
propriedade universal da soma directa M7 @ Ms, o que é simples. De facto, para
qualquer A-moédulo N e homomorfismos ¢1: My — N e ¢o: My — N, existe um
dinico homomorfismo ¢: M; + My — N, pois, necessariamente, para cada v; € M;
(1 =1,2), ¢(vi) = &(Li(vi)) = ¢i(vs), pelo que, para cada v = vy + ve € My + Mo
(note que, pelo corolario, v1 e vy sdo tnicos), ¢(v) = ¢1(v1) + P2(ve). E simples
verificar que a aplicacao ¢ definida deste modo é de facto um homomorfismo de

A-modulos.

Exercicio 2.4. Sejam M e My dois submédulos de um A-médulo M. Prove que:
(a) Se

(1) M = M + Ma,
(2) M N M, = {0},

entao cada v € M escreve-se de modo tnico na forma vy + vy € My + Ms.
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(b) M = M; @& Ms se e s6 se as condigoes (1) e (2) se verificam.
(Portanto, My + My = M; & My se e s6 se My N My = {0}.)

Exercicio 2.5. Uma sucessao de homomorfismos de A-mo6dulos

M, 1 M, P2 M ?3 o Dn My

diz-se ezacta se Im(¢;) = N(¢iy1), i = 1,2,...,n — 1. Mostre que:

(a) Se N C M & um submodulo, entao a sucessao

L

0 N M —">M/N —=0

¢ exacta.
(b) Se M; e My sao A-moddulos, entao a sucessao
0—= M —> M & My —> My —=0
¢é exacta.

Exercicio 2.6. (Lema pequeno dos Cinco) Considere o seguinte diagrama

comutativo de A-moédulos e homomorfismos

0 Ms My My 0
o2 @3 @4
0 Ny N3 Ny 0

onde as linhas horizontais sdo exactas. Mostre que:

(a) Se ¢o e ¢4 sa0 injectivos entdo ¢z € injectivo.

(b) Se ¢2 e ¢4 sao sobrejectivos entdo ¢3 é sobrejectivo.

(c) Se ¢2 e ¢4 sao isomorfismos entao ¢z ¢ um isomorfismo.

Exercicio 2.7. (Lema dos Cinco) Considere o seguinte diagrama comutativo

de A-modulos e homomorfismos

M My M3 My Ms
1 @2 3 o4 5
N Ny N3 Ny N5

onde as linhas horizontais sao exactas. Mostre que:
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(a) Se ¢2 e ¢4 sao injectivos e ¢p é sobrejectivo entdo ¢3 € injectivo.
(b) Se ¢2 e ¢4 sdo sobrejectivos e ¢5 é injectivo entao ¢3 é sobrejectivo.

(c) Se ¢1, ¢2, P4 € @5 sdo isomorfismos entao ¢z ¢ um isomorfismo.

3. Independéncia linear

Seja M um A-modulo e ) £ S C M.

INDEPENDENCIA LINEAR

Os elementos de S dizem-se linearmente independentes se, para toda a familia

finita {v1,...,v,} de elementos de S e ay,...,a, € A, se tem

av1+-+apuy, =0 = a1 =---=a, =0.

Caso contrario, diz-se que os elementos de S sao linearmente dependentes.

CONJUNTO GERADOR

S diz-se gerador de M se M = (S). Neste caso, qualquer elemento v € M pode

ser escrito como uma combinagao linear (em geral, nao tinica) de elementos de

S
k

v:Zaivi, a; € A,v; € S.

=1

M diz-se um A-moédulo de tipo finito se possui um conjunto gerador finito.

BASE

S é uma base de M se é um conjunto gerador cujos elementos sao linearmente
independentes. Neste caso, qualquer elemento v € M pode ser escrito de forma
dnica como uma combinagao linear de elementos de S:
k
v = g a;v;, a; € A,v; €8S,

i=1

M diz-se um A-moédulo livre se possui uma base.
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Exemplos. (1) Qualquer espago vectorial ¢ um modulo livre.

(2) O grupo abeliano Z,,, visto como um Z-moédulo, nao é livre, pois em Z,, ndo
existem conjuntos linearmente independentes. De facto, dado g € Z,,, existe sem-

pre um inteiro nao nulo m tal que mg = 0.

(3) Qualquer anel A é um A-moédulo livre com base {1}. Os submo6dulos coincidem
com os ideais de A. Em particular, um submoédulo pode nao ser livre, e mesmo

sendo livre pode ter uma base de cardinalidade > 1.

(4) O grupo abeliano
Z"=70 - 012
—_————
k vezes

é livre. Uma base é dada por S = {g1,...,gx} onde g; = (0,...,0,1,0,...,0).

Um A-moédulo M diz-se ciclico se é gerado por um elemento, isto é, M = (v)
para algum v € M. Nesse caso, a aplicaggo A — M, dada por a — av, é um

homomorfismo sobrejectivo de A-mé6dulos. Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,

A
M = an(v)

onde o ideal an(v) = N(¢) = {a € A | av = 0} é o chamado anulador de v. Se
an(v) = {0}, diz-se que v é um elemento livre, pois neste caso M = (v) ~ A é
livre. O conjunto dos elementos de M que nao sao livres designa-se por Tor (M)
(torgao de M). Assim,

Tor (M) ={ve M|3aec A~{0}: av =0}.

Exercicio 3.1. Seja A um anel comutativo, e M um A-moédulo.
(a) Mostre que, se v € Tor(M), entao (v) C Tor(M).

(b) E Tor(M) um submédulo de M ?

MODULO LIVRE GERADO POR X

Sejam X um conjunto arbitrario e A um anel. Se a cada x € X associarmos
sex A A este

moédulo chama-se mddulo livre gerado pelo conjunto X. Os elementos de M

uma copia de A podemos formar o A-modulo livie M = P

sao as sequéncias (az)zex onde ay, = a1 € A,...,a,, = a, € Aea, =0

T

para x # x; (i = 1,...,r). E costume representar estes elementos como somas

formais a1z + -+ + a,x,.
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Note que este moédulo é um modulo livre pois tem uma base evidente (a base

canonica): {e, | v € X} onde cada e; = (ay)yex ¢ definido por

1 sey==x
ay =
0 sey#x.
(Portanto, cada e, tem coordenada 1 na posigdo z e 0 nas outras; na notagao das
somas formais, e, = x.)

O modulo livre gerado por X e a funcao ¢: X — @,y A definida por z — e,

satisfazem a seguinte propriedade universal:

Lema 3.1. Para todo o A-mddulo N e toda a funcao ¢: X — N, existe um unico
homomorfismo de A-médulos ¢: DPoex A — N que torna o seguinte diagrama

comutativo.

r

v

Demonstra¢do. Seja N um A-moéddulo arbitrario e ¢: X — N uma fungao arbi-
traria. A unicidade de ¢ é evidente: se quisermos que o diagrama seja comutativo,
necessariamente ¢ terd que aplicar cada e, em ¢(z). Como (ez)rcx é uma base

de @, x A, bastara entao definir ¢ num v arbitrario em @D.cx A por
5(’0) = g(z amem) = Z@’E&(QE) = Zard)(x)
Trata-se, como é 6bvio, de um homomorfismo de A-modulos. [

Surpreendentemente (ou talvez nao!) os modulos livres gerados por um con-

junto descrevem, a menos de isomorfismo, todos os médulos livres:

Proposigao 3.2. Seja A um anel. As sequintes afirmagoes sao equivalentes para

qualquer A-mdédulo M :
(i) M € livre.

(ii) Existe uma familia de submddulos ciclicos {N;}icr de M, com N; ~ A, tais
que M ~ @, ; N;.

(iil) M ~ P, cx A para algum conjunto X # .

(iv) Eziste um congjunto X # 0 e uma funcgao v: X — M com a sequinte proprie-

dade universal:
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Para todo o A-mdédulo N e qualquer fun¢ao ¢: X — N existe um inico homo-
morfismo de A-mddulos ¢: M — N tal que o sequinte diagrama é comutativo.

L

b M
5 7

v

N
Demonstragao.  (i)=-(ii): Suponhamos que M é livre com uma base {e;}icr.
Entao, para cada i € I, N; := (e;) é um submodulo ciclico de M isomorfo a A. A
aplicagao

¢: PN —» M
el

que aplica cada (v;);cr em Zie 7 Vi € um isomorfismo de A-mdédulos.

(il)=-(iii): Trivial.

(iii)=(iv): Seja ¢: P cx A — M um isomorfismo de A-mo6dulos Como (ez)zex €
uma base de @,y A, entdo (Y (ez))zcx ¢ uma base de M. Basta agora considerar
a aplicagao t: X — M definida por «(x) = ¢(e,) e prosseguir a demonstragao como
no Lema.

(iv)=-(i): Basta verificar que {¢(z)}zex ¢ uma base de M.

Verifiquemos primeiro que {¢(z)},cx € linearmente independente. Para isso
tomemos para N o médulo livre gerado por X, @,y A, e para ¢ a funcao que a
cada x € X faz corresponder o elemento e, da base candnica. Por hipotese, existe
um homomorfismo de A-médulos ¢: M — N tal que ¢por = ¢ (observe que, como
o moédulo livre gerado por X satisfaz a propriedade universal de M referida no

enunciado (pelo Lema), entdo ¢ ¢ um isomorfismo). Suponhamos agora que
ay(zy) + agt(x2) + -+ - + ant(xy,) = 0.
Aplicando ¢ a ambos os membros e usando a igualdade ¢ o ¢ = ¢ obtemos
a1d(21) + azd(w2) + - -+ + and(xn) = 0,
isto é,
a1z, + agez, + -+ + apey, = 0.
Como {e;}zecx € uma base, necessariamente
ai=ag=---=ay=0.
Por fim, verifiquemos que {¢(z)}zex é um conjunto gerador de M. Sejav € M.
Entao ¢(v) € @, x 4 pelo que
V) = auer +ooFag,en, = A $(@1) + -+ g, d(wn) =
= g, 9u(x1) ++ + a0, G(Tn) = Paz,(21) + - + g, L(2n))



3. INDEPENDENCIA LINEAR 65

para alguns z1,...,7, € X € az,,...,a;, € A. Como ¢ ¢ injectiva, entdo
V= ag t(x1) + -+ ag, t(x,). "
Portanto, todo o A-mdédulo livre M que admite uma base finita {e1,...,e,}

satisfaz

M:éDlAEA”.

Sera que qualquer outra base de M tem a mesma cardinalidade?
Por outras palavras, serd que A™ ~ A™ implica n = m? N&o, como o exercicio

seguinte mostra.

Exercicio 3.2. Considere o R-modulo R e a soma directa R = ;2 R. Mostre

que:

(a) O conjunto A = End(R*>) das transformagoes R-lineares de R* é um anel

unitario para as operacoes seguintes:

(f + 9)((an)nen) = f((an)nen) + g((an)nen)
(f9)((an)nen) = (f © g)((an)nen)-

(b) O anel A da alinea anterior, visto como A-moédulo, satisfaz A ~ A® A, isto é,

A, além da base singular {1}, também possui uma base com 2 elementos.

Mas no caso infinito temos:

Proposigao 3.3. Se um A-mddulo livre M possui uma base infinita, entdo todas

as bases de M tém a mesma cardinalidade.

Demonstra¢ao. Sejam {e;}icr e {fj}jes duas bases de M com I infinito. Entao:

(a) J também ¢ infinito: Suponhamos, por absurdo, que J = {1,2,...,m}.
Entao para cada j € J existem elementos aj, € A (kK = 1,2,...,nj) e

ijkx € I tais que
mj
fi=Y_ajk i,
k=1
Mas isto significa que

E= {eil,w w5 iy Cings o5 Cig gy eim,nm}

¢ um conjunto (finito) que gera M. Em particular, cada e; ¢ E é uma
combinagao linear de elementos de F, o que contraria o facto de {e;};ecs ser

linearmente independente.
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(b)

Eziste ¢: I — Prin(J) x N injectiva': (Trata-de de um resultado geral de
teoria dos conjuntos.) Seja v: I — Py;,(J) a aplicagao que a cada i € I faz
corresponder o conjunto {ji,...,Jm}, onde ji, ..., jn, s@o os (anicos) indices

de J tais que

eZ:ajlfj1++a/]mf]m (a'j17""ajm7£0)'

Esta aplicagao nao ¢ injectiva, mas se P C Pp;,(J), entdo ¢~ (P) é finito
(porqué?). Logo podemos ordenar os elementos de 1) ~!(P). Definamos agora
¢ do seguinte modo: como I é uma unido disjunta dos 1 ~!(P), basta definir
¢ em cada 1)1 (P); para cada i € ¢~ (P) fazemos ¢(i) := (P, ) onde a é o

ntimero ordinal de i na ordenacao de 1~ !(P).
|J| = |I]: Como J ¢é infinito, temos, por (b),
] < |Prin(J) X N[ = [Ppin(J)] = |J].

Trocando os papéis de I e J podemos concluir também que |J| < |I]. Logo,

pelo Teorema de Schroder-Bernstein (da teoria dos conjuntos), |I| = [J]. ™

DIMENSAO

Um anel A possui a propriedade de invaridncia dimensional se, para qualquer
A-moédulo livre M, todas as bases de M possuem a mesma cardinalidade. Nesse
caso, ao cardinal comum das bases de M chama-se dimensao de M, e escreve-se
dimg M.

Os anéis comutativos sao um exemplo de anéis de invariancia dimensional:

Proposigao 3.4. Os anéis comutativos possuem a propriedade de invaridncia di-

menstonal.
Demonstragao.  Sejam {ey,...,en} e {f1,..., fm} bases de um A-modulo livre
M. Entao existem bj;,c;; € A,i=1,...,n, j =1,...,m tais que

n m
fi = bjies, ei=> cijfj.
i_ =1

Por substituigcao, obtemos

Fi=Y b > cinfi =YY bjicirf
k=1

i=1 k=1 1i=1

'Designamos por Pji,(J) o conjunto das partes finitas de J. Se J ¢ infinito, este conjunto

tem o mesmo cardinal que J.
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¢ m n n m
€; — Z Cij bjkek = ZZcijbjkek.
j=1 k=1 k=1 j=1
Entao, como {e1,...,e,} e {f1,..., fm} sdo bases de M, concluimos que
n . m .
1 sej=k 1 sei=k
biicir = e ciibin =
;ﬂl {O se j#k jZ::l”] {O se i # k.

. . . o . m,n o . n,m
Portanto, introduzindo as matrizes B = (bji); 21 ,_1 e C = (cij); 7y j—q, temos

BC = mxm (S CB = nxn-

Como A é comutativo entdao, pelo Exercicio 3.3 abaixo, m = n. [

Exercicio 3.3. Seja A um anel comutativo. Mostre que:
(a) Se B,C € M,(A), entao BC = I,,x,, implica CB = I, xp.

(b) Se B é uma matriz m x n, C' é uma matriz n x m, BC = I,xm € CB = I xn,

entao m = n.

Exemplos. Z ® Z = Z x Z ¢ livre (o par de elementos (1,0) e (0,1) consti-
tui uma base). Como Z é um anel comutativo, tem a propriedade da invari-
ancia dimensional, pelo que dim(Z & Z) = 2. Analogamente, dim(Z") = n e
dim(@P,;cp Z) = IN| = w.

Os anéis de divisao s@o outro exemplo de anéis de invaridncia dimensional (por

isso faz sentido falar em dimensdo de um moédulo sobre um anel de divisio?):
Proposigao 3.5. Seja A um anel de divisdo e M um A-mddulo. Entao:

(1) Todo o subconjunto X C M linearmente independente mazximal é uma base de

M.
(2) M possui uma base.

(3) A possui a propriedade de invaridncia dimensional.

Demonstragao. (1) Seja W o subespago de M gerado por X. Como X é linearmente
independente, X é uma base de W. Se W = M, nada resta a provar. Caso

contrario, existe v € M ~. W, nao nulo. Consideremos o conjunto X U {v}. Se

av + ajvy + -+ apvy,  (a,a; € Dyv; € X)

2Neste caso, tal como quando o anel é um corpo, é habitual chamar ao médulo um espaco

vectorial.
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e a # 0, entao

1 1

v=aY(aw) = —a tagvy — - —a tayu, €W,

o que contradiz a escolha de v. Portanto a = 0, o que implica a; = 0 para
qualquer i (pois X é linearmente independente). Consequentemente, X U {v} é
um subconjunto linearmente independente de M, contradizendo a maximalidade
de X. Logo W = M e X é uma base de M.

(2) Uma vez que @ é um conjunto linearmente independente de M, bastara provar

o seguinte:

Todo o subconjunto linearmente independente de M estd contido numa
base de M.

Para isso, seja X um subconjunto linearmente independente de M e seja 8§ o
conjunto de todos os subconjuntos linearmente independentes de M que contém
X. Como X € 8, 8§ # @. Podemos ordenar 8 por inclusao. Se {C; | i € I} é
uma cadeia em 8 entdo o conjunto C' = |J;c; C; ¢ linearmente independente (ve-
rifique...) e portanto um elemento de 8. Claramente, C' é um majorante para a
cadeia {C; | i € I}. Entao, pelo Lema de Zorn, 8§ contém um elemento maximal
B que contém X e é necessariamente um subconjunto linearmente independente
maximal de M. Por (1), B é uma base de M.

(3) Sejam E e F bases de M. Se E ou F sao infinitas, a Proposigao 3.3 garante
que |E| = |F|. Assumimos assim que F e F sao finitas, digamos E = {e1,...,e,}
e F={f1,...,fm}. Entdao 0 # f,, = aie1 + -+ ane, para alguns a; € D. Se a,

é o primeiro a; nao nulo, entao
_ -1 -1 -1
ek = Q. fm — Q) Qgpip1€pp1 — = Gy ApCy.
Portanto, o conjunto
E'={fm,e1,- ,k—1,€kt1,- - €n}
gera M (porque E o faz). Em particular,
fm—1=8mfm +tier +- - +t1ep 1 + 1k + o Htnen  (Sm,ti € D).

Nem todos os t; podem ser nulos (senao, fp—1 — Smfm = 0, contradizendo a inde-
pendéncia linear de F'). Se t; é o primeiro ¢; ndo nulo, entdo e; é uma combinagao

linear de f,—1, fin € dos e; para i # j, k. Consequentemente, o conjunto

{fmflafm} U {ei | i 7&]7 k}
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gera M (porque E’' o faz). Em particular, f,,—2 é uma combinacdo linear de
fm—1, fm € dos e; com i # j, k. O processo de juntarmos um f e retirarmos um
e pode assim ser repetido. No final do passo k teremos um conjunto formado por
Fms fm—1s+ -y fm—k+1 € n — k dos e;, que gera M. Se n < m, entao ao cabo de n

passos concluiremos que

{fmafm—la s 7fm—n+1}

gera M. Como m—n+1 > 2, f1 seria uma combinagao linear de fp,, ..., fim—n+1,
uma contradi¢ao. Portanto, m < n necessariamente. Um argumento similar com

os papéis de E e I trocados mostra que n < m. Logo n = m. [

Observagao. A assercao (2) desta proposi¢ao garante que todo o A-médulo sobre
um anel de divisao A é livre. O reciproco também é valido (ou seja, se todo o
A-modulo é livre entdo A é um anel de divisdo) mas a demonstragao sai fora do

ambito deste curso.

4. Mobdulos sobre dominios de integridade

Vimos no Exercicio 3.1 que em geral Tor (M) ndo é um submoédulo de M. No

entanto, isso altera-se se o anel for um dominio de integridade:

Proposigao 4.1. Seja M um mddulo sobre um dominio de integridade D. Entdo
Tor (M) é um D-submddulo de M.

Demonstracao. Recordemos que
Tor (M) ={ve M|3aec D~ {0}: av=0}.

Entao, para quaisquer vi,vy € Tor (M) existem aj,az € D nao nulos tais que

a1v] = 0 = ague. Logo, para quaisquer dy,ds € D,
a1a2(d1v1 + dg’Uz) == agdlalvl + aldQCLQUQ == 0,

o que mostra que djvy + dave € Tor (M) pois ajas # 0 (porque D é um dominio).

Assim, nesta seccao os anéis considerados sdo sempre dominios de integridade.
Este caso é muito importante em Algebra Linear, como veremos.

A Tor (M) chama-se submddulo de tor¢cao de M. Se M = Tor (M) diz-se que
M & um mddulo de torgao; se Tor (M) = {0} diz-se que M ¢é um mddulo livre de

torgao.
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Exemplos. (1) Suponhamos que M é livre, isto é, possui uma base {e;};cr. Sejam

ve M~ {0} ede D~ {0}. Podemos escrever v na forma

m
vV = E a; e,-j
j=1

para alguns a; € D nao nulos. Multiplicando por d obtemos

m
dv = E dajeij.
=1

Se dv = 0 entao, como os e; sao linearmente independentes, da; = 0 para j =
1,...,m. Como D é um dominio de integridade e d # 0 entao a; = 0 para
j=1,...,m, isto ¢, v = 0 (um absurdo!). Portanto, dv # 0 para quaisquer
ve M~ {0} ede D~ {0}. Logo Tor(M) = {0}.

Portanto, todo o D-médulo livre é livre de torcao.
(2) No entanto, o reciproco desta ultima afirmagao é falso. Por exemplo, o Z-

modulo Q é livre de tor¢ao uma vez que paran € Z e % € Q {0},
p
n-=0&np=0=n=0,
q

mas nao é um Z-moédulo livre: por um lado, quaisquer dois racionais sao linear-

mente dependentes, pois
P1 p2
(P2q1)— — (P1g2)=— =0,
q1 q2

mas por outro lado nenhum racional gera todos os racionais — alids, nenhum con-
junto finito de racionais consegue gerar todos os racionais!

(3) Os Z-moédulos Z,, sao modulos de torgao.

(4) Se V' & um espago vectorial de dimenséo finita sobre um corpo K e T: V — V

é uma transformacao linear, entdo V' é um K|z|-moddulo de tor¢ao.

Exercicio 4.1. Mostre que se V' é um espago vectorial de dimensao finita sobre
um corpo K e T: V' — V uma transformacao linear, entdo V ¢ um K[z]-mo6dulo

de torgao.

Exercicio 4.2. Mostre que:

(a) Se ¢: My — Mo é um homomorfismo de D-mddulos, entao

¢(Tor (M;)) C Tor (Ms).



5. MODULOS DE TIPO FINITO SOBRE UM DIP 71

Se ¢ é injectivo, entao
¢(Tor (M1)) = Tor (Mz) NIm(¢).
Se ¢ & sobrejectivo com N(¢) C Tor (M), entao

o¢(Tor (My)) = Tor (My).

(b) Se M é um D-mddulo, entao M /Tor (M) é um D-modulo livre de torcao.

(c) Se {M;}ier € uma familia de D-mdédulos, entao

Tor (@ M;) = @ Tor (M;).
i€l el
Proposigao 4.2. Seja D um dominio de integridade tal que para todo o D-mddulo
livre M os submodulos N de M sao livres. Entao D é um dominio de ideais

PTINCIPALS.

Demonstracdo.  No caso particular em que M é o préprio D, trata-se de um
D-médulo livre. Entao, por hipétese, todos os ideais I de D sao D-modulos livres.
Mas uma base de I s6 pode conter um elemento pois quaisquer dois elementos

a,b € I sdo linearmente dependentes:
(=b)a + ab = 0.
Finalmente, se {d} ¢ uma base de I, em particular I = (d), logo I é principal. =

O reciproco de 4.2 também ¢é valido:

Teorema 4.3. Se D ¢ um DIP e M é um D-mddulo livre, entdo qualquer submd-
dulo N C M ¢ livre e dim N < dim M.

Demonstra¢do. A demonstracao é longa e muito técnica pelo que nao a apresen-
taremos na aula. Veja-a em |[Rui Loja Fernandes e Manuel Ricou, INTRODUGAO
A ALGEBRA, IST Press, Lisboa, 2004], pp. 305-307. .

5. Modulos de tipo finito sobre um DIP

sta seccao estudaremos modu i nito sobre um veremos que é
Nesta sec¢ao estudaremos modulos de tipo finito sobre DIP e veremo e

possivel fazer uma classificacdo completa de todos eles. Ja sabemos que para qual-
quer dominio D, “livre” implica “livre de torgao”. Agora veremos que o reciproco é

véalido para moédulos de tipo finito sobre DIP’s.
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Proposicao 5.1. Seja M um mddulo de tipo finito sobre um DIP D. Se Tor (M) =

0, entao M € livre.

Demonstra¢ao. Seja S um conjunto gerador finito de M. Em S escolhemos um

conjunto B = {vy,...,v,} linearmente independente maximal. Para cada s € S
existem as,a1s,...,ans € D (as # 0) tais que
agS = a1,5V1 + -+ + Qp sV (5.1.1)

(o caso s € B é trivial e o caso em que s € S\ B é consequéncia do facto do

conjunto {v1,...,v,, s} ser linearmente dependente). Como M é livre de torgao e
a:= H as # 0,
ses

a aplicagao w — aw define um homomorfismo injectivo ¢p: M — M. Por outro
lado, (M) C @, Dv;: de facto, para cada s € S,

o(s) =as=( H ay)ass = ( H ay)(ai,sv1 + -+ ansvp) € @Dvi;

vESvF#s vESvF#Ss i=1

consequentemente, para cada w € M, como w = a1s1 + --- + an,S, para alguns

s; € .S, entao

B(w) = ard(s1) + - - and(s) € @) D
=1

Em conclusao, M é isomorfo a ¢(M), que é um submodulo do modulo livre

;| Dv;. Logo, pelo Teorema 4.3, M ¢ livre. n

Observagoes. (1) No caso dos espagos vectoriais sobre um corpo K, como D = K

é um corpo, em (5.1.1) as é invertivel e podemos concluir imediatamente que
-1 -1 -1
s = (CLS al,s)vl + (CLS a2,s)v2 R (as an,s)vn

e a demonstracao fica terminada. No entanto, no caso mais geral de D ser um
DIP, nao podemos usar este argumento, e a demonstracao a partir daqui tem que
divergir da do teorema de existéncia de bases em espagos vectoriais (sobre um
corpo) de tipo finito.
(2) A inclusao ¢(M) C @), Dv; acima é uma igualdade? O seguinte exemplo
mostra que temos que ser muito cuidadosos com estes pormenores:

Nos grupos abelianos (isto ¢, Z-mo6dulos), seja M = Z e ¢: Z — Z definido

por ¢(n) = 2n. Trata-se de um homomorfismo injectivo e ¢(M) = 2Z. Claro que
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M tem a base {1}; por outro lado, ¢(M) tem a base {2} (em particular, significa

imediatamente que ¢(M) = Z). Temos entao
M =727 =¢(M)G Z

Este exemplo mostra como poderemos ter um moédulo N estritamente contido em

M e isomorfo a M.

Teorema 5.2. Seja M um mddulo de tipo finito sobre um DIP D. Entio M =
Tor (M) @ L, onde L é um mddulo livre.

Demonstragao. O moédulo M /Tor (M) é livre de torgao e de tipo finito logo ¢
livre (pela proposi¢ao anterior). Assim, existem elementos ey, ..., ey, linearmente

independentes, tais que

M /Tor (M) = @D(ei + Tor (M)).
i=1
Seja L = @, De;. Entao:
(1) Tor (M) N L ={0}: Se v € Tor (M) N L entdo existem escalares d,dy,...,d, €
D (d # 0) tais que

dv=0, wv :zn:diei.
=1

Portanto, 0 = dv = (ddy)e; + -+ - + (ddy)e, donde ddy = -+ = dd,, = 0. Pela lei
do corte, dy = --- =d, = 0, o que implica v = 0.

(2) M =Tor (M) + L: Seja w: M — M/Tor (M) a projecgdo canénica. Para
cada v € M, w(v) = v + Tor (M), e existem escalares dy,...,d, € D tais que
m(v) =Y., dim(e;). Entao

v = (’U — Zdz@) + (Zdzez) S TOI“(M) + L
i=1 i=1
pois v — Y1 | die; € N(m) = Tor (M). "

Observagao. O factor livre L na decomposi¢ao em 5.2 nao é inico pois depende da
escolha de uma base em M /Tor (M). Mas, como vimos na demonstra¢do acima,
tem uma base com o mesmo nimero de elementos n que a base escolhida em
M /Tor (M). Como D & de invariancia dimensional, todas estas bases tém o mesmo
ntmero de elementos n, pelo que dim L = n e, portanto, a dimensao de L é um
invariante da decomposicao.

Chama-se caracteristica de M a esta dimensao (dimensao da parte livre de M).
Portanto, a caracteristica de M classifica, a menos de isomorfismo, a parte livre
de M.
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Para classificar os médulos de tipo finito sobre um DIP falta pois classificar os
modulos de torcéo, em que o factor livre L é nulo. E o que faremos em seguida.
Esta classificacao tem vérias aplica¢Ges importantes no estudo das transformagoes

lineares de um espago vectorial e na classificagao dos grupos abelianos finitos.
Denotemos por M, (D) o anel das matrizes n x n com entradas num DIP D.

Exercicio 5.1. Seja A um anel comutativo com identidade. Mostre que End 4(A")

¢ isomorfo ao anel M, (A).

Duas matrizes A, B € M, (D) dizem-se equivalentes, e escreve-se A ~ B, se
existem matrizes invertiveis P, Q € M, (D) tais que B = Q1 AP.

Exercicio 5.2. Mostre que a relagdo ~ é uma relac¢ao de equivaléncia em M, (D).

Observagao. Sejam V= (01,02...,0,) € W = (W1, W3 . ..,W,) duas bases do

D-moédulo livre D". Existem escalares a;; € D tais que
n

f)i: E ajﬂij, (i=1,...,n).
J=1

Em termos matriciais, denotando a matriz (a;;) por A, temos
V=WA

Se mudarmos para novas bases V' = (0],...,0}) e W' = (@, ..., w),) (com matri-
zes de mudanca de base P e @, respectivamente), entao

n n
0f =Y piity, W= qudy,
j=1 J=1
isto é,
VvP=V' e /WQ:/W’.
Juntando tudo obtemos
V =WAP =W'Q AP,
o que significa que a matriz B = Q7' AP é a matriz da base V' em funcao de W'

Necessitaremos dos seguintes resultados sobre diagonalizacdo de matrizes em
M, (D), que ndo demonstraremos em pormenor. Recorde que um menor de uma
matriz A é o determinante de alguma submatriz quadrada de A (obtida de A

mediante eliminagao de uma ou mais linhas ou colunas).
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Lema 5.3. Seja A € M, (D) uma matriz de caracteristica r. Se A é equivalente a
di 0
0

uma matriz diagonal

na qual dy | da | -+ | dy, entao

d; =0, parai>r, ed;= , para i < T

(onde Ag =1 e A; é um mdzimo divisor comum dos menores de dimensao i da

matriz A).
Proposicao 5.4. Toda a matriz A € M, (D) é equivalente a uma matriz
d 0
0
ondedy | do || dy. Os elementos dy,...,d, sio inicos a menos de associados.

(A matriz diagonal chama-se forma normal, ou candnica, de A. Os elementos

di,...,d, chamam-se factores invariantes de A.)

Demonstra¢ao. A unicidade dos d;’s segue imediatamente do lema. Relativamente

& primeira parte, teremos que mostrar que existem matrizes invertiveis P,Q €

M, (D) tais que
dy 0

0

onde dy | dy | -+ | dy. Limitamo-nos a indicar um algoritmo (de “eliminacao”)

QAP =

que permite obter a diagonalizagao através de operagoes elementares nas linhas
e colunas da matriz A (o registo destas operagoes permite no final determinar as
matrizes P e @ requeridas).

Denotemos por E;; a matriz cujas entradas sao todas zero, com excepgao da
entrada (i,7) que é igual a 1. A multiplicagdo a esquerda (resp. direita) das
seguintes matrizes (invertiveis) por uma matriz A permite efectuar as seguintes

operagoes elementares usuais em A:
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(1) Multiplicagao de linhas (resp. colunas) por unidades u € D*:

1

1
1
1
1

(2) Troca das linhas 4, j (resp. colunas i, j):

v J

1
1
[0]

.Pij = I—Eii—Ejj-i-EZ’j-i-Eji =

(3) Soma de um miultiplo a € D de uma linha (resp. coluna) a outra linha (resp.

coluna):

Tij(a) = I +akij =

Seja entdo A = (a;;) uma matriz arbitraria n x n. Chamamos comprimento
d(d) de um elemento d € D nao nulo ao namero de factores primos que ocorrem

na sua factorizagao.
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DIAGONALIZAGAO DE MATRIZES COM ENTRADAS NUM DIP

(1) Se A = 0 nao ha nada a fazer. Caso contrario, alguma entrada é nao nula
de comprimento minimo e podemos, com operagoes elementares, transporta-la
para a posicao (1,1).

(2) Seja ajr uma entrada tal que ai; { ajp. Trocando as colunas 2 e k (com
uma operagao elementar do tipo 2) podemos supor que esta entrada é ajo.
Se d = mdc(ay1,ai2), existem r,s,p,¢ € D tais que ajg = rd, a;3 = sd e

pai1 + qaiz = d. As matrizes

P T S T
g -s () ¢ » ()
pP— 1 , Pl= 1 ;
0 0
1 1

sao inversas uma da outra. Entao, multiplicando A & direita pela matriz P,

obtemos uma matriz equivalente a A cuja primeira linha é igual a

(d 0 aiz --- a1n>

onde §(d) < 0(aq11). De igual modo, se na nova matriz a1 1 a1, podemos por
um processo semelhante calcular um novo elemento d cujo comprimento é menor
que d(ai1) e determinar uma matriz equivalente na qual o valor minimo de § foi
reduzido.

Como a fungao § toma valores em N, repetindo este processo conseguiremos, ao
cabo de um namero finito de passos, chegar a uma matriz na qual a1y | ayx e

a11 | ag1 para qualquer k.

(3) Efectuando operagoes elementares nas linhas e colunas dessa matriz é entao

possivel obter uma matriz equivalente & matriz original A que é da forma

0 @y -+ a2
0 Gp2 - Gnn

(4) Continuando este processo para a segunda linha e a segunda coluna, etc.,

obteremos finalmente uma matriz
d, ()
0

equivalente & matriz original A.
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DIAGONALIZAGAO DE MATRIZES COM ENTRADAS NUM DIP

(5) Por fim, se dy { da, adicionamos a segunda linha & primeira linha e repetimos
todo o processo novamente. Obteremos no final uma matriz diagonal na qual
dy | dg (pois o comprimento 6(d;) diminui sempre).

Procedendo desta forma repetidamente, chegaremos a uma matriz diagonal na

qual dy | da | - -+ | dy, como pretendido.

Cuidado: As matrizes P e () ndo sao, em geral, inversas uma da outra; portanto,
este resultado nao diz que uma matriz pode ser diagonalizada com uma simples

mudanga de base.

Além de permitir garantir a unicidade dos factores invariantes (a menos de
associados), o Lema 5.3 fornece um método de calculo destes factores (mais eficiente

que o método da “eliminagao”):

ALGORITMO DE CALCULO DOS FACTORES INVARIANTES

Seja r = car(A). Entao:

e di =A; (A; =mdc dos menores de A de dimensao 1)

A
e dy = A—Q (Ag =mdc dos menores de A de dimensao 2)
1
o d, = A " (A, =mdc dos menores de A de dimensdo 1)
r—1

e d; =0 parai>r.

As formulas do Lema 5.3 também garantem imediatamente o seguinte:

Corolario 5.5. Os factores invariantes sao unicos a menos de associados. Duas

matrizes sGo equivalentes se e s6 se possuem os mesmos factores invariantes. m

Exemplo. Seja D = C[z] e consideremos a matriz

r—2 0 0
A= -1 z -1
-2 4 z—-4
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Calculando os menores, obtemos
Al = I,AQ :x—2,A3 = (.T,'—Q)S
Logodi =1,dy=2—2eds=(x—2)%e

1 0
A~ 0 2-2 0
0 0 (x—2)?

Usando o método de elimina¢ao podemos obter as matrizes P e @) explicitamente:

0 -1 0 r—2 0 0 1 -1 0 1 0
-1 —2+2 0 -1z -1 0 0 1 |=]0 2-2 0
1 z—4 1 -2 4 z-4 0 1 =z 0 0 (x—2)?

Exercicio 5.3. Diagonalize as seguintes matrizes:

36 12

(a) sobre Z.
16 18
r—1 -2 -1

(b) 0 x 1 sobre R[z].
0 -2 -3

Exercicio 5.4. Determine as formas normais das seguintes matrizes em Z:

-1 1 -2
(a) | 0 -1 4
0
000 -8
100 16

(b)
010 —14
001 6

Exercicio 5.5. Mostre que se p ¢ um primo, as seguintes duas matrizes de M,,(Z,)

sao equivalentes:

0 0 . 0 1 0
0 01 0 0 0 1 0 0
0 0 0 01
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Recordemos o anulador de v € M da pégina 62:
an(v) = {a € D | av = 0}.

Como se trata de um ideal entao an(v) = (d) para algum d € D. Ao elemento d
(definido a menos de associados) chama-se ordem? de v e a (d) chama-se o ideal de
ordem de v. E claro que o submodulo ciclico (v) é isomorfo a D /an(v) = D/{(d).

A primeira classificacdo que podemos obter é a seguinte:

Teorema 5.6 (Decomposicao em factores ciclicos invariantes). Seja M um

mddulo de tipo finito sobre um DIP D, de caracteristica r. Entao
M = <U1> DD <1)n> D <vn+1> G- <vn+r>a
onde an(vy) D an(ve) D --- 2 an(vy,) e an(vp4i) = {0} (i =1,...,7). Escrevendo

an(v;) = (d;), temos um isomorfismo

D D D D

(d1) (dn) (dn+1) (dntr)
D D
~ @@ @®DO-®D
<d1> <dn> S——
r parcelas
onde dy | dy | -+ | dy. A lista de ideais (di),...,{dn+r) € determinada univoca-

mente por M.

(Os ideais (d;) desta decomposicao e os seus geradores chamam-se factores invari-

antes do modulo M.)

Demonstra¢do. Ja sabemos que se M tem caracteristica r entao
M =Tor(M) & (v1) & -+ & (vy)
onde cada v; € linearmente independente. Portanto, an(v;) = {0} e
M~Tor(M)®D®---®D.
r parcelas

Basta entao demonstrar o resultado para modulos de torgao M = Tor(M).
Seja M = (wi,...,wy) e L = @), D (o modulo livre gerado pelos w;’s).
Designemos por {ei,...,e,} a base canénica de L e seja m: L — M a projecgao

candnica

(di)izl,...,n — zn: diwi.
=1

30bserve que nos Z-mo6dulos, isto &, nos grupos abelianos, este conceito coincide precisamente
com a ordem usual de um elemento do grupo, a menos do sinal (pois neste caso as unidades sdo
+1).
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Claro que m(e;) = w; e M ~ L/N(m). Pelo Teorema 4.3, N = N(7) é um sub-
modulo livre de L e dim N < dim L. Por outro lado, como Tor(M) = M, entao
para cada w € L existe a # 0 tal que a(w + N) = 0, ou seja, aw € N. Logo

existem ai,...,a, € D nao nulos tais que aiey,...,ane, € N 0 que garante que
dim N > dim L. Portanto, dim N = dim L = n.
Seja {f1,..., fn} uma base de N. Existem escalares a;; € D tais que

n
fi: E Aji€j, izl,...,n.
J=1

Se mudarmos de bases em L e N (para novas bases {¢|,...,el.} e {f1,..., f.},

com matrizes de mudanca de base @) e P, respectivamente), entéo

n n

/ !

€ = E qji€j, fi = E Pjif,
=1 =1

e obteremos novas relagoes
n
/ / -
fi= E bjiej, i=1,...,n,
j=1

onde as matrizes A = (a;j), B = (bij), P = (pij) e Q = (gi;) satisfazem

B=Q 'AP.
Como vimos na Proposi¢ao 5.4, podemos escolher as matrizes invertiveis P e @)
(isto é, as bases de L e N) tais que B = diag(dy,...,d,) com d; | --- | d,,. Mas

isto significa que

fi’:dieg, ’iZl,...,’l’L.
Seja w} = m(e}) € M. Entao an(w}) = (d;):
dw} = 0 & w(de}) = 0 < de}, € N(r)
sde, =arfi+ - anf, (pois {f],...,f,} ¢ uma base de N)

& del = aydie) + - - apdpel, & d = a;d; < d € (d;).
Bastara agora mostrar que M = (w}]) & --- & (w),) :

o M =3"" (w)): éevidente, pois os €} geram L e m: L — M ¢é sobrejectiva.

o (wp) N2 (wi) = {0}: Seja w um elemento desta intersecgdo. Entdo exis-

tem a; € D tais que w = apwy, = >, a;w;. Isto implica que, em L,
ape), — Z#k ae; € N. Como os vectores f/ formam uma base de N e
[l = d;é€}, entdo existem b; € D tais que a; = bid;, i = 1,...,n. Mas entdo

w = apw), = w(age},) = (brdie},) = (b f},) = 0.
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A unicidade dos factores invariantes é consequéncia imediata de um facto que

provaremos mais adiante (Observagdo 5.11). "

Em conclusao, a lista de factores invariantes dos médulos de tipo finito sobre

um DIP (isto é, os n elementos dy | da | -+ - | dy, € 08 r zeros dpy1 = - -+ = dpyr = 0)

forma um conjunto de invariantes completos para este tipo de modulos:

Corolario 5.7. Dois mddulos de tipo finito sobre um DIP sao isomorfos se e s

se possuem 0s mesmos factores invariantes. [

Podemos ainda obter uma classificacao alternativa, baseada no facto de em D

todo o elemento a € D \ {0} ter uma factorizacao (anica) em factores primos
a=u-pi--Pn (u € D*).

Lema 5.8. Seja M um mddulo sobre um DIP D e sejam a,b € D, a,b # 0.

(1) Se M = (v) com an(v) = (ab) e mdc (a,b) = 1, entao

Demonstragao. (1) Seja M = (v) com an(v) = (ab). Claro que, como an(v) é o

nicleo do homomorfismo sobrejectivo D — M (d — dv), entao
M ~ D/(ab).

Sejam v1 = av € M e vy = bv € M. Entao an(v;) = (a) e an(vy) = (b). Sejam
r,s € D tais que 1 = ra + sb. Entao

v = (ra+ sb)v = rvy + sva € (v1) + (v2).

Logo M = (v1) + (ve). Por outro lado, se w € (v1) N (v2) entdo aw = 0 = bw pelo
que w = (ra + sb)w = 0. Portanto, por 2.2,

M = (v1) @ (v2) ~ — @

(2) Sejam r, s € D tais que 1 = ra+sb. Sew € (v1)N(va) entao w = (ra+sb)w = 0,
pelo que M = (v1) @ (v2). Seja v = vy +vo € M. E evidente que an(v) = (ab),
pelo que D/{ab) ~ (v). Mas (v) = M, pois

vy = (ra+ sb)vy = sbvy =sbv e vy = (ra+ sb)va = ravy = rav.

Logo M ~ D /{ab). "
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Exemplo. Por exemplo, se d € D tem a factorizagdo prima d = p*py?---p*,
entao

D D o D @ D

(d) — () 7 (py?) (pr*)

Teorema 5.9 (Decomposi¢ao em factores ciclicos primarios). Seja M um
mddulo de tipo finito sobre wm DIP D. Entao

D D D
M= (w) @ (w2) - P (wy) &L~ <p?1>@<p;zz>@"'@<p?t>@l”

onde L é um submddulo livre de dimensao igual a caracteristica de M, an(w;) =
<p?">, n; € N e os elementos pi1,...,pr € D sao primos (nao necessariamente
distintos). Os ideais (p;") sao determinados univocamente (a menos da ordem)

por M.

(Os geradores dos ideais (p;") desta decomposigao chamam-se divisores elementares
do modulo M.)

Demonstrag¢ao. Seja

D
M=y )

eD®---dD
————

r parcelas

a decomposicao de M em factores ciclicos invariantes. Basta entao tomar para L
o modulo livre (de dimensao r) D & --- @& D. Por outro lado, se p}*,...,p{" sdo
as poténcias primas que entram nas decomposicoes primas dos dy,...,d,, o Lema

5.8 assegura que

D D D D
R R L R )
Portanto,
M ~ S D = oL

Quanto a unicidade, sejam

D . D D . . D
(p1") (pi) (@) (gd")

duas decomposicoes de M em factores ciclicos primarios. Para cada primo p € D,

M~ &L (5.9.1)

a chamada componente p-primdria de qualquer moédulo M é o submodulo

M(p) = {v e M | p*v = 0 para algum k € N}.
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E claro que Tor(M) = @D, primo M(p). Neste caso, como M é de tipo finito,

apenas um numero finito de parcelas nao é zero. Além disso, de (5.9.1) segue que

D D
Mo = D g D oo

l

{i: pi~p} {i: pi~p}
D D
- @ B @
it qi~p} {i: qi~p}

Portanto, a lista de primos nas duas decomposicoes é a mesma, e basta demonstrar

a unicidade das decomposigoes para o caso M = M(p). Sejam entao

D D D D
Mp) = Tary @& Tuy = Ty @@ Ty

duas decomposic¢oes de M (p). Ordenemos as parcelas das decomposigoes, de forma
quen; <ng < -+ <mpemp <mg < --- <mg. Sevy € M étal que an(v) = (p™),
entdao a segunda decomposicao mostra que p”™sv; = 0, logo ms > ng. De igual
forma, vemos que n; > mg, logo ny = ms. O modulo quociente M (p)/(vs) admite

as decomposigoes

D D D D
M(P)/@J—W@”'69 {pre1y = () @"'@W‘

Prosseguindo este raciocinio de forma indutiva, concluimos que n; = m; e t = s,

como pretendiamos. (]

Temos assim um conjunto alternativo de invariantes completos que classificam

os modulo de tipo finito sobre um DIP:

Corolario 5.10. Dois mddulos de tipo finito sobre um DIP sao isomorfos se e s

se possuem a mesma lista de divisores elementares e a mesma caracteristica. [

Exercicio 5.6. Mostre que M = P, primo M (p) se TorM = M.

Observacgao 5.11. Vimos na demonstragao do Teorema 5.9 que a decomposicao
em factores ciclicos invariantes determina univocamente uma decomposicao de M

em factores ciclicos primarios. Reciprocamente, seja

D D
M ~ VIRITEN PP T P L
(1" (pr)
a decomposicao de M em factores ciclicos priméarios. Sejam p1, ..., Py, 08 primos
distintos (isto é, nao associados entre si) que aparecem nesta lista. Listemos as

respectivas poténcias que aparecem na decomposi¢ao, na seguinte tabela:
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11 7112 7
721 722 n,
Py Pa D™
sl M52 n
P17 Dy° 2

(onde s é o ntimero de ocorréncias do primo que aparece mais vezes e njj; < ngj <
-+ < ngj, j = 1,...,m; eventualmente, alguns dos n;; terdo que ser nulos). Seja

d; o produto das poténcias primas na linha ¢:

Tii1 32

d; =D1 Do

E evidente que d; | da | -+ | ds. Entéo, como as poténcias primas que aparecem

em cada d; sao primas entre si, pelo Lema 5.8 podemos concluir que

D ® P D @Lwi@...@ D
{p1") ')~ {d1) (ds)

Se a dimensao da parte livre L é r, entdo acrescentamos a lista dos d;’s os ele-

M =Tor(M)~ L& @ L.

mentos dsy1 = -+ = dgyr = 0 € temos a decomposi¢do de M em factores ciclicos
invariantes.

Em conclusao, dada a lista dos {p;”j }, os d; ficam determinados (a menos de
associados), como acabamos de ver. Reciprocamente, dada a lista dos {d;}, os
{p;”j } sdo as poténcias primas na decomposigao dos d;’s. Logo, a unicidade dos

factores invariantes decorre da unicidade dos divisores elementares acima provada.

Exercicio 5.7. Seja D um dominio de ideais principais e p1, p2, p3, p4 elementos
primos de D. Determine as decomposicoes do D-modulo
D D D
2 b 3.2 D555
(p1p3ps)  (pipap3pa)  (PiD3PI)

em factores ciclicos invariantes e em factores ciclicos primarios.

Exemplos. (1) Seja
D@D@D@D@D@D@D@D@D@D
(1)~ (3) (o) w3 T (ps)  (pa) () B3 T (3 (PR

a decomposicao de um modulo M em factores ciclicos primarios. Os seus divisores

elementares sao
P13, L, D5, D3, P4, DY, D3 D3, 14
e dispoem-se de acordo com a seguinte tabela:
prop3 1§ P
b1 P% p3 P4
pi Py p3 P
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Portanto, os seus factores invariantes sao

di = p1p3, do = pip3pspa, ds = pipapaps,

pelo que a sua decomposicao em factores ciclicos invariantes é
D D D
7 P 2 ® T 535
<p1p2> <p1p2p3p4> <p1p2p3p4>

(2) Se n € N admite a factorizagao prima n = pj* - - - pi'*, entao
anzp?l @"'@Zp?t

é a decomposicao do grupo abeliano Z,, (como Z-mdédulo) em factores ciclicos pri-
mérios. Os seus divisores elementares sao os p;* e existe apenas o factor invariante
n.
(3) O grupo abeliano

A YA Zz
22 x5) T DB x5 T (22 x 3
decompoe-se em factores ciclicos priméarios da seguinte maneira:

(2 (B 2 (B (2 (¥

~Fs Pl DL D LD LyD Lor.

G =220 ® Zyo® Z10s8 =

Os respectivos divisores elementares sdo entdo as poténcias primas 22,5, 23, 5,22, 33.

Consequentemente, os factores invariantes sao

22 x 30 x 50 = 4
22 x 30 x 5 = 20
22 x 33 x 5 = 1080

e a decomposicao em factores ciclicos invariantes é

24 @ Zog D Z1080-

Exercicio 5.8. Sejam M; e My dois D-moédulos ciclicos de ordens a e b, respecti-
vamente. Mostre que se mdc(a,b) # 1, entao os factores invariantes de My & Mo

sao mdc(a, b) e mmce(a, b).
Exercicio 5.9. Determine todos os grupos abelianos de ordem 120.

Exercicio 5.10. SejaT: V — V uma transformacao linear de um espago vectorial
de dimensao finita sobre um corpo K e suponha que V' ~ (v) (como K [z]-mo6dulo),

onde an(v) = ((z — A)"™). Mostre que os elementos

{(z=N""1u,... (z = Nv,v}
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formam uma base de V sobre K.

Exercicio 5.11. SejaT: V — V uma transformagao linear de um espago vectorial
de dimensao finita sobre um corpo K, e di(x) | --- | ds(z) os factores invariantes
do K[z]-modulo V. A m(x) = ds(z) chama-se polindmio minimo de T e a p(x) =

dy(z)---ds(x) chama-se polinémio caracteristico de T. Mostre que:

(1) m(z) # 0, m(T) = 0 e que se g(x) é um polinémio tal que ¢(7') = 0 entao

m(z) | q(x).
(2) p(x) #0,p(T) =0e p(z) =det(zl —T).
Exercicio 5.12. Seja T: V — V uma transformacao linear de um espago vecto-

rial de dimensao finita sobre um corpo K. Utilizando a decomposi¢ao em facto-

res ciclicos invariantes de V' como um K [z]-mo6dulo, mostre que existe uma base

{e1,...,e,} de V sobre K em relacao a qual a matriz de T ¢
Rl 0 - 0
0 Ry -~ 0
0 0 - R,

onde cada R; é uma matriz (n; X n;) da forma

00 - 0 —ag
10 -+ 00 -—a
00 - 0 —ay
00 0 0 —an,_o
00 0 1 —an_1

A matriz R chama-se forma candnica racional de T.

6. Mobdulos e anéis noetherianos. Teorema da Base de
Hilbert

A Algebra Comutativa (isto é, o estudo dos anéis e modulos comutativos) ¢ um
ramo da Algebra que, durante a primeira metade do séc. XX, devido ao traba-
lho pioneiro de Emmy Noether (1822-1935) e do seu aluno Emil Artin, aduiriu

um papel central ndo s6 na Algebra mas noutras areas da Matematica (como,
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por exemplo, a Geometria Algébrica). Nesta secgao final estudaremos brevemente
os modulos e anéis noetherianos, fechando um ciclo iniciado no primeiro capitulo
(Teorema 2.1) com a caracterizagdo dos dominios de factorizagdo tGnica em ter-
mos de cadeias ascendentes de ideais principais: os moédulos e anéis noetherianos

satisfazem uma condicdo anéloga.

Ao longo da secgao, A designa um anel comutativo.

MODULOS E ANEIS NOETHERIANOS

Um A-modulo M diz-se noetheriano se toda a cadeia ascende de submoédulos
de M,
My CMyC--- C M C---

estabiliza, isto é, existe k € N tal que
My =My =---.

Em particular, um anel A diz-se noetheriano se, como A-modulo, é noetheriano.
(Como neste caso os submoédulos de A sdo precisamente os ideais de A, isto
significa que toda a cadeia ascendente de ideais de A estabiliza; portanto, todo

o dominio de factorizagao tnica onde primo=irredutivel é noetheriano.)

Proposigao 6.1. Seja M um A-mddulo. As sequintes afirmacdes sao equivalentes:
(1) M ¢€ noetheriano.
(2) Todo o submddulo de M é de tipo finito.

(3) Qualquer conjunto nao vazio { M;}icr de submddulos de M possui um elemento

mazximal.

Demonstragao. (1)=(2): Seja N um submoédulo de um modulo noetheriano M,
gerado por um conjunto S. Se v; € S e N = (v1), ndo ha nada a provar. Caso
contrario, existe vy € S\ (v1) tal que (v1) C (vi,v2). Prosseguindo indutivamente

obtemos vy, ...,v, € S tais que
(v1) C (v1,v9) C -+ C (v1,...,00).

Claro que, como M é noetheriano, existe um natural k tal que N = (vq,..., vx).
(2)=(1): Se
My CM;C---CMpC---
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¢ uma cadeia ascendente de submoédulos de M, o modulo |J,~; My ¢ de tipo
finito (pois é um submodulo de M). Seja S = {v1,...,v,} um seu conjunto
gerador. Claro que, para cada ¢ € {1,...,r} existe k; € N tal que v; € My,. Seja
ko = max{ki,...,k,}. Entao S C UZO:1 = My,, logo

My, = Myysy =

e M ¢é noetheriano.
(1)=-(3): Seja P = {M,}ic; um conjunto nao vazio de submodulos de M. Fixemos
um M; em P. Se M; é maximal, nao ha nada a provar. Senao, existe um Mo € P

tal que My C M>. Procedendo indutivamente, obtemos uma cadeia ascendente
M, CcMy,C---CM,.

Como M é noetheriano, existe um natural k tal que My = My 1 =---. E evidente
que M; é um elemento maximal de P.
(3)=-(1): Seja

My CMyC---C M C---

uma cadeia ascendente de submodulos de M. A familia { M}, }ren possui um ele-
mento maximal My, por hipotese. Mas entao My, = My,+1 = --- e M é noethe-

riano. [

Exemplos. (1) Como todo o ideal de um DIP é principal, todo o DIP é noethe-

riano. Em particular, Z e K[z] s@o anéis noetherianos.

(2) Veremos ja a seguir (Teorema de Hilbert) que se A é um anel noetheriano, o
anel dos polinémios Alz1, ..., z,] também é noetheriano. No entanto, o A-mo6dulo

Alzy,...,zy] ndo é noetheriano pois nao possui um conjunto gerador finito.

Exercicio 6.1. Seja A um anel comutativo e seja N um submddulo de um A-
modulo M. Prove que se M é noetheriano, entdao N e M /N também sao noethe-
rianos.

Proposigao 6.2. Se

0—>M1—L>M2L>M3—>O

€ uma sequéncia exacta de A-mddulos, entao Mo é noetheriano se e sé se My e

M3 sao noetherianos.
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Demonstra¢ao. Como ¢ é injectiva, My é isomorfo ao submodulo N = (M) de

Ms. Por outro lado, como 7 é sobrejectiva, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,
M3 ~ M2/N(7T) = Mz/L(Ml) = MQ/N

Basta entao provarmos que Mj é noetheriano se e s se N e My /N séo noetherianos:

A implicagao = ja foi provada no Exercicio 6.1. Reciprocamente, se S é um
submoédulo de Ms, temos que mostrar que S é de tipo finito:

Como (S 4+ N)/N é um submodulo de My/N, é de tipo finito. Pelo Segundo
Teorema do Isomorfismo, (S + N)/N ~ S/(SN N), logo S/(SN N) é de tipo
finito. Mas SN N é um submoédulo de N logo também é de tipo finito. Entao,
pelo Exercicio 6.2, S é de tipo finito. [

Exercicio 6.2. Mostre que se os modulos M/N e N sao de tipo finito entdo M

também é de tipo finito.

Corolario 6.3. Se My,..., M sao submddulos noetherianos de um A-mddulo M
e M =% M, entio M ¢é noetheriano.

Demonstrag¢iao. Basta demonstrar o caso k = 2 (o resto segue por indugao). Se
M, e My sao noetherianos, a sequéncia exacta (recorde o Exercicio 2.5(b))

0 — My — My ® My — My — 0

mostra que My @ My é noetheriano. Se M = My + Ms e w: My & My — M é o

homomorfismo definido por 7(v1,v2) = v1 + ve, entdo a sequéncia exacta
0 — N(m) — My & My — M — 0
mostra que M também é notheriano. [

Pela proposigdo 6.1, se M é um A-moédulo noetheriano, entdo M é de tipo

finito. O reciproco também é vélido desde que A seja noetheriano:

Corolario 6.4. Seja A um anel noetheriano. Se M é um A-mddulo de tipo finito,

entao M ¢ noetheriano.

Demonstragao. Seja {v1,...,v,} um conjunto gerador de M e seja
n
m: @ A—-M
i=1

0 homomorfismo definido por

n
w(ay, ... an) = Zaivi.
=1
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A sequéncia

n
0— N(m) —EPA-"S5M—0
=1

¢ exacta e, pelo corolario anterior, @] ; A ¢ noetheriano. Logo, pela proposigao,

M é noetheriano. n

Exercicio 6.3. Mostre que um anel A é noetheriano se e s6 se todo o ideal I C A

¢ finitamente gerado.

Exercicio 6.4. Seja M um moédulo noetheriano e f: M — M um homomorfismo

sobrejectivo. Mostre que:
(a) Para cada n € N, f* é um homomorfismo sobrejectivo e N(f") C N(f"+1).
(b) Existe um natural k tal que N(f*) = N(f*+1).

(¢) f & um isomorfismo.

Podemos agora demonstrar o primeiro dos dois teoremas famosos de Hilbert na

area, fundamental para a teoria das variedades algébricas na Geometria Algébrica.

Teorema 6.5 (Teorema da Base de Hilbert). Seja A um anel noetheriano.

Entao o anel de polindmios Alxy,...,x,| € noetheriano.

Demonstragao. Basta demonstrar que A[z] é noetheriano sempre que A é noethe-
riano. Para isso mostraremos que todo o ideal I C A[x] é de tipo finito.

Comecemos por definir ideais I; de A (j =0,1,2,...) da seguinte forma:
e (e Ij;

e a # 0 pertence a I; se e s6 se existe um polinémio p(z) € I de grau j com

coeficiente de maior grau a; = a (isto é, p(z) = az’/+a;_127 "+ - ~+arz+ay).

Assim,
Iy ={0}U{a|3p(z) € I: p(z) = a}
I = {0} U{a| 3p(a) € T: pla) = az + b}
I ={0}U{a|3p(x) € I: p(x) = ax® + bx + ¢}, etc.

Estes ideais formam uma cadeia ascendente

IhhchcC---ClC---
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De facto, se a € Ij, entdo existe p(x) € I da forma
_ k k—1 .
p(z) =az® + ap_12" " + - + a1z + ap;

logo, xp(z) = az**! 4+ aj_12% + - - - + a12? + apz € I e, portanto, a € Ij 1.

Como A é noetheriano, existe kg € N tal que

Iy = Ipyy1 =+ .
Além disso, os ideais I, ..., I, sdo de tipo finito (pela proposicao anterior). Para
cada j € {0,...,ko} seja
Ij = {aj1,a52. .., ajn; }).

Por defini¢ao de I; existem polinémios pj;(x) em I da forma
pji(z) :ajixj—i—--- (i=1,...,nj).
Para terminar a demonstracao provaremos que
I={pji(z)|7=0,1,...,ko,i=1,2,...,n;}).

Seja entdo p(x) = ax® + --- € I um polindmio em I de grau k (portanto, a €
Ii;). Provemos por indugao sobre k que p(z) € ({pji(z) | j = 0,1,...,ko, i =
1,2,...,7’Lj}>1

° Obvio, pois nesse caso o # a € Iy.

° ‘Hip()tese de inducao: | o resultado vale para polinémios de grau < k — 1.

° Ha a considerar dois casos:

(1) Se k < ko, entao a € I, C Ii,. Existem, pois, coeficientes b; € A tais

que
Nk
a = E biaki.
i=1
Mas entao

p(x) — Z bipri ()
=1

¢ um polinémio em I de grau < k — 1 e, pela hipétese de inducao,
pertence a ({pji(z)}). Logo, p(z) € ({p;i(z)}).



6. MODULOS E ANEIS NOETHERIANOS. TEOREMA DA BASE DE HILBERT 93

(2) Se k > ko, entao a € I = Iy,. Existem, pois, coeficientes b; € A tais

que
Nkg
a = Z biakoi.
i=1
Mas entao
Mg
p(x) =Y bipgyi(a)atHo
i=1
¢ um polinémio em I de grau < k — 1. Logo, p(x) € ({pji(x)}). "

Deste teorema e da proposicao anterior podemos concluir imediatamente o

seguinte:
Corolario 6.6. Seja A um anel noetheriano. Entao todo o ideal de Alxy,. .., xy)
€ de tipo finito. n
Isto significa que em qualquer ideal I de Alzy,...,x,] existem polinémios

P1y---,Pm € I tais que todo o polinémio p(xy,...,z,) € I pode ser escrito na
forma

m

p(x1,. .., xn) = Zai(azl, e X)) Pi T, )

i=1

(onde os coeficientes a;(z1,...,x,) pertencem a Alxy,...,z,]). Isto justifica o

termo “base” no nome do teorema (mas, em geral, os coeficientes a; ndo sdo Gnicos).

Para terminar vejamos como estes factos s@o importantes para o estudo das
chamadas wvariedades algébricas, isto é, conjuntos dos zeros de uma familia de
polinémios.

Seja K um corpo e A = K|[x1,...,x,] 0 anel dos polinémios a n indeterminadas
com coeficientes em K. Neste caso, podemos interpretar os polindémios p € A como

fungoes p: K™ — K. O conjunto dos zeros de p é o conjunto

2(p) = {a € K" | p(a) = 0}.

Mais geralmente, dada uma familia de polinémios F' C A, o conjunto dos zeros

desta familia é o conjunto

Z(F)={a€ K" |pla)=0,YVa € K}.
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CONJUNTOS ALGEBRICOS E VARIEDADES ALGEBRICAS

Um subconjunto Y C K™ é um conjunto algébrico se existe FF C A tal que
Y = Z(F). Desta forma, obtemos uma correspondéncia que a subconjuntos
F C A associa conjuntos algébricos de K™.

Chama-se variedade algébrica a todo o subconjunto algébrico Y C K" irredu-
tivel (isto é, que nao pode ser expresso como uma unidao ¥ = Y; U Y3 de dois

subconjuntos algébricos proprios).

Se FC Ael = (F) ¢ o ideal gerado por F, ¢ 6bvio que Z(F) = Z(I). O
Teorema da Base de Hilbert mostra que qualquer conjunto algébrico Y é de facto
o conjunto dos zeros de uma familia finita de polinomios: Y = Z(p1,...,pm)-

Por outro lado, a um subconjunto Y C K™ arbitrario podemos associar o ideal

de A formado pelos polinémios que se anulam em Y:
IY)={pe Alpla) =0,YaeY}.
As correspondéncias F'— Z(F) e Y — J(Y) satisfazem o seguinte:
o Iy CFy= Z(Fy) C2(F).
e V1 CYy=7(Y2) CI(N1).

Quais sao os conjuntos fechados para estas correspondéncias, isto é, os conjun-
tos Y e F tais que Z(J(Y)) =Y e J(Z(F)) = F?
Dado um conjunto O C K™, diz-se que O é aberto se K™ ~. O é um conjunto

algébrico. E um exercicio simples verificar que:

(Z1) 0 e K™ sao abertos.

(22) Se {O;}jes sao abertos, entao (J;c; O; € aberto.

(Z3) Se {O1,...,0n} sdo abertos, entdo (), O; & aberto.

Portanto, a familia dos abertos de K™ é uma topologia (a chamada topologia de
Zariski). Os fechados desta topologia sao, por defini¢ao, os conjuntos algébricos.
A condigao sobre cadeias de ideais ascendentes quando traduzida em termos desta

topologia significa o seguinte*: toda a cadeia ascendente de abertos
01C0C---CO,C -

estabiliza, isto é, existe k € N tal que Oy = Ogy1 =--- ..

4A uma topologia que satisfaz esta condicdo chama-se topologia noetheriana.
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Se Y C K™ é um conjunto arbitrario, entdo Z(J(Y)) é o fecho Y de Y na
topologia de Zariski (Exercicios 6.5, 6.6).
O segundo teorema de Hilbert nesta &rea (o famoso Teorema dos Zeros de

Hilbert®) afirma que

J1(2(I)) = V1,
onde /T é o chamado radical de I:

VIi={peA|ImeN:p™el}.

Em conclusao, os conjuntos fechados para as correspondéncias F' — Z(F) e
Y — J(Y) sdo precisamente os fechados na topologia de Zariski em K™ (ou seja, os
conjuntos algébricos de K") e os ideais radicais de K|x1,...,x,], isto é, os ideais
I C Klxy,...,2,] tais que VI = I. Portanto:

Eziste uma correspondéncia bijectiva entre conjuntos algébricos Y C

K™ e ideais radicais I C Klxy,...,xy).

Nesta correspondéncia, as variedades algébricas correspondem os ideais

primos.5

De facto, se Y é uma variedade algébrica e
p(x1, .. xn)q(xe, ..., 2) € I(Y),
entdo Y C Z(pg) = Z(p) U Z(q), logo
Y =¥ nz(p) U (Y NZq);

como Y é irredutivel, vemos que ou Y =Y NZ(p) ou Y =Y N Z(q), isto &, ou
Y C Z(p) ou Y C Z(q), o que significa que p € I(Y) ou ¢ € I(Y); portanto, I(Y)

¢ um ideal primo.

Isto mostra como o estudo de zeros de polinémios esté intimamente relacionado
com o estudo dos anéis comutativos e dos seus ideais e como proposicoes sobre
variedades algébricas correspondem a certas proposigoes de Algebra Comutativa

sobre ideais primos e ideais radicais.

Exercicio 6.5. Seja K um corpo e A = K[z1,...,2,]. Se FF C A é uma familia
de polinémios, designamos por Z(F') o conjunto dos zeros comuns aos polinémios
de F"

Z(F)={a€ K" | p(la) =0,Yp € F}.

5 Nullstellensatz von Hilbert, na designacio alema.
5Note que todo o ideal primo é um ideal radical.
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Um conjunto algébrico Y C K™ é um conjunto para o qual existe uma famfilia
F C A tal que Y = Z(F'). Dado um conjunto O C K", diz-se que O ¢é aberto se

K™~ O é um conjunto algébrico. Mostre que:

(a) 0 e K™ sao abertos.

(b) Se {O;};jes sao abertos, entao (J;c; O; € aberto.

(c) Se {O1,...,0mn} sdo abertos, entao (-, O; é aberto.

Exercicio 6.6. Pelo exercicio anterior, a familia dos abertos de K™ é uma topolo-

gia (a chamada topologia de Zariski). Os fechados desta topologia sao os conjuntos

algébricos. Mostre que:

(a) A topologia de Zariski em K nao ¢ Hausdorff (ou separdvel, isto é, existem
a,b € K, com a # b, para os quais nao é possivel encontrar abertos disjuntos

O, € Oy tais que a € Oy € b € Op).
(b) SeY CK"eIJ(Y)={pe€ A|pla) =0, Va € Y}, entdao Z(J(Y)) é o fecho Y

de Y na topologia de Zariski.

Exercicio 6.7. Mostre que em Z, sendo py*---p;* a factorizacdo prima de a,

entao

Exercicio 6.8. Seja A um anel comutativo e I, I, ..., I, ideais de A. Mostre que:

(a) VVI=VI.
(b) VI Ir = ﬂ§:11j=ﬂ§:1 \/E
(c) VIT = V1.
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Solucgoes de exercicios seleccionados

1.1.

2.1.

(b) W CV é um submodulo de V se e s6 se

(1) W & um subgrupo de (V,+).
(2) p(z) € K[z],v e W = p(x)v e W.
Entao:
Proposigao. W € um submddulo de V' se € sé se € um subespago vectorial de

V invariante pela transformagao T (isto é, T'(v) € W para qualquer v € W).

Demonstragao.  =-: Aplicando (2) a polinémios p(z) de grau zero obte-
mos av € W para qualquer a € K. Portanto, conjuntamente com (1), isto

assegura que W é um subespago vectorial.

Aplicando agora (2) ao polinémio p(z) = x podemos concluir que zv, isto &,

T'(v) pertence a W. Assim, W & necessariamente invariante por 7.

A implicagao reciproca é obvia pois é evidente que, usando a hipotese,
p(x)v = a, T"(v) + -+ a1T(v) + apv € W

para qualquer polinémio p(x) = apz™ + -+ + a1z + a9 € K[z] e qualquer
veW. [

(c) Seja v = (v1,ve,...,v,) € R™. Entao

(22 =D =T%*W) —v = (Vp_1,0p, V1, .-, Vp_2) — (V1,02,03,...,0,).
Logo (22 — 1)v = 0 se e 86 se v = 3, Uy = V4, U3 = Vs, ..., Up_1 = V] €
vp = vo. Portanto, se n é par, (z2 —1)v = 0 se e 56 se v = (v1, V2, V1, . ..,V2)
(v1,v2 € R); se n é fmpar, (22 — 1)v = 0 se e 86 se v = (v, v1,01,...,01)
(’Ul S |R).

Seja S um submodulo de M/N. Consideremos S’ = {v € M | v+ N € S}.
Claro que N C S’ ¢ S’ ¢ um submodulo de M:

e 0cS poisO+N=0€S.

e Sevy,vy €5 entdo (v1 —v2) + N = (v + N)—(va+ N) € S.

e Seac Aeve S entdo (av)+ N =a(v+ N) € S.
Além disso, S = S’/N. Reciprocamente, para qualquer submodulo S de M
que contém N, S'/N é um submo6dulo de M/N. Portanto, o conjunto de

submodulos de M /N coincide com o conjunto dos modulos S’/N onde S’ é

um submodulo de M que contém N.
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2.2,

2.3.

(a) Sejav € M. A condigao 7 0 ¢ = ¢y (k € I) significa que

mk(6(v)) = o1 (v)

para cada v € M, o que implica necessariamente que ¢(v) tenha que ser
igual a (¢ (v))rer. Isto garante a unicidade de ¢. Basta agora verificar
que a aplicagdo ¢ definida deste modo é de facto um homomorfismo de A-
modulos, o que é ficil, pois é uma consequéncia imediata da definicao das
M;:

operagoes de A-modulo no produto directo J[;.;

P(v) + ( ) = (V) ker + (Pr(w))ker = (or(v) + dp(w))rer = (Pr(v+

w) ker = (v + w).

)
o ag(v) = a(dr(v))rer = (adk(v))ker = (Pr(av))rer = ¢(av).

(b) Seja N um outro A-modulo e pi: N — My, (k € I) homomorfismos de
A-modulos que satisfazem a propriedade expressa em (a). Entao existem

homomorfismos (tnicos)

¢:N—>HM1~ e HMZ»—>N
i€l icl
tais que m; 0 ¢ = pr € pr 0 Y = 7, para cada k € I. Entao py = pr oo ¢
e m, = 7 o ¢ donde segue, pela propriedade (a), que Yo = idy e g1 =
idry, _, a,- Portanto, N ¢é isomorfo a [[,.; M;

(a) Para cada v € My, tx(v) é o elemento (ef’k)iel de @, M; definido por

vk v set=k
€. =
! 0 sei#k.

Assim, para cada (vp)rer € @;c; Mi, se denotarmos por F' o conjunto
finito de indices em I tais que vy # 0, temos (vk)ker = D pep th(Vk).
Logo, ¢((vk)rer) terd que ser necessariamente igual a ), - ¢(e(vx)). Como

¢ o, = ¢ (k € I), entdo necessariamente
(0k)ker) = > bk (vr).
keF

Isto garante a unicidade de ¢. Como cada um dos ¢, é um homomorfismo
de A-modulos, é evidente que a aplicacao ¢ definida deste modo é também

um homomorfismo de A-modulos.

(b) Pode resolver-se de modo anélogo a 3.3(b).
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2.6. (a) Consideremos o diagrama

0—= My~ My Lo My —
¢2l ¢3k ¢4l
0 No 7 N3 % Ny 0

onde ¢9 e ¢4 sdo injectivos e suponhamos que ¢3(ms3) = 0. Entao

b4 f3(m3) = gzp3(ms3) =0

e, como ¢4 é injectiva, f3(mg) = 0, isto &,

ms € N(fg) = Im(fg).

Assim, existe mg € Mj tal que fa(mz) = ms. Mas entao ¢a(me) € N(g2)
pois

g2¢2(m2) = @3 fa(ma) = ¢3(ms) = 0.

Além disso, pela exactidao da sucessao, N(g2) = {0} (isto é, g2 é injectiva).
Portanto, ¢2(mg) = 0. Finalmente, como ¢9 ¢ injectiva, entao mgo = 0 e,

consequentemente, ms = 0.

(b) Suponhamos desta vez que ¢2 e ¢4 sao sobrejectivos. Seja ng € Nj.
Pela sobrejectividade de ¢4 existe my € My tal que ¢4(my) = g3(ns). Mas
pela exactidao da sucessao, Im(f3) = My (isto é, fs3 é sobrejectiva), logo

my4 = f3(mg) para algum mg € M3. Agora

g303(m3) = ¢afs(ms) = gs(ns),
pelo que g3(¢3(ms3) — n3) = 0, ou seja,

¢3(m3) —ng € N(gs) = Im(g2).

Logo, ¢3(ms3) — n3 = ga(n2) para algum ng € Ny, e como ¢2 também é

sobrejectiva, ga(ng) = gag2(ma) para algum mo € My. Finalmente,

P3fa(mz) = gada(ma) = ga(na) = ¢3(ms) — nas,

pelo que

n3 = ¢3(m3) — ¢3(f2(ma)) = ¢3(m3 — fa(ma)).

(c) Consequéncia imediata de (a) e (b).
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2.7. (a) Consideremos o diagrama

f1 f2 f3 fa

M1 Mg M3 M4 M5
¢1l ¢2k ¢>3‘ ¢4l ¢5l
Ny Ny N3 Ny N5

g1 g2 93 g4
onde ¢7 é sobrejectivo e ¢y e ¢4 sdo injectivos e suponhamos que ¢3(ms) = 0.

Entao gs¢s(ms) = 0, ou seja, ¢4 f3(ms) = 0. Logo, pela injectividade de ¢y4:
f3(m3) =0 m3 € N(f3) =Im(f2)
= dmeo € My: fg(m2> = ms

= dmy € My: 0 = ¢3(m3) = ¢3fa(ma) = gag2(m2)
= Imy € My: ¢a(mz) € N(g2) = Im(g1)

= Iny € Ni: g1(n1) = ¢a(ma).

Como ¢; é sobrejectivo, entao existe m; € M tal que ¢1(m1) = ny ou seja

P2 f1(m1) = gip1(my) = pa(ma).

Finalmente, pela injectividade de ¢o decorre que fi(my) = ma, isto é, mgy €

Im(f1) = N(f2). Logo, 0 = fa(ma) = ms, e mz = 0 como desejavamos
demonstrar.
(b) Suponhamos desta vez que ¢; é injectivo e ¢o e ¢4 sdo sobrejectivos.

Seja ng € N3. Pela sobrejectividade de ¢4 existe my € My tal que ¢4(my) =

g3(n3). Mas
¢5fa(ma) = gada(ma) = gags(nz) =0
logo, pela injectividade de ¢5, my € N(f4) = Im(f3). Entao

dmg € Mz: my = f3(m3)
=3 mg € M3: g3(n3) = ¢a(ma) = ¢afs(ms) = gs¢3(ms)
<Img € Ms: g3(pz(msz) —n3) =0
<3dmg € M3: ¢3(m3) — n3 € N(g3) = Im(g2)
=3ny € Na: g2(n2) = ¢3(ms3) — ns.

Como ¢ é sobrejectivo, entao existe mo € My tal que ¢o(msg) = na e entao

$3 f2(m2) = gada(ma) = ¢3(m3) — nas,

ou seja,

n3 = ¢3(m3) — 3 fa(ma) = d3(ms — fa(mz)).

(c) Consequéncia imediata de (a) e (b).
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3.1.

3.2.

(b) Pode nao ser, como veremos na demonstragdo da Proposigao 4.1: so
conseguimos garantir isso caso A seja um dominio de integridade. Tente

encontrar um contra-exemplo.

(b) R* é o R-mddulo livre gerado por N. Seja {e, | n € N} a sua base
canonica (e, = (0,0,...,0,1,0,...)), e consideremos as fungoes fi, fo € A

definidas respectivamente por

en sen € par en+t1 se n € impar
Jilen) = 2 L. e falen) = ?
0 sen éimpar 0 se n € par.

Quanto & independéncia linear, consideremos uma combinacao linear nula de

Jie fo,

$10 f1+ @20 fa =0.
Isto significa que, para cada n € N, ¢1(f1(en)) + ¢d2(f2(en)) = 0, ou seja,

o1(e

)=0  sen par

w3

¢2(ent1) =0 sen impar.
2

E claro que, como

n—+1
2

{g|népar}zh\l:{ | n é impar},

isto significa ainda que ¢;(e,) = 0 = ¢a(e,) para qualquer natural n. Logo,
1 =¢2=0.
Trata-se também de um conjunto gerador de A: cada f € A pode escrever-se

na forma ¢1 o f1 + ¢2 o fo onde ¢1(e,) = glean) € Pa(en) = g(ea,—1) para
cada n € N.

Podemos imediatamente estender este raciocinio e obter uma base

{f1. for s i}

de A com um qualquer ntimero m de elementos:

fl(en):{eg se m n’ fz(en):{ew sem|(n+1) .

0 senao 0 senao

Cntm-n sem|(n+(m—1))

ooy fml(en) = {

0 senao.
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3.3.

5.3.

(a) BC = I,,xy implica det(B)det(C) = 1, pelo que det(B) € A*. Entao B ¢é
uma matriz invertivel, isto é, existe B~ € M, (A) tal que BB~! = B™'1B =
Insn. Logo C =I,4,B~' =B e CB = I,x.

(b) Suponhamos sem perda de generalidade que m > n. Se, por absurdo,

m > n, terfamos:

B B1C7 B;C:
L = BC = 1 (01 O2>: 101 B1Cs
B2 BQCl BQCQ
onde By,C; € M,(A), By é uma matriz (m —n) x n e Cy é uma matriz

n X (m — n). Imediatamente teriamos
B1Cy = Inxn € ByCy = I(mfn)x(mfn)‘
Entao, por (a), C1B1 = I,xn. Mas, por outro lado,

Inxn:CB:(Cl @)(2

) = C1B1 + (9Bs.
Logo C9By = 0. A contradicdo desejada é agora obvia: By = ByCyBy = 0,
Cy = C9B2Cy = 0 e portanto BoCo = 0 seria um bloco diagonal da matriz

BC = Inysm.
(a) Usando o Lema 5.3,
Apg=1, A;=mdc(12,16,18,36) =2, Ay =36 x 18 —16 x 12 = 456,
logo di =2/1 =1 e dy = 456/2 = 228. Portanto,
A:<36 12>N<2 0):3
16 18 0 228

Nota: Se precisarmos de calcular explicitamente as matrizes P e @ tais que
Q' AP =, aplicamos o algoritmo de diagonalizacao e procedemos do seguinte
modo:
e 36112~ d=mdc(36,12) =12=_1 x36+ (—2) x12.
~~ ~——
p q
Entao r =12/12=1e s = 36/12 = 3. Fazendo

1 1
P1: p r = R
q —S -2 -3
obtemos
AP, — 36 12 1 1 _ 12 0 .
16 18 -2 -3 —-20 -38
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0 12/ -20 ~ d=mdc(12,-20) =4 =_2 x12+ 1 x(—20).
P q
Entao r = —20/4 = —5 e s = 12/4 = 3. Fazendo

obtemos

PrlAP = 2 1 12 0) _ (4 -38)
—5 —3)\—20 —38 0 114

e 4438~ d=mdc(4,-38) =2 = (—9) x4 + (—1) x(—38).
~—~— —~—

p q
Entao r = —38/2 = —19 e s = 4/2 = 2. Fazendo

-9 -1
P, = poT_ 9 9 ’
q —s -1 -2
obtemos
4 —38 -9 -19 2 0
Py AP Py = = :
0 114 -1 -2 —114 —-228

Nesta matriz ja 2 | 0 e 2 | 114 pelo que bastara agora usar operagoes

elementares:

2 0 57L1_+>L2 2 0 ﬂ 2 0 ‘
—114 —228 0 —228 0 228

Ambas as operacOes sdo nas linhas, a primeira corresponde a multi-
plicar a esquerda pela matriz Q1 = T51(57) = I + 57E»s;, enquanto
a segunda corresponde a multiplicar, também & esquerda, pela matriz
Q2 = Do(—1) =1 — 2E9:

1 0 1 0 2 0 2 0
Py rAP P = - '
Q2 Py APy Py (0 _1> <57 1) (—114 —228) (0 228)

e Concluindo,

1 1)\ /-9 —19 ~10 -21
P=DPP;= _
-2 —3)\-1 -2 21 44
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pelo que

—-54 -1
0= (109 2 ) '
Portanto,

2 1 12 —-10 -21 2
—109 —-54 16 18 21 44 0 228

Nota: O facto de na matriz diagonal, obtida apds as operagoes elementares,
dy (= 2) dividir logo ds (= 228) foi um acaso! Podiamos ter obtido uma
matriz na qual d; 1 d2. O que fazer nesse caso? Por exemplo, suponhamos

que tinha dado d; = 2 e do = 7. Neste caso, continudvamos com a aplicagao

A/:20L1—+L>227
07 0o 7))’

o que equivale a multiplicar a matriz & esquerda por

11
Q3—<O 1)-
© 2{7~d=mdc(2,7)=1=(-2)x2+_1 xT.

p q
Entdo r =7 e s = 2. Fazendo

Py = P _ -3 7 7
q —S 1 -2
2 7 -3 7 1 0
AP, = = .
Qs Ly (0 7) ( 1 —2) <7 —14)
1 0 77L$L2 1 0
7 —14 0 —14)’
o que corresponde a multiplicar & esquerda pela matriz

1 0
2 - (_7 1) .
Assim,

aan=(4 ) E)E ()2

do algoritmo:

obtemos

e Finalmente,



SOLUGOES DE EXERCICIOS SELECCIONADOS 105

5.7.

5.8.

(b) Ag =1, Ay =mdc(x—1,-2,—-1,...) =1;

Ay =mdc (z(z—1),2—1,2—2, -2(x—1),...) = 1 (pois mdc (z—1,2—2) = 1);
Az = (x—1)(z(z—3)+2) = (z—1)(2® - 32+ 2).

Logo dy =1,dy =1 eds = (z — 1)(x? — 3x + 2). Portanto,

0
A~10 1 0
0 0 (z—1)(2%—-32x+2)
Como p1, p2, p3, p4 80 primos entre si, usando o Lema 5.8 obtemos

D D . D
(prp3ps)  (pip3pips)  (P3p3DY)

b . D _D_ D _D_D_ D D _ D _D
) T3 (pa) T (p1) T (03) T (P3)  (pa) () T (p3) (P

Esta tltima é a decomposicao em factores ciclicos primarios. Os respectivos

divisores elementares sao entao as poténcias primas

p17p%7p37p17p§7p12’,1p47p§7p%>p451'

Consequentemente, os factores invariantes sao

2 0 0
p1 X py X p3 X Py
2
b1 X py; X p3 X P4
3 3 2 5
p1 X py X p3 X Py
e a decomposicao em factores ciclicos invariantes é

D D . D
(p1p2) ~ (p1pipsps)  (PIp3pipd)

Como mdc(a,b) # 1, as decomposigoes primas de a e b contém pelo menos
um primo comum. Sejam pq,...,p; €sses primos comuns, qi, ..., Qg OS res-
tantes primos em a (caso existam) e r1,...,7; os restantes primos em b (caso

existam). Portanto,

Tt

— 1 mi mg
a=p; X Xp X@q X---qu

/ U

n’ n m m
b=p' XXt Xt XXy
com n;, m;,n;, m; € N. Como
D

Mlﬁi (§] M22<b>

D
(@)

;-
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5.9.

entao
D D
— D BT D —F DD

Portanto, os divisores elementares de My @ M sao

/ / /
n1 ne "1 ny o mi mg .M my
plv"'apt 7p17"'7pt 7q1 7"'7Qk 7T1 7"'7rl
Consequentemente, os factores invariantes sao
. ’ . /
min(ni,n min(n¢,n
) ) — mde(a, b)
max(ni,n} max(n¢,n, m)
Py (md) L x Dy (neme) o "t x -+ x 7' =mmc(a,b).

Nota: O que muda no caso mdc(a,b) = 17 Nesse caso as familias de primos
que aparecem nas decomposi¢oes de a e de b sao disjuntas pelo que t = 0, os

divisores elementares sao

/

mq mg .M
N AN RN ¢

, poténcias de primos todos distintos, pelo que s6 ha um factor invariante:

/ U

m m
T Xritx...oxr, b= ab.

4

X.oxqt
Seja G um grupo abeliano de ordem 120. Trata-se de um moddulo de tipo
finito sobre um DIP (Z) pelo que podemos aplicar os teoremas da decomposi-
cdo em factores invariantes ou divisores elementares. E claro que Tor(G) = G
pelo que a caracteristica de G é zero e G nao possui componente livre. Logo,

pelo teorema da decomposicao em factores primaérios,

Z
R IR R

onde os p;'" sao os divisores elementares de G. Como

G~

120:|G|:‘Zp;ll@"‘@zp:bt|:p7fl X e X pyt

entdo pyt X .- X pit = 23 x 3 x 5. Portanto, existem trés possibilidades para

os divisores elementares de G

o t=3,pt =23 ph? = 3,p3® =5, que corresponde ao grupo ZgHZ3HZ5.

o t =4,pit = 2,p)? =22 pl3 = 3,pj* = 5, que corresponde ao grupo
Iy B ly B 23 7s.

ot =5,p" =2,py? =2,p3* =2,py* =3,p;°> =5, que corresponde ao
grupo Zo @ Zy § Lo & Z3 & Zs.
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Em conclusao, existem trés grupos distintos com 120 elementos.
Nota: Os factores invariantes correspondentes a cada uma destas decompo-

sicoes priméarias sao:

e 23x3 x5 = 120, que corresponde ao grupo Zja9 (que é de facto isomorfo

aZs ® 23 @ Zs, pelo Lema 5.8).

2 x 3% x 50 = 2 q 7,57
° , que corresponde ao grupo .
2 % 3 x 5 — 60 q p grupo £2 60
[2 x 30 x 50 =
o 2 x 39 x 59 = 2 | quecorresponde ao grupo Zs®Zy B Z3p.
x 3 x 5 = 30

6.1. Pela Proposigao 6.1, basta provar que todos os submodulos de N e M/N sao
de tipo finito:

e Seja S um submodulo de N. Entao é um submoédulo de M, logo é de
tipo finito.

e Por outro lado, todo o submédulo de M/N ¢é da forma S’/N onde S’ é
um submodulo de M e N C S" C M (recorde o Exercicio 2.1). Como
M & noetheriano, S’ possui um conjunto gerador finito {v1,...,v,}. E
evidente que entao {v1+N,...,v,+ N} é um conjunto gerador de S"/N.

6.2. Seja {v1,...,vn} C M tal que {v1 + N,..., vy + N} é um conjunto gerador
de M/N e seja {v],...,v],} um conjunto gerador de N. Para cada v € M,

podemos escrever

m m
v+ N = Zai(vi+N) = (Zaivi) + N.
i=1 i=1

Portanto, v — >, a;v; € N, pelo que existem b; € A tais que

m n
v — E a;v; = g ij;-.
i=1 j=1

Logo
m n
o= P+ 3
i=1 j=1
o que mostra que {v1,..., Uy, v}, ...,v,} é um conjunto gerador de M.
6.4. (a) f™ é a composigao
fofo-of
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6.5.

6.6.

e a composicao de homomorfismos é um homomorfismo donde f™ é um ho-
momorfismo. Claro que sendo f sobrejectivo por hipétese, também cada f™
o é (de facto, para cada y € M existe 1 € M tal que f(x1) = y e, por sua
vez, existe x9 € M tal que f(x2) = x1, ou seja, f2(x2) = f(x1) = y; conti-
nuando este raciocinio obteremos x,, € M tal que f"(z,) = y). Finalmente,
se x € N(f"), isto &, f*(z) = 0 entdo f"i(x) = f(f*(z)) = f(0) =0e
x € N(f*1) também.
(b) A cadeia

N(f) SN SN S
é uma cadeia ascendente de submoédulos de M. Como M é noetheriano, tera
que existir um natural k tal que N(f*) = N(fF+1).
(c) Basta provar que f é injectivo, isto é, N(f) = {0}. Seja entao z € N(f).

Como f* & sobrejectiva, existe um y € M tal que f*(y) = z. Mas entdo
0= f(x) = f*1(y), ou seja, y € N(f*1) = N(f*). Logo = = f*(y) = 0.

(a) Basta observar que K™ \ ) = K™ = Z({0}) e K" ~ K" =( = Z(A) (ou
Z({1}) ou Z({z1, 21 — 1})).
(b) Por hipotese, K™ \ O; = Z(F;). Entao
K"~ (O = (K"~ 0)) = () 2(F)).
JjEJ Jje€J jeJ
Mas esta intersecgao é claramente igual a Z({J;c; F}), logo esta provado.

(c) Por hipotese, K"\ O; = Z(Fj) (j=1,...,m). Entao

K"~ (0= J(E"~0)) =] 2(F)).
j=1

J=1 J=1

Basta agora observar que (JJL; 2(F) = Z((/L, (F})):

“C” Se a € Z(F;) entao p(a) = 0 para qualquer p € F;. Consequentemente,
p(a) = 0 para qualquer p € (F;). Portanto, a € Z,(ﬂ;-n:l(Fj)).

“2” Suponhamos que a € K™ é tal que p(a) = 0 para qualquer p € ﬂ;ﬂ:l<F]>
Por absurdo, se a ¢ (JJL; Z(F}) entao existem p; € Fj (j = 1,...,m) tais
que pj(a) # 0. Mas entdo, como cada p; € (Fj), p=pip2...pm € (V=1 (F})

e, no entanto, p(a) # 0, uma contradicao.
(b) Z(J(Y)) é o fecho de Y C K™ na topologia de Zariski:

e E um fechado porque é claramente um conjunto algébrico.

e Y CZ(I(Y)) como é evidente.
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e Falta s6 mostrar que Z(J(Y)) ¢ o menor fechado (isto ¢, conjunto algé-
brico) que contém Y. Seja entdo W um conjunto algébrico que contém
Y. Entao Y C W = Z(Fw ) para algum Fyy C K™ e

IY) 2IW) =I(Z(Fw)). (%)

Provemos que Z(J(Y)) C W:
Sejaa € Z(I(Y)), isto &, tal que p(a) = 0 para qualquer p € I(Y"). Como
cada ¢ € Fyy CJ(Z(Fw)) esta em I(Y) (por (x)), entao g(a) = 0.

6.7. Por definicao,

6.8.

Vi) ={beZ|IneN:t"c(a)}={beZ|3neN:al|b}.
Mas

al b pit-pit | e p | b(Vi=1,...,t) = pr--pe | b
Portanto \/{(a) = (p1 -+ p).

(a)
VVI=1{acAl|a" e VI para algum n € N}
Z{a€A|E|n€D\EImED\I:a"m€I}:\ﬁ_

(b) Primeira identidade: Se a € +/I;--- 1., entdo existe n € N tal que
a® € I1---I, C IiNn---N1I logo a € vI; N---N1I,. Inversamente, se
a € /I1N---N1I,., entao existe n € N tal que a™ € I; N--- N I,.. Portanto,
am=a"-a" --a" € I1Io---I,, pelo que a € \/T; - - - I,.

Segunda identidade: Se a € v/I; N ---N I, entao a™ € I;N- - -NI, para algum
n € N, pelo que a € /I; N---N+/I.. Inversamente, se a € \/I; N --- N1,

entao para cada j = 1,...,r existe n; € N tal que o™/ € I;. Mas entao

= (RIS A el N PNl A

o que mostra que a € v/I1 N---N1I,.

(c) Como I" C I, entao VI C VI Inversamente, se a € VT entdao a® € I
nr_ . n. .. "N r T
para algum n € N, pelo que ™ =g a" €l Logoae€ VI
r factores

Solugao alternativa: trata-se de um caso particular de (b):

VIr=VT---1
——

r factores






